Calculo Diferencial e Integral

4.3. Méximos y minimos relativos y absolutos

UNIDAD IV. VARIACION DE FUNCIONES

4.3. Maximos y minimos relativos y absolutos, criterio de la
primera derivada, concavidad y puntos de inflexion

Maximos y minimos relativos y absolutos

Una funcién f tiene un maximo relativo en el punto a si f(a) es mayor
o igual que los puntos préximos al punto a.

Una funcién f tiene un minimo relativo en el punto a si f(a) es menor
o igual que los puntos préximos al punto b.

Una funcidén tiene su maximo absoluto en el x = a si la ordenada
(valor de la funcioén en el eje Y) es mayor o igual que en cualquier otro
punto del dominio de la funcién.

Una funcién tiene su minimo_absoluto en el x=a si la ordenada es
menor o igual que en cualquier otro punto del dominio de la funcioén

Recordamos ahora el criterio de la primera derivada visto en el tema
anterior.

Elaboré: MC. Marcel Ruiz Martinez

TEOREMA 3.6 Criterio de la primera derivada

Sea ¢ un punto critico de una funcién f que es continua en un intervalo abierto / que
contiene a ¢. Si f es derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
flc) puede clasificarse como sigue.

Si f’(x) cambia de negativa a positiva en ¢, entonces f tiene un minimo relativo

en (¢, f(c)).

2. Si f(x) cambia de positiva a negativa en ¢, entonces f tiene un mdximo relativo

en (¢, f(c)).

3. Sif'(x) es positiva en ambos lados de ¢ o negativa en ambos lados de ¢, entonces

f(c) no es ni un minimo relativo ni un médximo relativo.
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Definicion de concavidad

Sea f derivable en un intervalo abierto /. La gréfica de f es concava hacia arriba
sobre I si f es creciente en el intervalo y céncava hacia abajo en / si f es decre-
ciente en el intervalo.

1. Sea f derivable sobre un.intervalo abierto /. Si la grafica de f es céncava hacia arriba
en /, entonces la gréfica de f yace sobre todas sus rectas tangentes en /.
[Ver la figura 3.24a.]

2. Sea f derivable en un intervalo abierto /. Si la grifica de f es céncava hacia abajo en
I, entonces la gréfica de f yace debajo de todas sus rectas tangentes en I.
[Ver la figura 3.24b.]

Cdncava hacia arriba,
" es creciente. i

Coéncava hacia abajo,
[’ es decreciente,

a) La grafica de fse encuentra sobre sus b) La grafica de fse encuentra debajo de sus
rectas tangentes rectas tangentes
Figura 3.24

Para determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la gréfica de una funcién f es
c6ncava hacia arriba o hacia abajo, se necesita determinar los intervalos sobre los cuales f’
sea creciente o decreciente. Por ejemplo, la gréfica de

f(x)=4x*—x

es céncava hacia abajo en el intervalo abierto (—oe, 0) debido a que f’(x) = x> — 1 es ahi
decreciente. (Ver la figura 3.25.) De manera similar, la gréfica de f es céncava hacia arriba
en el intervalo (0, =) debido a que f” es creciente en (0, o).

Elaboré: MC. Marcel Ruiz Martinez
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La concavidad de f se relaciona con la
pendiente de la derivada
Figura 3.25
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NOTA Un tercer caso del teorema
3.7 podria ser que si f"(x) = 0 para
odo x en /, entonces fes lineal. Notar,
sin embargo, que la concavidad no se

TEOREMA 3.7 Criterio de concavidad
Sea f una funcién cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto /.

1. Si f”(x) > 0 para todo x en I, entonces la gréfica de f es céncava hacia arriba

e ; ) o _ ) Jefine para una recta. En otras
2. Si f”(x) <0 para todo x en /, entonces la gréfica de f es concava hacia abajo -
en/ - nalabras una recta no es ni céncava

= nacia arriba ni céncava hacia abajo.
EJEMPLO | Determinacion de la concavidad

Determinar los intervalos abiertos en los cuales la gréfica de

6
x>-43

flx)=

es concava hacia arriba o hacia abajo.

Solucién  Se empieza observando que f es continua en toda la recta real. A continuacién,

se encuentra la segunda derivada de f. 55 6
3 f{xJ =
I EQ 3
f(‘.) = 6(x2 + 3)_1 Reescribir la funcion original, 1 |
) = (—6)(2 + 3)72(2x) Derivar. | S :
- 9 Y } : ”
= % Primera derivada. J (x) >0 : 1 f (x) > 0
G +3) “oncava Coéncava
) = B2 F3A(=12) — (Z1209(2)(2 + 3)(2x) - ~acia arriba 4 hacia arriba
f (\) = : Derivar.
(__'{2 1 3]4 :
2 1
— '?:“g'g'{_]:l Segunda derivada. ! Céncava
(x2 + 3)3 I , )
t hacia abajo
Como f”(x) = 0 cuando x = =1y f” se define en toda la recta real, se debe probar f” en | ! ! L sy
los intervalos (—eo, —1), (=1, 1) y (1, ). Los resultados se muestran en la tabla y en la ) s 1 )
figura 3.26. |
Intervalo - <x< —1 -l<x<1 l<x<oo i
Valor de prueba x= =2 x=20 x=2
Signo de f"(x) f(=2) >0 £10) < 0 12) > 0 * partir del signo de f” se puede
Conclusion Concava hacia arriba| Cdncava hacia abajo | Céncava hacia arriba “cterminar la concavidad de la graﬁca de.f

Elaboré: MC. Marcel Ruiz Martinez

Figura 3.26
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EJEMPLO 2 Determinacion de la concavidad

2

1 «
es concava

Determinar los intervalos abiertos sobre los cuales la grifica de f(x)=
hacia arriba o hacia abajo.

2

Solucion Al derivar dos veces se obtiene lo siguiente

* +
fx) = -:2 — 411_ Escribir la funcion original.
g @ = 4)(2x) — (2 + 1)(2x) =
f(X) e {.\”2 - 4)2 Derivar.
—7—10"‘ Primera derivad:
— (xz — 4): raumnera derivadal.
oy 02— 4)%(=10) — (—10x)(2)(x* — 4)(2x) )
f (lf) — (.1'2 — 4)4 Derivar.
_10(3x* + 4) \ _
- W Segunda derivada.

No hay puntos en los cuales f”(x) = 0, pero en x = %2 la funcién f no es continua, por lo
que se prueba la concavidad en los intervalos (—eo, —2), (=2, 2) y (2, =), como se ilustra
en la tabla. La gréfica de f se muestra en la figura 3.27.

Intervalo -0 L X% =2 -2 xR d 2. %X 00
Valor de prueba x=—3 x=0" x=3

Signo de f"(x) f(=3)>0 f10) <0 f13) >0
Conclusiéon Céncava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

Elaboré: MC. Marcel Ruiz Martinez
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Figura 3.27
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Puntos de inflexion

La grifica en la figura 3.26 tiene dos puntos en los cuales cambia la concavidad. Si la recta
tangente a la grifica existe en un punto de este tipo, ese punto es un punto de inflexion. Se
muestran tres tipos de puntos de inflexion en la figura 3.28.

Definicion de punto de inflexion

Sea f una funcién que es continua en un intervalo abierto y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grifica de f tiene una recta tangente en este punto (c, f(c)), entonces
este punto es un punto de inflexion de la gréfica de f si la concavidad de f cambia
de céncava hacia arriba a céncava hacia abajo (o de concava hacia abajo a concava

hacia arriba) en ese punto.

Concava
hacia
arriba

Concava
hacia abajo

&
E

Elaboré: MC. Marcel Ruiz Martinez
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La concavidad de fcambia en un punto de
inflexion. Notar que la gréfica cruza su
recta tangente en un punto de inflexion
Figura 3.28
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TEOREMA 3.8 Punto de inflexion

existe en x = c.

Si (¢, f(c)) es un punto de inflexién de la grafica de f, entonces f”(¢) = 0 o f” no

Determinar los puntos de inflexién y analizar la concavidad de la grafica de f(x) =

x*—4x.

Seolucién La derivacion doble produce lo siguiente.

flx) = x* — 4x®
f’(x) = 4x3 — 12x2

fx)

Haciendo f”(x) = 0 es posible determinar que los puntos de inflexién posibles ocurren en
x = 0y x = 2. Al probar los intervalos determinados por estos valores de x, se puede
concluir que ambos producen puntos de inflexién. Un resumen de esta prueba se presenta

12x2 — 24x = 12x(x — 2)

Escribir la funcion original.

EJEMPLO 3 Determinacion de los puntos de inflexion

Encontrar la primera derivada.

Encontrar la segunda derivada.

en la tabla, y la gréfica de f se ilustra en la figura 3.29.

Intervalo — &0 < ¥ D 0 x<€2 2<x< oo
Valor de prueba x=—1 x=1 x=3

Signo de f"(x) FA(=1) >0 £(1) <0 £3) > 0
Conclusion Céncava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arriba

Elaboré: MC. Marcel Ruiz Martinez

fl)=x*—4x3

_i_ Puntos de
| inflexi6n

-18 =+

A

Céncava
hacia arriba

_oncava | Concava
=zciaarriba  hacia abajo

“ueden ocurrir puntos de inflexion donde
x) = 00f" no existe
Figura 3.29

0) = 0, pero (0, 0) no es un punto de
={lexion
Figura 3.30
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- . = ¥
Criterio de la segunda derivada i fx) ==3x% + 523
Ademds de un método para analizar la concavidad, es posible utilizar la segunda derivada fe)>0 > Miximo
para efectuar una prueba simple correspondiente a los méximos y minimos relativos. Se 1 relativo
basa en el hecho de que si la gréfica de una funcién f es céncava hacia arriba en un inter- 24 (1,2)
valo abierto que contiene a ¢, v f'(c) = 0, f(c) debe ser un minimo relativo de f. De manera Céncava .

similar, si la grifica de una funci6n es concava hacia abajo en un intervalo abierto que hacia arriba
contiene a ¢, y f(c) = 0. f(c) debe ser un miximo relativo de f (ver la figura 3.31). \ IS
TEOREMA 3.9 Criterio de la segunda derivada : 4 : 4 |
i ! i = 0,0
| Sea f una funcié6n tal que f'(c) = 0y la segunda derivada de f existe en un intervalo ::. o 2 ! 59 1 4
| abierto que contiene a c. 1
| 1. Sif”(c)> 0, entonces f tiene un minimo relativo en (c, f(c)). ;. o o i
2. Si f”(c) <0, entonces f tiene un maximo relativo en (c, f(c)). Sif'(c) =0y f"(c) >0, fic) es un minimo
Si f”(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiz4 tenga un maximo relativo en relativo -1,-2) 27T
¢, un minimo relativo en (c, f(¢)) o ninguno de los dos. En tales casos, se puede Minimo
' utilizar el criterio de la primera derivada. y relativo
—— ' = ) fu( (‘) < 0 ) , . ) )
EJEMPLO 4 Empleo del critero de la segunda derivada 0, 0) no es ni un minimo relativo ni un
[—=r oo e me—rn . .
; naximo relativo
Encontrar los extremos relativos correspondientes a f(x) = —3x° + 5x’. Cénclava Figura 3.32

hacia abajo

Solucion Empezando con la determinacién de los puntos criticos de f.

f’(x} = —15x*+ 1522 = ]5,!‘:{1 i YE) =0 Igualar f'(x) a cero. i
x=-10,1 Puntos criticos. :
Empleando é \ x

fx) = —60x* + 30x = 30(—2x® + x) ) .
Sif'(¢c) =0y f”(c) <0, fic) es un méaximo

se puede aplicar el criterio de la segunda derivada como se indica a continuacién. rlation
Punto (-1,-2) (1,2) (0. 0) Figura 3.31
Signo de f"(x) f(=1>0 1) < 0 £10) = 0
Conclusion Minimo relativo Maéximo relativo Falla de la prueba

Como el criterio de la segunda derivada no decide en (0, 0), es posible utilizar el criterio de
la primera derivada y observar que f aumenta hacia la izquierda y hacia la derecha de x =
0. De tal modo, (0. 0) no es ni un minimo relativo ni un médximo relativo (aun cuando la
grifica tiene una recta tangente horizontal en este punto). La grifica de f se muestra en la

figura 3.32. —
Elaboré: MC. Marcel Ruiz Martinez 7
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En los ejercicios 1 a 10, determinar los intervalos abiertos en los = i
- ‘ e =oid : . : ' (x) = 3x2 — X3 8. hix) =x>—5x+2
cuales la grifica es concava hacia arriba o céncava hacia abajo. F- 8V = v

.3 2 2
2.y==2+3%-2 9. y = 2x — tan x, (—E —) 10. y=x + , (—m m

=n los ejercicios 11 a 26, encontrar los puntos de inflexién y ana-
Zzar la concavidad de la grafica de la funcion.

I flx) =2 — 622 + 12x 12. f(x) =23 —3x2—12x+ 5

13. f(x) = x* — 222 14. f(x) = 2x* — 8x + 3
Generada por Derive 1=, f(x) — x{ —_ 4)3 16. f(x) == x?’(x i 4)
3 ) = 4 fx) =21 17. flx) =xv/x+3 18. flx) = xvx + 1
C WY AT 3
19, - 2, g 20
OB | S 0= 0=

- - A ; En los ejercicios 27 a 40, encontrar todos los extremos relativos.

Utilizar el criterio de la segunda derivada donde sea conveniente.
F —t

R i 2 3 % e I 2 3%
I I /1(/ o L R 28. flx) =x*+3x—38

: 29. f(x) = (x — 52 30. f(x) = —(x — 5)°
31. flx) =w® =35>+ 32. f(x)=2—9x>+27x
Cienerada por Derive Generada por Derive . 1
33. glx) = x%6 — x)? 3. glx)=—g+2)*x—4)7?
s =52 6. y= Ut in 35, f(x) = 22 - 3 36. f() = VT 1

X

- p e 3. ) =x+" 38, fl) = ——
J 21 L o t ou ¢ onow 39. flx) =cosx—x, [0,4m7]

40. f(x) = 2senx + cos2x, [0, 2]

>

&

Generada por Derive Generada por Derive

LAGUULU. V10, IYIIUGL INGLL ira uis 8
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