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TEMA 1
MAXIMOS Y MINIMOS

INTRODUCCION

El tema con el que inicia el curso de Célculo Vectorial, es de gran importancia para el
ingeniero, puesto que en ¢él se estudian los maximos y minimos de funciones de dos o
mas variables, que tienen su aplicaciéon en los problemas de optimacion. Asi, un
ingeniero puede buscar la combinacidén de recursos que le produzcan la méaxima
ganancia, o el minimo desperdicio; puede buscar la minima distancia o el minimo costo,
en problemas de manufactura podra interesarse en minimizar los defectos, etc. Ante la
escases de ciertos recursos, es muy importante aprovecharlos de la mejor manera, de ahi
la importancia de este tema.

En el curso de calculo de una sola variable se estudiaron los méaximos y
minimos para funciones f: 4 ¢ R - R,y = f(x).

Supéngase que una funcién y = f(x) tiene la siguiente representacién grafica:
Y4

y=H(x)

P B .
/rhd \\ m X

f(m)

entonces en los puntos My m se tienen un maximo y un minimo relativo de f(x),
siendo los valores méaximo y minimo f (M) y f(m) respectivamente.

La condicion necesaria para que un punto cualquiera, X, que pertenece al

dominio de f sea maximo o minimo es que la pendiente sea cero o bien, que no se pueda

determinar el valor de la pendiente, esto es: f/(x,) , o bien que f7(x,) no exista.

Si se cumple alguna de las condiciones anteriores, entonces X, €s un punto

critico, y debe determinarse la naturaleza de dicho punto. La forma mas sencilla para
determinar la naturaleza del punto critico X, , la proporciona el criterio de la segunda

derivada, la cual analiza la concavidad de la curva. Si f7/ (x,) > 0 entonces en X, existe
un minimo relativo, si f”/(x,) < 0 entonces en x, existe un maximo relativo, y si
f// (xo) = 0 el criterio no proporciona informacion sobre la naturaleza del punto critico X,

, y deben utilizarse otros criterios.

Ejemplo 1.1
Determinar los maximos y minimos relativos, si los hay, de la funcion
f(x) = x*+3x3+ 8x2+ 5
Resolucion
De la funcion f(x) = x*+3x3+ 8x%2+ 5
fl(x) = 4x3+ 9x% + 16x
De la condicién para la obtencion de los puntos criticos  f7(x) = 0,
4x3+ 9x2+ 16x = 0
x (4x2+9x +16) = 0
x=0

se tiene la derivada

Sélo existe una raiz real, por lo que el unico punto critico es x, = 0 .

Del criterio de la segunda derivada se tiene que:
f(x) = 12x% + 18x + 16
y valuando el punto critico en la segunda derivada
f7(0) =16>0

Por lo que en x; = 0 existe un minimo relativo, el cual es f(0) = 5 .

A.L.B.S.
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MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES DE VARIAS
VARIABLES

Un namero M es lo méaximo absoluto (o simplemente maximo) de una funcién
f=f(x), donde X = (x;,X,,%;,...,X,), sobre un conjunto Df que pertenece a R”
si para cualquier punto en Df se tiene que M > f (X) . Un méaximo relativo (o maximo

local) de f se encuentra en el punto Xy = (xlo’x%’ ...,xno) en D, , si existe una

hiperesfera alrededor de X, tal que f(X,) > f (X) para cualquier punto X en la

hiperesfera. Los minimos absolutos y los minimos relativos se definen de forma similar.

A los maximos y minimos absolutos y relativos de una funcién se les llama
extremos.

Al igual que para las funciones de una sola variable, antes de obtener los
valores extremos se deben encontrar los puntos criticos de la funcién. Un punto critico
es aquel en el cual la primera derivada es igual a cero, pues esto significa que la
pendiente de la recta tangente es igual a cero, pero en el caso de funciones de varias
variables, se estudiaron dos tipos de derivadas: las derivadas parciales y la derivada
direccional. Puesto que las derivadas parciales son un caso particular de la derivada

direccional, no debe ser una sorpresa el hecho de que se utilice la derivada direccional.

MAXIMOS Y MINIMOS PARA FUNCIONES DE DOS
VARIABLES

Dada una funcion de dos variables independientes, f: 4 R? - R, escrita de la forma
z = f(x,y), los puntos criticos de f seran aquellos en los cuales la primera derivada

(direccional) sea cero. Esto es:

a g fa=0
ds
Donde ?‘ denota la derivada direccional de la funcién f, €f representa el
s
. ., . . S,_0f .. of .
gradiente de la funcidn, y para el caso de dos variables se tiene que Vf =—L i + =L j,

ox dy
y # es un vector unitario que indica la direccion en la cual se evaltua la derivada
direccional, & = u; i + u, j.
Para que la derivada direccional en un punto sea igual a cero en cualquier

direccion, debe cumplirse que el gradiente de la funcidn es igual a cero vector, es decir:

Si VFf-4=0 , Va

entonces ﬂ u, + ﬂ u, =0 , Vu,u,
ox dy

lo que implica que 9 . 0y 9 . 0
ox dy

que lleva a la condicién €f =0

Por otro lado una funcién puede presentar un punto critico cuando el gradiente

de la funcién no exista para un punto del dominio de la funcion.

A.L.B.S.



CALCULO VECTORIAL

Tema I Pag. 3

Teorema 1.1 (Puntos criticos de una funcion f:AC]R2 - R)
Para que una funciéon f:AcR? - R, z = f(x,y), tenga un extremo un
punto (x,,y,) del dominio de f', es condicion necesaria que el gradiente

de la funcion se anule en dicho punto, o bien que el gradiente no exista

en ese punto, es decir:
V=0 en (x,5,)
o bien que

VS 2 en [k,,y,)

Para verificar este teorema debe tenerse en cuenta que el gradiente de una
funcidn proporciona la direccion de maximo crecimiento y su negativo la direccion de
maximo decrecimiento, por lo que su existencia (distinta de cero vector) implica una
direccion en la cual la funcién crecera o disminuira, lo que contradice la posibilidad de
estar en un punto para el cual su entorno se encuentre por debajo de ¢l o por arriba de
¢l, que es la condicion para obtener maximos y minimos relativos.

En la practica la condicion en la cual el gradiente no existe, €f A, casino
se emplea, puesto que la mayoria de las funciones que se estudian en el curso poseen
primeras y segundas derivadas parciales continuas. Por otro lado, la condicion en la cual
§f = 0 lleva a un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, generalmente no
lineal, el cual deberad resolverse para obtener el o los puntos criticos. El siguiente

ejemplo muestra la obtencidon de puntos criticos para una funcién de dos variables.

Ejemplo 1.2
Determinar, si existen, los puntos criticos de la funcién
f(x,y) =10 - x° - y? + 6x% - p
Resolucion
De la condicién para obtener los puntos criticos se tiene que §f = 6, de donde
V- i j0ivoj
ox dy

y por igualdad de vectores se forma el sistema de ecuaciones

f - 3x2412% =0
ox
. -1 =0
dy

el cual es no lineal, pero en este caso tiene la ventaja de que las dos ecuaciones
son independientes, por lo que:

De la ecuacién -3x2 + 12x = 0, se tienen las raices x =0yx =4

y de la ecuacion -2y - 1 = O se tiene laraiz y = —%.

Finalmente, los puntos criticos de la funcién son:

1 1
S R

puesto que cada uno de estos puntos satisface de manera simultdnea la

condicion §f = 0.

Para determinar la naturaleza de un punto critico se utiliza el criterio de la

segunda derivada, para ello se vuelve a derivar la derivada direccional de la funcidn

z = f(xy)
& 1(@] _ 4 (57 )

ds? ds\ds ds
Considerando que §f 4= a—f u, + —— u,, y sustituyendo se tiene:
ox dy
&f _d(of, o,
ds? ds\ ax ' oy ?
2,0 —
I, o, ).
ds? ox &)
2
LGN S IO T T I
ds? oJx |\ ox dy dy \ ox dy
2 2 2 2 2
d—{: 3_{u1+ af”z u or ”1+a—f2”2 Uy
ds ox dx dy dy ox Ay
(D)

Y en forma matricial

A.L.B.S.
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2 2 2
ﬂ a—f * para relacionar (4) y (5), de (4) y multiplicando por — se tiene
d*f ox2 OJdyox ox?
—2=[u1 u2] 2 2 -+ (2) 2 2 20 2 2 2 20 N2
ds &f & L s Y s e O e 0.
9xdy ay? || ox? ds?*  9x? ox? 0x? dyox ox? ay?

Que puede escribirse en forma compacta como

ZTZ{=[E]TH[E] e

Donde la matriz H recibe el nombre de matriz hessiana, y el determinante
det(H) recibe el nombre de determinante hessiano, o simplemente hessiano.

La naturaleza del punto critico dependera del signo que adquiera la segunda
d2

derivada direccional, para cualquier direccion, si — > (0 entonces se tiene un minimo
ds

2
af <
ds

relativo, mientras que para se tiene un maximo relativo. Las segundas

2 82
derivadas —2 y —f proporcionan gran informacién, puesto que geométricamente

ox dy?

representan la concavidad de las curvas de interseccion de la superficie con planos

paralelosa y ya x respectivamente; sin embargo, debe tomarse en cuenta también la

. y . . . 2f >f
informacioén que proporcionan las parciales mixtas —~— = ———. Para ver esto de

oxdy Odyox
una forma mas clara, se realiza el siguiente desarrollo.
De (1),
2 2 2 2 2
—df=a—fu12+ afu1u2+ of 141142+—af142
ds?  ox? ox oy dydx 2

y puesto que para funciones continuas con primeras y segundas derivadas parciales

continuas, las parciales mixtas son iguales, se tiene
2 2 2 2
ﬂ:ﬂu12+ Zﬂu1u2+ﬂu22 .
ds? ox? dyodx ay?
y de (2), puesto que las parciales mixtas son iguales se tiene que

20 20 )2
det(H)—a—f of (a—f] .. (5
ox? dy? dyox

reagrupando y completando cuadrados
*f a*f ( &F L P _Ff eref . (& | @ )
T oo | T ot Wyt —— o T T T U,
ox? ds? | ox? 6x2 0ydx ox? oy? Oyox 0yox
2
*f &Pf B *f >
dx? ay? dyodx 2
sustituyendo el hessiano (5), en la Gltima expresion
f & _( &, . &
0x? ds? ox2 ' dydx

Finalmente, en la Gltima expresion se observa que el signo del lado derecho

2 2 2 2 2
rar (o, &\,
ax? ds? dx? dyox

] + det(H) u; ...(6)

depende de det ( H ), por lo que se tienen las siguientes posibilidades.

Al valuar la expresion (6) en un punto critico:

. f da*f . - .
Sidet(H)>0y — > 0 entonces — > 0 (concavidad positiva), y se tiene un
ox ds

minimo relativo en el punto critico.

. *f d*f . . .
Si det(H)>0y 3 < 0 entonces — < 0 (concavidad negativa), y se tiene un
ox ds

maximo relativo en el punto critico.

2, A2
Si det(H ) < 0 entonces de (5) of af
ox? 9y?

o negativa por lo que se tiene un punto silla.
Si det(H) =

Lo anterior se resume en el siguiente teorema.

2
9 f y — puede ser positiva
Jdyox ds2

0 entonces no se tiene informacion sobre la naturaleza del punto critico.

A.L.B.S.
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Teorema 1.2 (Criterio de la segunda derivada)
Dada un funcién f = f(x,y) con primeras y segundas derivadas parciales

continuas en una region abierta que contiene el punto P (x,,,), para el cual

Vf |P0 = 0,y H es la matriz hessiana, se tiene que:

2
1. Sidet(H) >0y a—fz > 0 en P, entonces f(x,,y,) es un minimo
ox
relativo.
) >f -
2. Sidet(H) >0y P < 0 en Py, entonces f(x,,y,) es un mdximo
ox
relativo.
3. Si det(H') < 0 en P, entonces en P, existe un punto silla.
4. Si det(H) = 0 en P,, entonces el criterio no proporciona informacion.

Otra forma de analizar la naturaleza de un punto critico es utilizando los
antecedentes del algebra lineal. Esta técnica tiene la ventaja de que permitird la
generalizacion del criterio de la segunda derivada para funciones de » variables.

Retomando la ecuacién (4), y puesto que al analizar un punto critico P,, se debe

2
sustituir en las derivadas, entonces se puede hacer la asignacion —= = aq,
ox?|,
0
2 2
of =bh y ﬂ; = ¢, por lo que (4) se puede escribir
oxdy P, dy Py
2
ﬂ=au12+2bulu2+cu22 . (D
ds?

ecuacion que podria interpretarse como una superficie cuadratica para las variable %,
y #,. Es evidente que el signo de la segunda derivada direccional depende también del

valor de b. La expresion (7) se puede escribir en forma matricial

42 a b ||y
—{ = [ul u2] L.(8)
ds b c||y

Para determinar el signo de la segunda derivada direccional, debe eliminarse

el coeficiente b del término mixto, lo que equivale a girar los ejes de la expresion (7).

Esto se puede lograr diagonalizando la matriz H de la expresion (3).
Del curso de algebra lineal, debe recordarse los siguiente:

- Una matriz A es ortogonal si 4! = A% donde A7 es la transpuesta de A.

- Una matriz A es diagonalizable si existe una matriz diagonal D que sea
equivalente a A.

- Dos matrices A y B de » X n son equivalentes (o semejantes) si existe una
matriz inversible C de n X ntalque B = C™14 C.

- Cualquier matriz simétrica es diagonalizable.

- La matriz diagonal D equivalente a una matriz A tiene en la diagonal
principal a los valores caracteristicos de A.

- Los valores caracteristicos de una matriz A son las raices del polinomio
det(A - A1) = 0.

- Los vectores caracteristicos de una matriz simétrica correspondientes a valores
caracteristicos diferentes son ortogonales.

- Una matriz es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal Q

talque Q4 Q = D.

Entonces puesto que H es simétrica, es diagonalizable, y para valores
caracteristicos diferentes es diagonalizable ortogonalmente (de lo contrario se tendria
que proceder a un proceso de diagonalizacion ortogonal), por lo que existe una matriz Q
talque D = Q' H Q, y puesto que @ es ortogonal, satisface @ = @1 lo que lleva
alacondicion I = Q' Q@ = Q@ QF, condiciones que permiten escribir la ecuacién (3)
como

L &) rHI]E]
ds?
LS _ay (o) m(00)[a]
ds?
expresion en la cual la matriz H se premultiplicoé y postmultiplico por la identidad, con

lo cual no se altera la ecuacion. Ademas,

A.L.B.S.
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lo que lleva a

d? — —
41 _[a) e(p)e'[a]
ds
y haciendo [E]’ = [17]’ 0y [E] = Q! [17], entonces
2

a7 _ (2" b [7]

ds?
y puesto que € es un nuevo vector director referido al nuevo sistema, y dado que la
matriz diagonal D tiene en su diagonal principal los valores caracteristicos de A,

entonces

d2f A’l 0 el
=2 = e &
ds? 0 12 e,
expresion que al operarse da como resultado
2
T el h, el .09
2
ds
. . a*f . .
de donde es facil observar el signo que toma — 2 partir de los valores propios ll

s

y Ay

En conclusidn, si 7«.1 y 2.2 son los valores propios de la matriz hessiana para

el punto critico bajo estudio, entonces:

2
- Cuando A, >0 y A, > 0, entonces d—{ > 0 para cualquier direccién de
s

corte, y el punto bajo estudio es un minimo relativo.

2
- Cuando A, <0 y A, <0, entonces d—{ < 0 para cualquier direccion de
ds

corte, y el punto bajo estudio es un maximo relativo.

- Cuando A, y A, difieren de signo, entonces existen direcciones para las

cuales es positivo y direcciones para las cuales es negativo, por lo que

&f

52
el punto bajo estudio es un punto silla.

- Cuando alguno de los valores caracteristicos es cero, el criterio no proporciona

informacion.

Con la finalidad de ilustrar el empleo del criterio de la segunda derivada, se

muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2
Dada la funcion f(x,y) = 10 - x3 - 2 + 6x2 - y, cuyos puntos criticos

son P, (0, - l) y P2(4, - l), determinar la naturaleza de dichos puntos.
2 2

Resolucion

Las primeras derivadas de la funcién son:

O - _3x2 4 12x
ox

of _ -2y -1
oy
y las segundas derivadas parciales son:

f

9L - 6x+ 12
ox?
2
&,
dy?
*f _
Ooxdy

y dado que el determinante hessiano se puede escribir como:

2 2 2 2
det(H)=a—f28—f2—( af)
ox* dy ox dy

se puede construir la siguiente tabla para determinar la naturaleza de cada punto

critico.

A.L.B.S.
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i A i A i

P(xo 7y0) Ox?2 ay2 oxdy det(H) Naturaleza f
P, (0, _i) 12 2 0 24 Punto silla ;
2
p2(4,_1) 12 -2 0 24 | Méximo relativo | 41.25
2
Ejemplo 1.3
Obtener los extremos de la siguiente funcion
fx,y) = dxy - x* - y*
Resolucion
De la condicion Vf = 0, se tiene:
U 4y -4ax3-0
ox
U _ 4x - 4y3 =0
oy

3

de la primera ecuacion se tiene y = x° , que al sustituirla en la segunda da

como resultado,
4x-4x° =0, x =0

x¥-1=0, x,=1,%=-1
Por lo que los puntos criticos son: P, (0,0), P,(1,1), P,(-1,-1)

Para determinar su naturaleza se utiliza el criterio de la segunda derivada,

Y los extremos son:
Méximos relativosen (1,1,2) y (-1,-1,2).

Obsérvese que los extremos de una funcién son los puntos maximos y minimos

de ésta, los puntos silla no son extremos.

ﬂ=—12x2, ﬂ=—122, ﬁ=4

dx? dy? oxdy

Finalmente, se construye la tabla
P (x4,¥,) *f *f *f det(H) | Naturaleza f

ox? dy? ox dy
P (0,0) 0 0 4 -16 Punto silla -
P,(1,1) -12 -12 4 128 Méximo rel. 2
P,(-1,-1) -12 -12 4 128 Méximo rel. 2

A.L.B.S.

Ejemplo 1.4

Obtener los maximos, minimos y puntos silla de la funcién

f(x,y) = (%2 + 4y?)e' 5

Resolucion
g = (x2+4y2)(-2x)e' Y 4 2xel XY
x

=2x(1 -x2-4y2)el ">’
O = (x2+ay?)(-2p)et X v gyt

=2y(4 - x? - 4y? yel "y
Aligualar a cero, el sistema de ecuaciones queda
2x( 1 - x2 - 4p2)e! ¥ -9
2y(4 - x2 - 4y2)e' ¥ =0
Para resolver el sistema anterior, lo primero que debe observarse es que la

., . —x2-y2 .
funcién exponencial e 1=x"-" hunca es cero, por lo que el sistema se reduce

a

2x(1-x2-4y2)=0

2y(4 -x2-4y2)=0
Resolviendo simultineamente el sistema se tienen los puntos criticos:
(0,0), (1,0), (-1,0), (0,1) y (0,-1)

Las segundas derivadas son:
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44 2x2p2 - x2 - 202 + 4 )e! Y

I
N
~
[~

<

2(2x* + 8x2y2 - 5x2 — 4y + 1)el ¥’

= 4y( x> + 4xy? - 5x )e! ¥ Y
3y ox y( y )
2 2 2 2
Siser H)y = 2L O [ _9F
ox? ay? dydx
P Naturaleza

(0,0)

2e 16e%>0

Minimo relativo

(1,0) -4 -24<0 Punto Silla

(-1,0) -4 -24<0 Punto Silla
(0,1) -6 96 > 0 Maximo Relativo

(0,-1) -6 96 > 0 Maximo Relativo

MAXIMOS Y MINIMOS PARA FUNCIONES DE MAS DE DOS
VARIABLES

En la vida profesional de un ingeniero, es comun enfrentarse a problemas de optimacion

para funciones de » variables independientes. En esta seccion se generalizaran los

conceptos de maximos y minimos vistos para funciones de dos variables.

Teorema 1.4 (Puntos criticos de una funcion f: 4cR” - R)
Para que una funcién f: AcR” - R, f = f(X) X = (xl,xz, . ¢ ,xn),
tenga un extremo en un punto 3?0 del dominio de f, es condicién

necesaria que el gradiente de la funcion se anule en dicho punto, o bien
que el gradiente no exista en ese punto, es decir:

€f= 0 en X, o bien que €f A en X,

El desarrollo de la segunda derivada direccional para determinar la naturaleza
de un punto critico, lleva nuevamente a la matriz hessiana, que es una matriz simétrica
de segundas derivadas parciales. Utilizando la notacién de Lagrange para indicar las

derivadas parciales de la funcion f, la matriz hessiana adquiere la forma:

En particular para una funcion de tres variables independientes, f = f(x,y,2),

la matriz hessiana H es:

A.L.B.S.
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&f Ff &f
dx2 OJdydx 0zox
no| & ¥ ¥
oxdy 9Jy? 0zdy
&f &
0x9dz 0dydz 9z2

Antes de establecer el criterio de la segunda derivada generalizado, se deben

estudiar algunos resultados del algebra lineal.

Teorema 1.5 (Matriz definida positiva)

Una matriz cuadrada 4 de orden m simétrica es definida positiva, si se

cumple alguna de las siguientes condiciones:

XTA x > 0 para todos los vectores X distintos de cero
vector.

Los valores propios de la matriz A son todos positivos.
Todas las submatrices principales superiores izquierdas

(angulares) A4, tienen determinantes positivos.

Todos los pivotes (sin intercambio de filas) son positivos.

Teorema 1.6 (Matriz definida negativa)

Una matriz cuadrada A de orden » simétrica es definida negativa, si se

cumple alguna de las siguientes condiciones:

- XTA X < 0 para todos los vectores X distintos de cero
vector.

- Los valores propios de la matriz A son todos negativos.

- Todas las submatrices principales superiores izquierdas

(angulares) Ak tienen determinantes con signos alternados,

comenzando con A, negativo. Es decir
(-1)¥det(4,)>0 V l<k<n

- Todos los pivotes (sin intercambio de filas) son negativos.

Teorema 1.7 (Matriz indefinida)

Una matriz cuadrada A de orden » simétrica es indefinida, si se cumple alguna

de las siguientes condiciones:

- XTA X > 0 para algunos vectores X distintos de ceroy X T4 X < 0
para otros vectores X distintos de cero vector.

- Los valores propios de la matriz A son unos positivos y otros negativos.

- Los determinantes de las submatrices angulares no son cero y no
corresponden a matrices definida positiva o definida negativa.

- Los pivotes (sin intercambio de filas) son positivos y negativos.

Cuando una matriz A no puede clasificarse como positiva, negativa o
indefinida, se dice que es semidefinida, pudiendo ser semidefinida positiva o
semidefinida negativa.

Finalmente para determinar la naturaleza de un punto critico, se tiene el
siguiente teorema

A.L.B.S.
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Vf |§0 = 0,y H es la matriz hessiana, se tiene que:

Teorema 1.8 (Generalizacion del criterio de la segunda derivada)
Dada un funcién f = f(.f) con primeras y segundas derivadas parciales

continuas en una region abierta que contiene el punto X,, para el cual

1. Si H es una matriz definida negativa, entonces f(fo) es un maximo
relativo.

2. Si H es una matriz definida positiva, entonces f(.fo) es un minimo
relativo.

3. Si H es una matriz indefinida, entonces en -’?o existe un punto silla.

4. Si H es una matriz semidefinida, entonces el criterio no proporciona
informacion.

Ejemplo 1.5

Si una funcién f, con dominio en R3, tiene primeras y segundas derivadas

parciales continuas y en un punto para el cual Vf = 0 se tienen las matrices
hessianas siguientes, clasificar cada una de las siguientes matrices en definida
positiva, definida negativa, indefinida o semidefinida, ademas determinar la
naturaleza del punto critico bajo estudio.

(100
a) 010
001
4 5
c) 5 3
10 -4

S W DN

S W

3 0
-2 0
0 1

2 2 -2
€) 2 5 -4
-2 -4 5
Resolucién
a) Matriz definida positiva. Minimo relativo
b) Obteniendo los determinantes de las submatrices angulares
det( H, ) = 2
det( H, ) 23 3
? 33
det( Hy ) = det( H) = 4
Matriz indefinida. Punto silla
c) Obteniendo los determinantes de las submatrices angulares
det( H, ) = 4
det(H,) = -13
det( H) = -855
Matriz indefinida. Punto silla
d) Obteniendo los determinantes de las submatrices angulares
det(H, ) =1, det( H,) = 18
det( Hy ) = - 11
Matriz indefinida. Punto silla
e) Obteniendo los determinantes de las submatrices angulares

det( H, ) = 2,
det( Hy ) = 10

det( H,) = 6

Matriz definida positiva. Punto minimo

A.L.B.S.
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Ejemplo 1.6

Obtener los puntos criticos de la funcion
f(x,y,z) = -x% - 3y% - 522 + 2xy + 2xz + 2yz
y determinar su naturaleza.

Resolucion

De la condicion §f = 0 se tiene:

a_f:—2x+2y+2220 ... (a)
ox
ﬂ:-6y+2x+22=0 ... (b)
dy
a_f=—102+2x+2y=0 ... (¢)
oz

Las ecuaciones (a), (b) y (c) forman un sistema lineal homogéneo cuya
solucion es la trivial
x=0,y=0,2z=0
El tnico punto critico es P (0,0,0)

Para la matriz hessiana

ﬂ:—z —azf =2 azf = ﬂ=—6
Ox2 dyox 0z 0x ay?
2 2
f _ 2 of _ 10
dzdy 0z2
-2 2 2
H = 2 -6 2
2 2 -10
De donde det(H;) = -2<0
-2 2
det(H)) = ) =8>0

det(H) = -32<0

H es una matriz definida negativa y P es un maximo relativo

£(0,0,0) =0
Otra forma de determinar la naturaleza es:
-2 2 2 -2 2 2 -2 2 2
2 -6 2 ~ 0 -4 4 ~ 0 -4 4
2 2 -10 0 4 -8 0 0 -4

Donde se observa que la diagonal principal de la ultima matriz estd formada
por -2, -4, -4 por lo que la matriz es definida negativa.

Ejemplo 1.7

Obtener los puntos criticos de la funcion
flx,y,z) = - 2x% -2y - 22 + 2xy +2yz + 8x - 4y + 2z - 3

y determinar su naturaleza.

Resolucion

Of - ax+2y+8-=0 (@)
ox

Of - 4y +2x+2z-4=0 )
dy

Of - 9z42p+2=0 - (©)
oz

El sistema formado por (a), (b), y (c) es lineal y su solucidn es
x=3,y=2,z=3
Por lo que el tinico punto criticoes P (3,2,3)
Para la matriz hessiana
Ff ., ¥
ox2 dy dx

2 2
3f _, Pf .,
3z dx 3y?

A.L.B.S.
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oarf 5 FPf 9 Obtener los puntos criticos de la funcién
9z dy 322 flx,y,2) =x2+y?+z22-xy+x-2z
4 2 0 y determinar su naturaleza.
H=| 2 -4 2 = -4<0 ; Al 12>0 Resolucién
0o 2 -2
det (H) = -8 <0 g—f:2x—y+120 (a)
x
Puesto que H es definida negativa, entonces en P existe un maximo relativo. ﬂ =2y -x =0 .(b)
Finalmente: oy
£(3,2,3) =38 S—f=22 ~2-0 (©)
z
El sistema formado por (a), (b), y (c) es lineal y su solucién es x = —g ,
El criterio para determinar la naturaleza de un punto critico a través de los 3

valores caracteristicos de la matriz hessiana es el mas poderoso; sin embargo, s6lo en
algunas ocasiones resulta sencillo el obtener las raices del polinomio caracteristico,
puesto que las raices de un polinomio de tercer grado o superior, donde las raices pueden
ser irracionales, es en general una labor complicada.

Por fortuna, para determinar la naturaleza de un punto critico, no es necesario
obtener los valores caracteristicos, basta con saber los signos de los valores
caracteristicos y para ello se emplea el teorema de los signos de Descartes. Recordando
que para una matriz simétrica, los valores caracteristicos son siempre reales.

Los criterios de los signos de la diagonal principal y el de las submatrices son
mucho mas sencillos, pero tienen el inconveniente de que estan en funcion del arreglo
elegido para obtener la matriz hessiana; es decir, se puede obtener una matriz
considerando el orden de las variables x,y,zy otra matriz para el orden y,z,x, etc. Si
el determinante de la matriz de mayor orden es diferente de cero, entonces debe existir
un arreglo para el cual el criterio decida, pero no siempre es el tradicional, por lo que si
se utiliza uno de estos criterios y se obtienen ceros, no debe considerarse que el criterio
no decide, debe buscarse una permutacion adecuada o debe utilizarse el criterio de los
valores caracteristicos.

El siguiente ejemplo muestra una caso en el cual la obtencion de los valores

caracteristicos es bastante sencilla.

Ejemplo 1.8

, z=1

yo -1
3

Por lo que el unico punto critico es P ( -

W N

Para la matriz hessiana

ox2 dy dx 0z dx dy?
rf &f
dz dy dz2
2 -10 2-A -1 0
H-=|-1 H-A=| -1 2-4 0
0 0 2 0 0 2-A

O0OH -A7) = 0 = 00-A)(2-A)(2-1) - (-1)(-1)(2-4) = 0

Factorizando (2 - A) se tiene:
(2-2)[4-4r+22-1] =0
dedonde: A; =2 , A, =3 , A, =1

y puesto que todos los valores caracteristicos son positivos, se tiene que

3

A.L.B.S.
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2 2
OF —o op

P ( —%, —%, 1 ] es un minimo relativo.

ow dy oz2
2 2
Finalmente: f( —2,—1,1J = —i s =0 card =
3 3 3 dw 0z ow?
2 0 O 0
0 24 0 0
El siguiente ejemplo muestra como el criterio de la segunda derivada a través H =
de los valores caracteristicos puede emplearse también para funciones de mas de 3 0 0 12 0
variables. 0O 0 0 8
De la condicion det (H - AI) =0
se tienen los valores caracteristicos
Ejemplo 1.9 Ai=2 ,A,=24,4,=12,1,=8
Obtener los puntos criticos de la funcion Puesto que A,>0;i=1,2,3,4.
fxy,z,w) = x2 + 12y + 622 + 4w? - 8w - 12x + 24y + 10 Elpunto P (6,-1,0,1) existe un minimo relativo.
y determinar su naturaleza. f(6,-1,0,1) = -42
Resolucién La aplicacion de la optimacién de funciones se muestra en los siguientes
9 _ox-12-0 @ problemas.
ox
of _ 2y + 24 = 0 (b) Ejemplo 1.10
oy o Una compaiiia fabrica dos productos. Los ingresos totales de x; unidades del
a_f =12z =0 () producto 1 y de x, unidades del producto 2 son
3 cen
z R=-5x)-8x2-2xx +42x +102x
ow 1 2 172 1 2
m =8w-8=0 - (d) Obtener el nimero de unidades de los productos 1 y 2 de tal forma que los
El sistema de ecuaciones formado por (a), (b), (¢) y (d) es lineal y su solucion mgresos.s,ean MAXImos.
x=6,y=-1,2=0,w=1 Resolucion
es: x = = - = =
) ) ) oR
Para la matriz hessiana g = - 10x1 - 2x2 +42 =0
C A Pf _o B _, P _y 1
Ox2 oy ox 0z 0x ow ox S—R =-16x, - 2x, + 102 =0
x.
2 2 2
7 - 24 o7 - 0 Resolviendo el sistema se obtiene: x =3yx, =6
dy? 0z dy v : 1 Y

A.L.B.S.
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2 2 2
IR _ o 9OR__4g 9R _ 5
ax. ox; 0x,0x,

Valuando en el punto critico se observa que

2
TRy

det (H)|, >0
ox;

Por lo que el maximo se obtiene cuando
x, =3

x, =6

Si la funcidon que desea maximizarse o minimizarse (optimarse) esta sujeta a
restricciones, entonces se puede sustituir la restriccién en la funciéon objetivo. En el
siguiente ejemplo, F.O. se utiliza como abreviatura de funcion objetivo, mientras que

s.a significa sujeto a.

Ejemplo 1.11

Obtener tres nameros positivos X, ¥, z tales que susumasea 32y P = xy?z

sea maximo.

Resolucion
F.O. Mix P = xy?z
s.a x+y+z=32

De la restriccién z = 32 - x - y y sustituyendo en la F.O. se tiene

P = 32xy? - x2y% - xy3

derivando

op =32y2 - 2xy2 -3 =0

ox

opP = 64xy - 2x%y - 3xy2 =0

dy

Omitiendo el caso en el que y = 0 el sistema queda:
32 -2x-y=0 ...(a)
64x - 2x%2 - 3xy =0 ... (b)

Despejando y de (a) y sustituyendo en (b)
64x - 2x2 - 3x(32-2x)=0
4x(x -8) =0

dedonde:x =8 y =16 z = 8

que son los numeros buscados.

Ejemplo 1.12
Obtener la distancia minima del punto (0,0,0) al plano
2x + 3y +z =12
Resolucion
Puesto que la distancia d ser maximiza o se minimiza cuando sea méaxima o
minima respectivamente, entonces el problema puede formularse como:
; = J2 = 2 2 2
min D=d*=(xy-x, ) +(y,-¥) +(z,-2)
Si el punto (%, ,¥,, 2 ) es el origen entonces sus coordenadas son:

(0,0,0) y al sustituir se obtiene:
min D=x2+y2+(12-2x-3y)?2

derivando parcialmente para obtener el punto critico:

9D oy 2(12-2x-3y)(-2)=0

ox

9D Ly i 2(12-2x-3y)(-3)=0

dy

simplificando se obtiene el sistema

5x + 6y = 24

3x + 5y = 18

Resolviendo el sistema se tiene: x = 1—72 y = %

Con los valores de x y ¥ al sustituir en la ecuacion del plano se tiene z = g
Finalmente, el punto del plano mas cercano al origen es ( % , % s g ) y

la distancia entre ellos es:

d=J(%)2+(%J2+(g)2=67mz3.207

A.L.B.S.
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Ejemplo 1.13
El material para construir la base de una caja abierta cuesta 1.5 veces lo que

el material para construir los lados. Para una cantidad fija de dinero C,,

determinar las dimensiones de la caja de volumen maximo que puede

C
2(2=2 - 9x2
x=( : )

construirse.

Resolucion

Sean x, y, z el largo, ancho y alto de la caja respectivamente, entonces:

El costo de la caja es proporcionala 1.5xy + 2yz + 2xz; es decir, el costo

esta dado por:

C =k(15xy+2yz+2xz),donde k esunaconstante de proporcionalidad

que representa el precio por metro cuadrado del material de los lados.
El planteamiento del problema es:
F.O. V = xyz
s.a k(1.5xy + 2yz + 2xz) = C,
Despejando z de la restriccion y sustituyendo en la F.O

C C

—2-15xy —2xy - 1.5x%y?

_ k k
V=xy =
2(y+x) 2(x+y)

derivando e igualando a cero

2 C, 2
y°| 2— - 3x° - 6xy
9¥ k -0
dx 2(x+y)’
C
x| 2—2 - 3y? - 6xy
or _ k -0
dy 4(x +y)?
simplificando
2C" 3x2 -6 0
— = X - X =
T y
22 -3y2 - 6xy =0
x y y

av

Por la simetria de las ecuaciones se obtiene X = y y sustituyendo en 8_

X

1,6,
=0 = x==,[2-=
16x? 3 k
1 [ 1 Ca
con lo que ==, 12— z=—,[2—=
WEITINTE T TN
Finalmente, las dimensiones para obtener el volumen maximo son:
C c
x=y=2Ll2=e D)
3 k 4 k

MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

La forma mas generalizada de resolver problemas de maximos y minimos con
restricciones es mediante el método que propuso Joseph Louis Lagrange. Lagrange, a
la edad de 19 afios, desarroll6 el método que lleva su nombre para resolver problemas

de optimacion restringida.

En el caso mas sencillo, cuando se tiene un funciéon de dos variables como por
ejemplo f(x,y) = Ax*yP donde 4, & y P son constantes talesque A>0, o + P =1,

y se desea maximizar la funcion sujeta a larestriccion p;x + p,y = c¢,debe observarse

que para representar a la funcioén objetivo y a la restricciéon en una misma grafica, la
funcidn objetivo debe dibujarse empleando sus curvas de nivel, teniéndose una grafica
como la mostrada en la siguiente pagina; donde la recta representa la restriccion; y las

curvas son las curvas de nivel de la funcion objetivo, trazadas para diversos niveles.

A.L.B.S.
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Lagrange observo que el maximo de la funcion objetivo, sujeta a la restriccion
se obtiene en el punto para el cual la curva de nivel de la funcién objetivo y la restriccion

son tangentes, por lo que para encontrar ese punto planted la ecuacion:

§f = AV g
donde f es la funcion objetivo, g es la restriccion igualada a cero y A es un escalar que

iguala los vectores gradientes' y recibe el nombre de multiplicador de Lagrange

¥
5
i

4 5

Vg
3
2
1
i T2 3 4 & X

De la condicion de paralelismo de los vectores gradientes y de la restriccion se

! Obsérvese que los vectores gradientes en el punto Optimo tiene la misma
direccion, pero no necesariamente el mismo sentido ni el mismo moédulo, por
lo que para igualarlos es necesario introducir una constante de proporcionalidad

obtiene, para un caso como el ilustrado, un sistema de tres ecuaciones con tres

incognitas.
o _, %
ox ox
o _, %
oy dy
g(x,y) = 0

En particular, para el ejemplo, se tiene:

Aax*1yP = Ap,
APx=yPl = Ap,
pyxtpy = ¢

Aldespejar A de las primeras dos ecuaciones, e igualar, se obtiene la expresion

ey _ P
Bx p,
, . _Bpyx . .
de donde, al despejar y se obtiene y = , que al sustituirlo en la restriccion
«p,
genera
Bp,x)
plx +p2 =c
« p,
simplificando y recordando que o + P =1 se tiene:
= c_u
p,
c
,-<B
p,

Que proporciona el punto 6ptimo.
Es muy comun escribir la ecuacion de Lagrange de la siguiente forma:
L(x,an’) :f(x)y) - A'g(x)y)

puesto que al calcular las primeras derivadas parciales de la funcién L e igualarlas a cero

A.L.B.S.
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se obtiene:
oL _of 432 _,
ox ox ox
oL _of 98
dy dy dy
oL

L - ,) =0
33 g(x,y)

que lleva al mismo sistema utilizado para resolver el problema a partir de la condicidon
Vf = AVg. Por otro lado, cuando el signo del multiplicador de Lagrange no es

relevante, entonces es muy comun plantear la ecuacion de Lagrange como lo indica el
siguiente teorema.

Teorema 1.9
Si f y g son funciones con primeras derivadas parciales continuas, y f
tiene un extremo sujeto a la restricciéon g(x,y) = 0, entonces dicho
extremo se producird en uno de los puntos criticos de la funcion L

definida por:
L(A,x,y) =f(x,y) + Ag(x,y)

El teorema anterior puede extenderse para el caso en el que la funcidén objetivo
sea de tres variables, planteandose el problema de la siguiente manera:

FO. f=f(x,y,2)
sa. g(x,y,z) =0

y teniendo como ecuacion de Lagrange a:

L(A,x,y,z) = f(x,y,z) + Ag(x,y,z)

La ecuacion de Lagrange puede generalizarse para » variables y m restricciones,

teniéndose el problema:

F.O. S =f(x,%,...,x,)

s.a. g (x,x,...,x,) =0
g (x;,%,...,x,)=0
g,(x,%,...,x,)=0

y la ecuacion de Lagrange:

m

LX) * E A gi(x,%y, ... ,x,)

i=i

L(xy,%, .. .,x,) = f(x,%,..

Los siguientes ejemplos muestran la utilizacion del método de los
multiplicadores de Lagrange.

Ejemplo 1.14

Emplear el método de los multiplicadores de Lagrange para minimizar la

funcion f(x,y) = yx2 + y? sujeta a la restriccion 2x + 4y - 15 = 0.

Resolucion
F.O. flx,y) =yx? + y?
s.a g(x,y)=2x+4y -15=0

La ecuacion de Lagrange es

L(x,y)=yx2+y2+A(2x+4y-15)=0
oL

=2x +2A =0 ... (a)
ox
OL 9y +ar-0 . (0)
oy
g_i=zx+4y—15=0 (@)

A.L.B.S.
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De (a) A=-x

1
De(b) A = -—
e (b) >y

Igualando las lambdas se tiene x = %y = y = 2x y sustituyendo en la

ecuacion (¢)

2x + 4(2x) - 15=0=>x =

El minimo es f(

Ejemplo 1.15
Emplear el método de los multiplicadores de Lagrange para maximizar la
funciéon f( x, y) = xy sujeta a la ligadura 2x + y = 4.

Resolucion
F.O. f(x,y)=xy
s.a g(x,y)=2x+y-4=0

La ecuacion de Lagrange es:
L(xsysl) :xy+l(2xy_4)
oL

ax—y+22.—0 ... (a)
9L _ a0 )
dy
S—i=2x+y—4=0 (c)
De (a), y=-2A
De (b), x=-A
sustituyendo en (c), -2A-2A=4=)=-1
por lo que:

x=1

=2

yelmiximoes f(1,2) =2

Ejemplo 1.16
Se desea construir un recipiente cilindrico sin tapa de tal manera que su
volumen sea igual a 8 1 m?>. Determinar las dimensiones correspondientes

para que se minimice la cantidad de material utilizado, utilizando el método de
los multiplicadores de Lagrange.

Resolucion
F. O. A=2nrh + nr?
s.a V=mnrlh=8n

Utilizando los multiplicadores de Lagrange

h+r+Arh=0

2+Ar=20
r2h-8=0
De donde la solucién es
r=2m
h=2m

A.L.B.S.

Ejemplo 1.17
Demostrar, empleando los multiplicadores de Lagrange, que el paralelepipedo

de mayor volumen que se puede inscribir en una esfera, es un cubo.

Resolucion
Maximizando el volumen de un paralelepipedo inscrito en la esfera
x2 + pa g2 = g2

F.0. V = 8xyz

s.a x2+ yr+ z22=p2

De la ecuacion de Lagrange:

L(x,y,2,A) = 8xyz + A(x2+ y2+ z2- r?)

9 _ gy, +2Ax =0 (a)
ox
a—L:8x'z+2)~y=0 (b)
dy
oL _ 8xy +2Az =0 (c)
oz
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oL 2_ .2 L
== = %2+ +z r =20 d de donde: 4y =1 = =z ==
an y? (d) y y 1
De (a) y (b) despejando a A e igualando sustituyendo en (¢): x = 7
yz _ xz _ 2
- = = = x =Yy
r 7 . . 711
Por lo que el unico punto critico es: — =, —
De (b) y (c) de manera analoga 274’4
Xz o Xy = 7 11 3
- y=2z el maximo de la funcion es -, =, — — = 0.21875
y oz Y N233) =

De donde x = y = z y el paralelepipedo es un cubo.

g(x,y,z,A,p) =xyz+A(x+y+z-4)+p(x-y-z-3)

Ejemplo 1.18

Obtener mediante multiplicadores de Lagrange,

f(x,y,2z) = xyz sujeto a las restricciones:
x+y+z=4
x-y-z=3

Resolucion

La ecuacion de Lagrange es:

$=yz+l+p.=0 ... ()
ox

g=xz+A—p.=0 .(b)
dy

g=xy+)t—p,=0 . (¢)
oz

og

= =x+y+z-4 oo (d
an xty+z (d)
$=x—y—z—3=0 . (e)
op

De (b) y (¢)

Xz =xy = z=y ...(H
Sustituyendo (f) en (d) y (e)

x+2y=4

-x +2y=-3

Es muy sencillo verificar que el punto critico encontrado en el ejemplo anterior
es un minimo, puesto que al obtener otro punto que satisfaga las restricciones, por

ejemplo un punto para el cual z = 0,y se encuentren los valores respectivos de x y y
el valor maximo de

., . 7
se observa que la funcién objetivo vale cero, con lo que el valor — encontrado es un

maximo.

Existen problemas de optimizacion restringida, para los cuales deben emplearse
los métodos del hessiano (maximos y minimos libres) y el de los multiplicadores de
Lagrange (restriccion con igualdad). El siguiente ejemplo, en el cual la restriccion es una
region en R, con puntos interiores y puntos frontera, deben utilizarse ambos métodos

para obtener la solucion

Ejemplo 1.19

Obtener los puntos maximos y minimos absolutos de la funcion
f(x,y,z) = _xz_yz_ z2 + xz +y + 1

sujeta a la restriccion x2+yr+z22<1

Resolucion

Para los puntos interiores x2 + y2+ z2< 1 y de la condicion Vf = 0

a—f=—2x+z=0

ox
a—f=—2y+1=0
oy

a—F——2z+x:0
oz

A.L.B.S.
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El punto critico es P, ( 0, %, 0)

-2 0 1
La matriz hessianaes : H = 0 -2 0
1 0 -2

Los determinantes de las submatrices angulares son

det (H,) = -2 det (H,) =4 det (H) = -6

H es definida negativa y en P, se encuentra un méaximo
. L 1 5
relativo, el maximo es f 0,5,0 = 2 = 1.25

Para los puntos frontera x2 + y2 + z2=1 yde la condicién §f =A eg se

obtiene el sistema

-2x +z = A (2x) .. (a)
-2y +1=21A(2yp) ... (b)
-2z +x = A (22) .. (©)
y de la restriccion
x2+y?+ z2=1 e (d)
de (a) y (b)
-2x +z _ -2y +1
2x ) 2y
y(-2x +z) =x(-2y +1)
-2xy +yz = -2xy +x
x =yz (e)
de (b) y ()
-2y +1 _ -2z +x
2y B 2z
z(-2y+1)=y(-2z +x)
-2yz +z=-2yz + Xy
z =Xy ®
de (e) y ()
J’Z:i
y

Siz=0=x=0,y==%=1
PZ(O,—I,O) =.)“(05_150) = -1
P, (0,1,0) = £(0,1,0) = 1

Finalmente:

En P, | O, l, 0 | setiene un maximo absoluto, y es 3
! 2 4

En P, (0,-1,0) se tiene un minimo absoluto, y es -1

A.L.B.S.

Ejemplo 1.20

Considérese una placa metalica cuadrada de lado 2, que puede definirse
mediante la region

R={(x,y) | 0<x<2 , 0<y<2 ; x,yeR}

En la cual, en cada punto se observa una temperatura diferente, segun la
funcidn:

f(x,y) =x* - 2xy + 2y

Determinar el punto mas caliente de la placa y el mas frio.

Resolucion
Deben encontrarse los extremos (absolutos) de la funcion definida en un
dominio especifico.

Para los puntos interiores, de la condiciéon Vf = 0

9 ok -2y=0
ox

o - _x+2=0

oy

Al resolver el sistema se obtiene que el punto critico es P, (1,1)
2 -2

El hessiano es H = 2 0 P es un punto silla

Para analizar la frontera, puesto que es una region cuadrada, se analiza cada
una de las rectas.

En la fronteray = 0,

f(0,0) =0

f(x,0) = xZexiste un minimoen x = 0,

En la frontera y = 2,
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f(x,2) = x* - 4x + 4existe un minimo en x = 2, f(2,2) = 0
En la frontera x = 0,

f(0,y) = 2y se consideran sélo los extremos del intervalo, por lo que
f(0,2) =4y f(2,0)=4
Finalmente: El maximo absoluto es 4 ,en (0,2) y (2,0) y en esos

puntos se tiene la maxima temperatura.

El minimo absoluto es 0 , en (0,0) y(2,2) y en esos

puntos se tiene la minima temperatura.

3

%coz ¢ [ A(2¢)) ...(b)
y de la restriccion

20 = co2 + 012 ..(c)
De (a) y (b) 3 012 = 002 y sustituyendo en (c)

¢, = /15

¢ =5

Que es el par de consumo Optimo.

Los multiplicadores de Lagrange, también son aplicados en las decisiones
financieras de inversion, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.21

La funcién de utilidad de un individuo es
3 1

I
U(cy,c) = ¢
donde ¢, es su consumo al inicio de un periodo de tiempo y ¢, su consumo al

final de ese mismo periodo. Utilizar multiplicadores de Lagrange para
maximizar la utilidad del individuo, si la suma de los cuadrados de los
consumos inicial y futuro es 20 .

Resolucion
3 1
) )
F.O. mdx U= ¢, ¢
s.a 20 = 002 + (:12
De la condicién VU = l%g
3 1
4 4
;co ¢ =A(2¢) ..(a)

A.L.B.S.
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