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Ecuaciones de rectas y planos.
Coordenadas en el espacio. Planos coordenados.
zZr Un punto O y una baseB B ={T, T,IZ} de los vectores del
Mo

P(x.y.z))  €spacio constituyen un sistema de referencia espcio.
Pigno i' Se escribeS:{ o, R} (Para mayor comodidad, la base

|

|

i de los vectores libres del sistema de referencielesgira
i siempre ortonormal
|

|

|

Fijado un punto O, cualquier otro punto P es efrexto de
, un vector cuyo origen es O. Todos los puntos quedan
------------- - determinados por un vectfgue se llama vector de

ofr posicion [6!3} El punto O recibe el nombre de origen.

El vector[@] tiene unas coordenad(axi, Vi, 21) respecto de la base Bue se pueden tomar

como coordenadas del punto P respecto del origgrabase B.
Correspondencia entre las coordenadas del vectqradécion p = [5?3} y las coordenadas del

punto P(x, y;, 2): [OP|=x [T +y,[J +z,[k= Pp=[ OP|=(x, y, 2.
Los tres vectores de la base B determinan conigénros tres ejes coordenados: OX, OY, OZ.
Los planos OXY, OYZ y OZX, se denominan planosienados del sistema de referencia.

Las coordenadas de un vector libiie= [Glﬂ respecto de la

baseB :{T, T,E} , Se obtienen restando las coordenadas del punto

Q de las correspondientes de P en el sistema deergfia:
s:{{Q1,7.K.
P4, ¥ 2)Y Q% ¥, 2)= U=| QAl=( %~ ¥ y- ¥ 7 ¥

Formas Geométricas y Ecuaciones.

Las coordenadas de los puntos se pueden utilizar lpadeterminacion de diferentes figuras

del espacio. Para ello hay que valerse de las lidasaecuaciones de la figura. Una o varias
ecuaciones que relacionen las tres coordengday, 2), se pueden interpretar como el conjunto
de los puntos del espacio que las verifican. Dichigjunto recibe también el nombre de lugar
geomeétrico.

Si se dan las ecuaciones de dos figuras, su irtei@® puede determinar una tercera figura,
cuyos puntos verificaran simultaneamente las ecuinss de cada una de las dos primeras.

A veces, las ecuaciones de un cierto lugar geoowéttan las coordenadas de un punto cualquiera
X (X, Y, 2 del mismo en funcién de una variablgue puede tomar cualquier valor. Esta variable
recibe el nombre de parametro, y las ecuacionesslat funcion de él, ecuaciones paramétricas.
Cada valor dd da las coordenadas de un punto X de la figura coadiente, y cada punto
corresponde a algun valor del parametro.
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Determinacion lineal de una recta.

Una rectar en el espacio viene determinada por un punf® Ay,, z)) y una direcciond (vector libre
no nulg que se llama vector director de la rec (Determinacion lineal de la rectd.r

ECUACIONES DE LA RECTA:
Ecuacion vectorial.

Para la determinacién de las ecuaciones de la réetsta considerar que un punto variable X
pertenece a la rectg si y solamente si el vect#iX esta contenido en dicha recta, es decikXi
y U son linealmente dependientes o proporcionateX = tt(0) , t ] Rde manera que, al variar el
parametrot en R, el punto X va recorriendo toda la recta

Si a = OAes el vector de posicién de Ay

z % = OX el vector de posicion del punto
X(x.).2) variable X, la ecuaciéon anterigr)
queda:

X —a=tu, despejandxX tenemos:

X = a+tu| que eda ecuacion vectorial

de la recta que contiene al punto Ay tal
gue UG es un vector director de la misma,

AlserX =(x ¥, 2,A=(%, ¥ 2) Y
u=(u,u,u) se verifica:

(XY, 2D=(%, %, 3)*+ (y o\

Al variar el valor det se obtienen los
distintos vectores de posicion de todos
los puntos X de la recta, de manera que a
Y cada valor dd le corresponde un punto

de la recti y reciprocament

Ecuaciones paramétricas.

Si despejamos las coordenadas por separado, senaptilas llamadas:

Xx=x+uylt
Ecuaciones paramétricag; y = y, + u, [
z=z7+ylt

Ecuaciones en forma continua:

A veces interesa que las ecuaciones no dependaimgi@n parametro, por lo que despejartdo
en las ecuaciones paramétricas e igualando:

— Ecuaciones continuade la rectar

(XX YT T T XX Y% Zf
ul u2 l'% ul uZ u3
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Cuando alguna de las coordenad@s, u,, u,) sea igual a cero es preferible utilizar las ecuas

paramétricas.
El uso del plural se debe a que la igualdad delas razones da lugar a dos ecuaciones

X=%_Y"% y Y"%_7%2 ¢
ul u2 u2 u3
Si nos dan dos puntos de una reéf., y,,z) Y R X ¥, 2, obtendriamos de forma analoga

.z X— — 7—
la ecuacion de la recta que pasa por dos pun dg o = YT % - 4

XX O MT¥% 47 %
Que es un caso particular de las ecuaciones destda en forma continua. Cuya determinacion

lineal es: r(A,KE) .

independientes:

DETERMINACION DE UN PLANO. ECUACIONES.

Z Una superficie plana, o plano, esta determinadoysopunto
il A del espacio y dos vectores no nulos y no para(elo
< T proporcionale$. Determinacion lineal del planar( A, U, V)
Cualquier punto X del plano determina con A urteelibre

AX completamente contenido en dicha superficie, eis,dec

gue es combinacion lineal dey v : ;

s,tJ R (pardmetro3= comoAX es combinacion lineal de y
0 ¥ V= det( AX, ”u,”\) =0

]
)
o
P

=

Ecuacion vectorial del plano.

En el sistema de referenc&:{ 01,7, R} ,sia=0OAYy x=0X, son los vectores de posicion de los

puntos A y X respectivamente, se cun}¥= OA+ AX, es decie | = a+ slu+ i = Ecuacion
vectorialdel planor.
Que en funcion de las coordenadas €%y, 2= (%, ¥, Z)*+ ¢4 U U+ ¢V ¥,

Al variar sy t se obtienen los distintos vectores de posicidrodesd los puntos X del plano, de manera
gue a cada par de valores dgt corresponde un punto del plano y reciprocamente.

Ecuaciones paramétricas del plano.

X=X +sy+ty
De la ecuacion vectorial se dedugey =y, + sy + ty| = Ecuaciones paramétricatel planorz.
Z=7+sy+ ty
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Ecuacién general del plano.
X=% Y= % 7 %
De det( AX, ”u,”\) =0=| u u y | = 0= desarrollando este determinante se obtiene

v, v, A

una expresion de la form|axx+ by+ cz+ d= O| = que es lecuacion generalel plano, 6 de otra

forma:
El punto X (X, y, 2 pertenece al plano:
X=X +sy+ty u S+ \Vt= x— %
y=y,+sy+ ty, siy solamente si el sistema de ecuaciohes+ \t= y- yes Compatible
z=27+sy+ ty U,S+ yt= z— 7
u v u v x X
Indeterminado es decirangol u, \ |=rangd0 y Yy ¥y Y|=2=lo cual se cumple cuando
U V4 u v, = 7

U v X=X
u, V, Y- Yy|=0,que desarrollando queda |ax+ by+ cz d=0).
U V3 27 4

Puntos alineados.

Tres 0 mas puntos estan alineados cuando perterseelzemisma recta.

SeanA, A, A, ..o A n puntos; la condicion
necesaria y suficiente para que estén alineados es
que los vectore® A, AA......... A A sean

proporcionales, es decirh, A, A, ............ A estan

alineados - rango(ﬂ,ﬂ, ............... JAA= 1

Puntos coplanarios.

Cuatro o mas puntos del espacio son coplanariosdogertenecen al mismo plano.

SeanA,A A, .o A n puntos no alineados; la condicion
necesaria y suficiente para que sean coplanariggjue entre los
vectores:A A, AA......... A A solo haya dos linealmente
independientes, es decir:

son coplanarios= rango( AA, AR ,e\g) =i
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Plano que pasa por tres puntos.

Dados tres puntos no alineados, existe un Unico@tpue
los contiene. Si las coordenadas de A, B, y C son:

B (%, %, 2). (%, %, 2) V(X% Y 2 respectivamentelos
vectoresAB y ACestan contenidos en el plano, tenemos
4 C pues un plano determinado por un punto cualquiena p
T

ejemplo el Ay dos vectores directores
AB Y AC, (A AB, AQ), las ecuaciones paramétricas del
plano son:

X=x+t(%=x)st(%- ¥t
y=y+(Y,—y)st(%— ¥ conlo que la ecuacion general es el resultdealesarrollar el
z=z+(z2-9s(z 3 ¢
NTXH O OXKTX XX -
determinantely, -y, Y;—y Yy y=0= det( AX, AB A&:) =0.
5L-4 4L—-4 &
Otra forma de escribir la ecuacion del plano qusa@or tres puntos, facil de recordar y que se
obtiene a partir de la anterior aplicando alguna®piedades de los determinantes es:

1 x vy z

1
| ;(12 ;/1 zl=O,apartirdeestaférmula, cuatro puntos: A,B,C &an en el mismo plano, es
2
1% V¥ z
1 x % 3z
1
decir son coplanarios, si se cum Ie:x2 Yo Z2=0.
1 x5 ¥ z
1% Y, %

Ecuacion normal del plano.

Sea AX,, Y,, z)un punto del plano, cualquier punto

1 X del plano determina con A un vectaKX v si
#(a,b,c) representamos poii, un vector normal al plano.

Se cumplefilAX =0 < — Ecuacion

_ SN (x1.2) normal del planosz. Si sustituimos las coordenadas
A(x..v,.2.) de A, X, y fien la expresion anterior obtenemos:

(@b of(x y - (% y, 2]=0=

=a(x—-x%x)+y- y)+ ¢ z 2,0 bien: |ax+ by+ cz+ d=0| ; (donde a, b, c son componentes

del vector normaki).
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Ecuacion segmentaria del plano.

Un plano no paralelo a ninguno de los tres ejesig q
C(0.0.z,) no pasa por el origen, corta a los ejes en trest@sin

Sean:A(x,0,0),B(0,y ,0)yC(0,0,z estos tres

puntos.
Aplicando a estos puntos la expresion

det(ﬁ(, TBT() = 0= Ecuacién del plano que pasa
por tres puntos, y despejando se

obtiene X+ Y+ Z -1 Ecuacion segmentaridel
0 X Y%z

plano 7.

A(x,.0,0)

X, — abscisa en el origeny, — ordenada en el origenz, — cota en el origen.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS.

Entre dos planost y 77 se pueden dar tres posiciones relativas, que sactarizan por los puntos comune
a ambos:

fr’/
N\

T
T
> / ,
T T=T
/"\\

Planos secantes. Planos paralelos Planos coingities.

Tienen una recta No tienen puntos Son el mismanpla

comun. comunes. Todos puntos comunes

Si sus ecuaciones sorr: ax+ by+ cz+ d=0; 77: ax by ‘cz dO0, las posiciones relativas
Se obtienen a partir del estudio del sistema:

ax+by+ cz+ =0

: _ a b c ,(a b ¢ d
L ) ) Cuyas matrices asociadas soA=| |y A=, =
ax+tby+cz &0 a a

b ¢ b ¢ d

Las tres posiciones vienen dadas segun los rango& g A".
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Planos Secantes Planos paralelos Planos coincidentes
S. Compatible Indeterminagd  Sistema Incompatible S. Compatible Indeterminadg
(Con un grado de libertad) (Con dos grados de libertad
rango(A)=rango (A")=2 rango(A)=1# rango(A")=2 rango(A)=rango (A")=1
Ei_i_i_d E:B:_i_d E,:B:_:_d
a ¢ a b d a b ¢ d

POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS.

El estudio de las posiciones relativas de tres péarequiere el analisis de los puntos que tienen
en comun, esto es de la naturaleza del sistemé#ogonan las tres ecuaciones.
Si los tres planos tienen de ecuaciones:

7Liax+by+ cz =0, 7, ax by cz d0;, 7 aix b4y “ctz =0

El sistema formado por estas ecuaciones lleva adasilas matrices:

a b c¢ a b ¢ d
A= b ¢ | ; A=l & b t d
a b ¢ a b ¢ d

En el que se pueden dar los siguientes casos:

1. Los tres planos tienen un Gnico punto comuan

Rango(A)=rango (A")=3.

1 2 Sistema Compatible Determinado.

(Una sola solucién que es el punto
T, comur)
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2. Los tres planos tienen una recta comRango (A)=rango (A")=2Sistema Compatible Indeter_
minadocon un grado de libertad. Hay dos situaciones desib

a) Tres planos distintos. b) Dos planos coincidented tercero
secante a ellos

T T, T,
Los coeficientes de los tres Los coeficientes dey 7z, son proporcionales.

planos no son proporcionales.

3. Los tres planos son coincidentégango(A)=rango(A")=1Sistema Compatible Indeterminado
con dos grados de libertad.

4. Los tres planos no tienen puntos comunBango de (A)=2 rango de (A")=3.
Sistema IncompatibleHay dos posibles situaciones:

a) Los planos se cortan dos a dos. b) Dos planos paralelos y el tercero secante
a ellos.

— %

Forman una superficie prismatica. Dos planos tienen los coeficientesas
No tienen los coeficientes proporcionales variables proporcionalesy(y 7z,):
a_b_c_d
a b ¢ d
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5. Los tres planos son paralelos o dos coincidentesio paraleloRango (A)=1 rango de (A")=2.
Sistema IncompatibleHay dos posibles situaciones:

a) Tres planos paralelos. b) Dos planos coincidentes teetero
paralelo kos.

L

Los coeficientes de las variables Todos los coeficientesaey 7z,
proporcionales. proporcionales y los deproporcionales
a ellos sols lde las variables.

Ecuacion de la recta como interseccion de dos pksno

Sean :r:ax+by+ cz# &=0; : ax by c¥ d0.
La interseccion de dos planos es una resta.
Los puntos de la recta interseccion son aquellas qu

verifican simultdneamente las ecuaciones de amlo®g.
Esto permite utilizar las ecuaciones de los plasesantes

para definir la recta:
// ax+by+ cz+ d=0
}‘ ;T r: 4 d Ve 7
: ax+tBy+ éz &0

Como para que dos planos describan una recta ddbeser secantes es imprescindible que el

a b c : . -
rangol 5 ¢ = 2. Para obtener las ecuaciones paramétricas de ¢dares suficiente obtener la
a o

solucion general del sistema indeterminado que &mrfas ecuaciones generales de los dos planos.
. . _ 3x+2y-2z+1=0
Ejemplo: Para hallar las ecuaciones paramétricadalesctar : =
2x+y+2z-2=0

2

3 2 - 3
rango (A):rangc{2 1 1} con j:3—4:—1¢ O=rango(A)= 2=

= rango( A = rangd A =2< A deincognitas Sistema Compatible Indeterminado

Resolviendo el sistema:

2t-1

Frey=azl g oy=a-1 t+2 j 2-1+2- 4

X = - — -1+ —_
2X+y=-z+2 = y = X= = =5-4t

2X+y=—-t+2 -1 -1
z=t ytR

2 —t+ - - . f: ,

y= 1 = 3t+614+2:7t—8:> Soluciér{ Ec paramétricadelarecta(5- 4 8+ 7 ,t
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Xx= 5-4t Lainformacion que se puede sacar es que urtgpda esta rect
r.ay=-8+Tt es P(5,-5,0),y unvector director €5 ¢ 4,7,1).
zZ= t

Si nos piden la ecuacion de la recta como inteliga@cde dos planos, cuando nos la dan en
forma continua, basta determinar las ecuacionesltastes de igualar dos pares de fracciones
de las tres que constituyen la recta en forma owati

Xx-2 y+1 z-3

Ejemplo. Para expresar la recta: como interseccion de dos planos se

3
igualan dos pares de igualdades y se ope)i(a.'é:—2 = y;rl ; y; 1 2_43 con lo que se
, , 3X—-6=2y+ 2 X— 2y - 8 0 (Rectadadacomo
obtienen las ecuaciones; =r: . L
4y+4=3z-9 4y- 3z+ 13 0 interseccion de dos plang

POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA' Y UN PLANO.
Entre un plano y un a recta, se pueden dar tresgunes relativas:

a) Recta y plano secantes. b) Recta codezm el plano. c) Recta y plano paralelos

; ;_

Si la ecuacion del plano eg: ax+ by+ cz+ d=0,y la recta viene dada como interseccion de dos

ax+by+cz &0 o .
planosr < y B __=la posicion relativa viene dada por el sistenfiamadapor
a'x+b'y+ ¢ z# d=0

las tres ecuaciones anteriores. En este sistemmétsces asociadas son:

a b c a b ¢ d
A=l a b ¢ y A=l & b ¢ d|, que dado que como las dos ultimas ecuacionesaform
a b < a b ¢ «q

una recta el rango & 2.Por lo que se tiene:

10
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Recta y plano secantes Recta contenida en el plano Recta y plano paralelos
La recta y el plano tienen Larectay el plano tienen una| Larectay el plano no tienen
un dnico punto comun. cantidad infinita de puntos ningun punto coman.
comunes.

Sistema Compatible DeterminadSistema Compatible Indetermina]  Sistema Incompatible

Rango(A)=3=rango(A") Rango(A)=rango(A")=2 Rango(A)=2t rango(A")=3

POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS.
Dos rectag y sen el espacio pueden adoptar las siguientes paomsioelativas.

a) Rectas secantes b) Rectas coincidentesc) Rectas paralelas d) Rectas quersean
(en distintos planos)

¥ r

Sir y sestan dadas como interseccion de dos planos.

. ax+hy+gz d=0 o ax+hy+rgz d=0
lax+hy+t gz d=0 lax+hy+t gz ¢=0

Su posicién relativa viene dada por el estudiosiiema formado por las cuatro ecuaciones, cuyas
matrices asociadas son:

a b g a h g d
aclz el . labocd
a, b ¢ a b ¢ d
a b ¢ a b ¢ d

Las posiciones anteriores corresponden a las pesibbluciones del sistema. El rango%R), ya
gue tanto las dos primeras ecuaciones como lagitfiosas determinan una recta en cada caso.

11
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Rectas Secantes

Rectas coincidentes

Rectas paralelas

Rectas que se cruzan

Las rectas tienen un
punto comun

Las rectas tienen todos
los puntos comunes

Las rectas no tienen ningun punto comun

S. Comp. Determinadg

S. Comp. Indeterminado

Sistema

Incompatible

rang(A)=3=rang(A")

rang(A)=2= rang(A")

rang(A)=2# rang(A")=3

rang(A)=3% rang(A")=4

ellas.

* Sirysvienen dadas por sus ecuaciones
continuas o paramétricas. Se estudian los

vectores directores de ambas rectas, y un
vector AB que une un punto de cada una de

Rectas Secantes

Rectas coincidentes

Rectas paralelas

Rectas que se cruzan

Las rectas estan en un mismo plano
Les vectoresy, u, , ABson linealmente dependientes.

- Los vectoresl,, U,

son linealmente
independientes.

- U, U, son linealmente dependientes.

-AB,u,,u, tienen la
misma direccién

-U,, U, tienen la misma
direccién, peroAB no

- No hay ningun plano
gue las contenga.

- LosvectoresAB, u,, U,

son linealmente
independientes.

rango(u,, u, , AB)=2=

=rango(u, u,)

rango(, u, , AB)=1

rango(u,, u, , AB)=2 #

# rango(u, U, )=1

rango(u,, U, , AB)=3

12



IES Antonio M2 Calero Dpto. Mateméticas. A. Castredd®
2° Bach-CT

Familias de rectas paralelas.

Todas las rectas que tienen como vector diredi@r, u,, U,)

son paralelas entre si, forman una familia de reqtaralelas
de ecuaciones paramétricas:

x=a+ut Donde(a,p,y) sonlascoordenadas de
y=/[+u,t puntodel espacjo que encadacaso
z=y+ut determinaunarectaconcretadela fami

Familia de planos paralelos.

Los planos3x+4y— 2z+ 1= 0,y 3x+4y—- 2z- 3= C son
paralelos y también son paralelos a cualquier plaeda
forma 3x+ 4y- 2z+a = 0. Todos estos planos forman una
familia de planos paralelos.

El conjunto de los planos de ecuaciones general:

|ax+ by+ czta =0| , es una familia de planos paralelos

entre si (donder O R, es un parametro variable).

Haces de planos secantes.

Dada una recta del espacio, el conjunto de todos los planos
_ gue contienen recibe el nombre de haz de planesistir.

Conocidas las ecuaciones generales de dos dedm®®plde un
haz:/p =ax+by+ cz+ d&=0;;,= ax by cz d0,
cualquier otro plano perteneciente al mismo forra tos
anteriores un conjunto de tres planos con una rectaun.
Si la ecuacion del nuevo plano gg=a " x+B" y+ ¢ z#+ d=0,
Los tres planos forman una recta comun si se cutaple

a b ¢ d

T | condicibnrango & b ¢ d|=2

1/\ OB ¢ d

¥

La tercera fila debe ser combinacién lineal dedas primeras ya que estas son independientes
por tratarse de dos planos distintos.

(@b’ ¢, d)=a(abcd+p(4 b ¢ g

13
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Los coeficientes de la ecuacion de un plano dehaaz de ser de la forma:
a’=ga+fd;, DbB=abtph C=acpf§ d=a ¢4 d

Estas igualdades hacen posible escribir la ecuadi@modos los planos del haz a partir de las
ecuaciones de dos planos cualesquiera que perters¢crismo.

ax+by+ cz+ =0

G

i . __la ecuacion general del haz de plano de arists:
axtby+ ¢z &0

Dada la rectar :{

|a(ax+ by+ cz+ d+L(ax by cz Y= O|, dondea y [ son parametros que pueden variar
en el conjunto de los nimeros reales, dando lugragada caso a uno de los planos del haz.

14



