E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Curso 2010-2011
Grados E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Asignatura: Calculo |

Tema 2: Funciones reales de una variable real

Conocimientos previos

Para poder seguir adecuadamente este tema, se requiere que el alumno repase y
ponga al dia sus conocimientos en los siguientes contenidos:

e Funciones elementales: gréafica, dominio, imagen, simetria y traslaciones.
¢ Definicion de derivada. Tabla de derivadas.
e Problemas de optimizaciéon

1.- Clasificacion de las funciones reales de variable real.

_ Enteras ( Polinémicas)
) Racionales . ) .
Algebraicas Fraccionarias ( Racional %)

) Irracionales
Funciones

Trigonométricas
Trascendentes< Exponenciales

Logaritmicas

Las funciones elementales se clasifican de acuerdo con el siguiente esquema:

¢ Funciones algebraicas son aquellas en las que la variable X esta afectada de
las operaciones de adicion, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion
de exponente racional.

e Funciones polinédmicas (o racionales enteras) son de la forma:

f()=ax"+..+a,X+ax+a, , a,...,8,8,8cR , neN

e Funciones racionales (o racionales fraccionarias) son cociente de dos
funciones polinébmicas:

ax"+..+a,x +ax+a,
f(x)= >
b, X" +...+b,Xx" +bx+h,

e Funciones irracionales. Cuando la variable independiente aparece bajo el
signo radical o elevada a exponente racional no entero:

F()=C+4 | g(x)z%

e Funciones trascendentes son aquellas que no son algebraicas:
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f(x):w L g()=€" . h(x)=log (X’ —4)

2.- Funciones simétricas.

Una funcion f es simétrica respecto del eje de ordenadas (funcion par) si verifica:
f(x)=f(-x), VxeDom f

Una funcion f es simétrica respecto del origen de coordenadas (funciéon impar) si
verifica:

f(x)=—f(-x), VxeDom f
3.- Funciones periddicas.

Una funcion f es periddica, de periodo T siendo T >0 si verifica:

f(x+T)="f(x) , Vv xe Dom f

Llamaremos periodo principal de la funcion al menor valor positivo T que verifica
f(x+T)="f(x) VxeDomf . Es facil ver que si T es periodo también lo sera

cualquier multiplo de T .
4.- Funcion inversa.

La funcion inversa de una funcién inyectiva f en un dominio D es una funcién que

se denotara por f! que cumple

vyelmf f'(y)=x sendo f(X)=y
Una funcioén y su inversa verifican las siguientes propiedades:

1) La composicién de ambas es la funcién identidad
(fof)(x)=(f"of)(x)=1(x)=x

2) Las graficas de f y de f ', referidas al mismo sistema de coordenadas,
son simétricas respecto de la bisectriz del primer cuadrante.

3) Domf'=Imf Im f ' =Dom f

4) Si f(x) es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, su

inversa gozara de la misma propiedad.
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Ejemplo: La funcion f (X) =X tiene por funcién inversa f"l(x) =\/_X, ya que se

verifica:

fof™(x)=1(Jx)

5.- Resumen de las conicas.

x; frof(x)= f‘l(xz)z\/?:x

En la figura siguiente representamos graficamente como se generan la coénicas,
curvas que se obtienen al cortar una superficie conica mediante un plano.

II I'.
\ \
II
\ \
/] [/\

\/

/\

" hipérbola

A continuacién mostramos sus ecuaciones generales y las gréficas:

CIRCUNFERENCIA

radio=r

centro = (h,k)
(x—h)2+(y—k)2 =r?
si el centro es (0O, 0)

X2+y2:r2

TN
s
(L]
- Fix ¥)
\ =
N /
\-H_‘__‘_",/ -
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ELIPSE

Semiejes = ay b

centro = (h,k) Ejemayor
-a, k)

si el centro es (0, 0)

X2 y2

? + F = 1

PARABOLAS b Y

(%4 — —F — — (%) X
%y - -1 - - (x,¥)

vértice = (0, 0) %

y=ax?, a=0

N it ) Y
| |
| |
X [ X
| |
-3 (x,-Y)
x=ay2, a=0 x=ay2, a<0
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HIPERBOLAS

y=hx'a -
-~

xy=k (k=0)

el
Y

xy =k (k=0)

6.- Propiedades de las funciones elementales.

En las figuras siguientes recogemos las graficas de las funciones elementales, junto
con sus ecuaciones y propiedades correspondientes.

Funcién exponencial

y=¢€

Dominio =R ; Imagen = (0,00); Nno es ni par ni impar; no es periédica; es

monoétona estrictamente creciente; no esta acotada (inferiormente esta acotada por
0); no es suprayectiva.
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Dominio =R ; Imagen = (O,oo); no es ni par ni impar; no es periédica; es

mondotona estrictamente decreciente; no esta acotada (inferiormente esta acotada
por 0); no es suprayectiva.

Y.I

Funcién logaritmica

y=logx

Dominio =(0,0); Imagen =

w

[

R; no es ni par ni impar; no es periddica; es

monoétona estrictamente creciente; no esta acotada; es biyectiva (inyectiva y
suprayectiva). La funcion logaritmica, y=10g(x), y la funcién exponencial, y=¢€",

son inversas entre si.

y = fix)=log x

vy

y=e"
bisectnz
e

y=logx
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Funciones trigonométricas circulares y sus inversas

y = senx

Dominio =R ; Imagen = [—1,1]; es impar; es periodica de periodo=27; no es

mondtona; esta acotada (inferiormente por -1 y superiormente por 1); no es
inyectiva; no es suprayectiva.

T
Restringiéndose al intervalo [—55} si es inyectiva (luego se puede definir su

inversa) y es monoétona estrictamente creciente.

y

A
1 ¥=senx

———

\

-

il = ———
o

3w /
2

1 =
|

]

|

]

y =arcsenx

.. T . - i
Dominio = [—1,1]; Imagen = [_E’E} es impar; no es periédica; es monotona

. . . . . T .
estrictamente creciente; estd acotada: inferiormente por _E y superiormente por

T . . .
E; es Inyectiva; no es suprayectiva.

L ¥ = arc senx

|
—
— e ——— = =

---------- -2
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y = COSX

Dominio =R ; Imagen = [—1,1]; es par; es periédica de periodo 27 ; no es
mondtona; esta acotada (inferiormente por -1 y superiormente por 1); no es
inyectiva; no es suprayectiva.
Si nos restringimos al intervalo [O,ﬂ'] si es inyectiva (luego se puede definir su
inversa) y es monétona estrictamente decreciente.

¥

|

1

¥=cosX

Y = arCCoSX

Dominio = [—l,l]; Imagen = [0,7[]; no es ni par ni impar; no es periddica; es

mondtona estrictamente decreciente; estd acotada (inferiormente por O y
superiormente por 7); es inyectiva; no es suprayectiva.

y y
1}‘ y¥y=cosx 1 T
|
| ¥ = arc cos x
I
I
! /2
|
|
|
I
I
'
L = X
-1 —_— -1 1
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y=1gXx

(2k+1)7 _ .
~——~  keZ;; Imagen = R ; es impar; es periédica

Dominio =4 XeR / X#
de periodo= ; no es mondtona; no esta acotada; no es inyectiva; es suprayectiva.

Si nos restringimos al intervalo (—EEJ si es inyectiva (luego se puede definir su

inversa) y es monoétona estrictamente creciente.

Y
| i 1 | |
: : y=tgx | :
i : : L !
—3‘Jlli/2 - /2| f w2t In/2
y=arctgx
.. /A . A L
Dominio = R ; Imagen = 55 ; es impar; no es periédica; es monétona

. . . . . T .
estrictamente creciente; estd acotada: inferiormente por _E y superiormente por

T . . .
E; es Inyectiva; no es suprayectiva.

2 -
ez ——
14 y=arcto ()
u] x
T T T T T T T T T T
a 4 3 2 1 [n] 1 2 3 4 o]
14
— 7717
24
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Resumen teodrico
1. DERIVADA: DEFINICION
La expresion

f (x+Ax)— f (X)
AX

es la formula de la pendiente de la secante a la grafica de la funciéon f que une los
puntos (X+ AX, f (X+ AX)) y (X, f (X)) Se denomina cociente incremental de f en

el punto X.

A

f(x+Ax)-f(x)

Definicién (Derivada).- La derivada de una funcion y= f(X) en un punto X es el
limite del cociente incremental,

. f(x+Ax)—f(x

i (XA T (x)

Ax—0 AX

Este valor representa la pendiente de la recta tangente a la gréafica de fen el

L dy | df
, f . Sed f 5 — 6 —
punto (X (X)) e denota por f'(x) 6 ” 6 x
A
f(x+Ax)-f(x) tga = lim f (x+Ax)— f (X)
Ax—0 AX
>

Pag.10




E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Curso 2010-2011
Grados E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Asignatura: Calculo |

Tema 2: Funciones reales de una variable real

2. TECNICAS DE DERIVACION

Regla del producto por una constante [a f (X):I = af '(X), aeR
Regla de la suma I:f(x)+ g(X)]': f '(X)+g'(x)
Regla del producto [ f (x)g(x)] = f'(x)g(x)+ f (x)g'(x)

f(x)}' 9(x) f (%)~ f(x)g'(x)
[9(x)]

Regla del cociente {

Derivada de la funcibn compuesta: Regla de la cadena

Si y:f(u) es derivable en g(x) y u:g(x) es derivable en X, entonces la

funcion compuesta y=(fog)(x)= f (g(x)) es derivable en X, siendo la derivada

(feg)(x)=1(g(x)g(x)

que se puede expresar también con la siguiente notacién

dy _dydu . N
dx du dx Y

%x

|

o o) —

Derivada de la funcién implicita

i)

Cuando la funcién viene dada en forma explicita, es decir, de la forma Y= f(x)
calcular la derivada de f se reduce a aplicar la definicién o alguna de las reglas de

derivacion estudiadas. Sin embargo, muchas veces una funcién viene dada a través
de una ecuacion de la forma F (X, y) =0 en la que no es facil, o resulta imposible,

obtener explicitamente Yy en funcion de X. Este tipo de funciones reciben el

nombre de funciones implicitas de una variable.
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Definicion (Ecuacion implicita).- Una ecuacion de la forma F(X, y):0 define a la
variable Yy como funcién implicita de X en un dominio D si para todo X en D

existe y=f (X) de forma que se verifica F (X, f (X)) =0 para todo X en D.
Para este tipo de funciones se debe proceder de la siguiente manera para obtener
la derivada de Yy respecto de X:

1. Se derivan ambos miembros de la expresién con respecto a X, aplicando la
regla de la cadena, teniendo en cuenta que Yy es funcién de X.

2. Se despeja la expresion d—
X

Por ejemplo, si se considera la funcion dada mediante x3y2+y8—3x—5:0 se

tendra:

1. Derivando ambos lados de la igualdad y aplicando la regla de la cadena
suponiendo que Y es funcién de X

3X°y* + 2x3yﬂ+8y7 ﬂ—Sz 0
dx dx
2. Despejando

dy _ 3-3x°y?
7

dx 2x’y+8y
Derivada de la funcién inversa

Si y= f(X) es una aplicaciéon inyectiva y derivable en a y ademas f'(a);tO,

., . -1 ., . g -
entonces la funcién inversa, f , también es derivable en b= f (a), verificAndose

Pag.12




E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Curso 2010-2011
Grados E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Asignatura: Calculo |

Tema 2: Funciones reales de una variable real

Derivada enésima
Siy=f (X) es derivable en un dominio D queda definida la funcion derivada:
f"D>R
x — f'(x)
Si esta funcion y=f'(X) a su vez es derivable se puede calcular su derivada,

y= (f )(X) , que recibe el nombre de derivada segunda. Se denota,

; d’y
f (X): dX2

Este proceso puede continuar y se tendria la derivada de orden N o derivada
enésima que consistiria en derivar la funcion n veces. Si la funcion es y=f (X) se

_dly

denotara: f® (x)
dx"

FORMULA DE LEIBNIZ (Derivada enésima de un producto).- Si f y g son
derivables hasta el orden n entonces la funcion h(x)= f(x)g(x)es derivable

hasta el orden N y ademas
he(x)=(f-g)" (x)=
n

(o) 080 00+{ 7] g e 128 (902 1) 0 (09809

3. RECTA TANGENTE. APROXIMACION LINEAL

Definicién (Diferencial).- Sea y:f(x) una funcién derivable en un intervalo

abierto que contiene al nUmero X,

- La diferencial de X es igual al incremento de X, AX=dx

- La diferencial de Y se define como dy = f '(x)dx

Pag.13




E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Curso 2010-2011
Grados E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Asignatura: Calculo |

Tema 2: Funciones reales de una variable real

Interpretacion geométrica: La diferencial de Yy para un incremento de X, AX=dXx,

es igual al incremento de la ordenada de la recta tangente correspondiente a ese
incremento de X.

¥
f
Ay
dy J
P -
. dx=Ax |
i i
| i
I ]
- \ :
x T Ax X

Diferencial segunda

d*y=d(dy)=d[f'(x)dx]=[df'(x)]dx+ f'(x)[ d(dx)]=
=[ f"(x)dx]dx+ f'(x)d*x = f”(x)(dx)2 + f'(x)d?x

Aproximacion lineal: Consideremos la grafica de una funcion y= f (x) derivable en

el punto a. Si dibujamos la tangente en el punto (a,f(a)) vemos que para

valores x proximos al punto a, los valores que toma la ordenada de la recta
tangente y la funcién casi coinciden. Diremos por ello que la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de f en el punto a es una linealizacion (aproximacion lineal)

de la funciéon en ese punto.

Teniendo en cuenta que la ecuacidon de la recta tangente en el punto (a, f (a))

tiene por pendiente f’(a) se tendra que su ecuacion es:

y-f(a)=f(a)(x-a) < y=f(a)+f(a)(x-a)
La expresion L(X)z f(a)+ f’(a)(x—a) se denomina linealizacion (aproximacion

lineal) de f en a

f(x) =L(x)=f(a)+f(a)(x-a)
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Lizy=f(a)+f'(a)i=-a)

or

a

e
Y

4. POLINOMIOS DE TAYLOR

Definicién (Polinomio de Taylor).- Supongamos que f (X) es una funcién derivable

N veces en el punto X=a. Se define el polinomio de Taylor de grado n
correspondiente a la funcién f en el punto X=acomo

—
|
—h
—~~
X
—
o3}
1
Il
-
o)

—_~

X

|

QD
~—

Il

En el caso en que a=0 el polinomio se llama de MacLaurin.

Veamos algunas propiedades que nos permitiran obtener polinomios de Taylor a
partir de otros conocidos

Sean f y g funciones que admiten polinomio de Taylor hasta el grado n en el
punto a entonces se cumplen las propiedades siguientes:

e Linealidad: T (af +fg;a)=aT,(f;a)+/T,(g;a)
e Derivacion, integracion: [Tn( f ;a):l':Tn_l(f ';a)

Otras operaciones: Se puede obtener el polinomio de productos y cocientes de
funciones a partir de los correspondientes a cada una de las funciones involucradas.
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Definicion (Resto n-ésimo de Taylor).- Sea f wuna funcién para la que existe

Tn[f (x);a]. Se define el resto n-ésimo de Taylor correspondiente a la funcion f

en el punto X=a, y lo escribiremos R, [f (x);a] como
R[1(x)ia]=f(x)-T,[f(x):a]

La expresion
f(x)=T,[f(x):a]+R [ f(x):a]

se llama féormula de Taylor de f (X) de grado N en el punto X=a.

En las proximidades del punto X=a se verifica no sélo que el resto enésimo es
~ . . e s s . ~ ., n
pequeno (infinitésimo) sino que se hace pequefio en comparacién con (x—a) .

Esto se expresa en el siguiente resultado

TEOREMA DE TAYLOR: Si f es derivable N veces en el punto x=a y R,[ f(x);a]

es su correspondiente resto de Taylor entonces

IimR‘[f ]

2 (x-a)"

EXPRESIONES DEL RESTO: Sea f es una funciéon derivable n+1 veces en un
intervalo abierto I, que contenga al punto X=a. Si Rn[f(x);a] es el resto

enésimo de Taylor correspondiente a la funcion f en el punto X=a entonces:

(1 Resto de Cauchy

(n+1(t) N
R [ f(x);ia]=——=(x-t)"(x-a)
siendo t un punto intermedio entre a y X.

2) Resto de Lagrange

RLf(x):a]=

(n+1 )

_ a) n+l

siendo t un punto intermedio entre a y X.

n+1
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3) Resto Integral
X .I:(n+l

R[f(x):a]= {J(x—t)" dt

n!

definido si la derivada n+1 de f es integrable en el intervalo 1.

5. APLICACIONES DE LOS POLINOMIOS DE TAYLOR

Aproximacion del valor de la funcién en un punto

Una de las aplicaciones de los polinomios de Taylor es la de aproximar el valor de
una funcién en un punto por el valor que toma el polinomio de Taylor de cierto
grado en un punto préximo. La acotacion del resto permite ademas cuantificar el
error cometido en la aproximacion.

Calculo de limites indeterminados

En el calculo de limites de funciones surgen las mismas indeterminaciones que en
el caso de sucesiones y se aplican las mismas técnicas para su resoluciéon. Una de
esas técnicas consiste en la comparacion los 6rdenes de infinitud o los 6rdenes de
magnitud de los infinitésimos que producen estas indeterminaciones.

Definicién (Infinitésimo).- Una funcién (p(x) es un infinitésimo para X=a si tiende

a cero cuando X se aproxima al punto a,

limp(x)=0

X—a

PROPOSICION.-

(a) La suma, diferencia y producto de infinitésimos para X=a es un infinitésimo
para X=a.

(b) El producto de un infinitésimo para X=a por una funcién acotada en un
entorno del punto a es un infinitésimo para X=a.

Definicién (Infinitésimos del mismo orden, orden superior y orden inferior).- Se dice
que

* ¢(X) y () son dos infinitésimos del mismo orden para X=a si
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()

lIim——<=1 con A #0, A #
xaalu(x)

En este caso se escribe go(x) = O(,u(x)).

o(X) 4

= ¢(X) y u(X) son equivalentes para X=a si lim——<=
(9 v 103 im

* ¢(X)es de orden superior a x(X) para X=a si Iimsz.
X—a ﬂ(x)

En este caso se escribe go(x) = O(,u(X))

Definicion (Infinitésimos de orden p).- Decimos que un infinitésimo es de orden P
para X=a si go(x)zO((X—a)p) es decir, si
o(x)

lim p=/1 con1#0, L =0

a(x-a)

PROPOSICION.- El orden de un infinitésimo para X=a no varia al sumarle o
restarle otro de orden superior para X=a.

Consideremos ahora go(x) un infinitésimo de orden P para X=a, esto significa

que

|imLX)p=,1 con A0, 1+

x—a (X— a)
En este caso se tiene que:

p(x)-A(x-a)’ :o((x—a)p)<:> p(x)=1(x-a)’ +o((x—a)p)

Definicion (Parte principal de un infinitésimo).- Si ¢(X) un infinitésimo de orden P

para X=a y se cumple

Pag.18




E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacion Curso 2010-2011
Grados E.T.S.l. Industriales y Telecomunicacién Asignatura: Calculo |

Tema 2: Funciones reales de una variable real

im—20)_

=4 conA#0, A #x
xaa(x_a)

La expresion /1(X—a)p se llama parte principal de dicho infinitésimo.

Notese que go(x) es un infinitésimo equivalente a su parte principal.

PRINCIPIO DE SUSTITUCION.- Si en la expresién de un limite se sustituye un factor
o divisor por su parte principal o por otro equivalente el valor del limite no se ve
alterado.

IMPORTANTE: Cuando los infinitésimos aparezcan como sumandos la sustitucién de
un infinitésimo por otro equivalente puede conducir en general a errores

Tabla de equivalencias

(1) Si X— 0 entonces Sen X~ X

. X
2 Si X— 0 entonces 1—COSX ~ ?

3) Si X— 0 entonces tgX~ X
4 Si Xx— 0 entonces log (1+ X) ~ X
(5) Si X— 0 entonces |0g(l+ Xk) ~ X (k > O)

(6) Si x— 0 entonces a* -1~ xloga

@) Si X— 0 entonces arcsen X = X
(8) Si X— 0 entonces arctgx~ x

(9)  Si x—0 entonces (1+ X)a ~1+ax

(10) si x— 0 entonces P,(x)~ término de menor grado

n

Definicion (Infinitos).- Una funcidon a)(x) es un infinito para X=a si tiende a

infinito cuando X se aproxima al punto a, es decir, si Iima)(x) =0

X—a
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OBSERVACION.- Todo lo visto anteriormente para infinitésimos puede aplicarse a
infinitos teniendo en cuenta que si a)(x) es un infinito para X=a entonces

p(x)= a)(lx) es un infinitésimo para X=a

En particular, la sustitucion de infinitos en la expresion de un limite se rige por las
mismas reglas que las de los infinitésimos.

Definicion (Infinitos de orden inferior, superior).- Sean @(X) y 7(X) dos infinitos

para X=a se dice que:

* »(X) es un infinito de orden inferior a 7(X) para X=a si

imw(x):
SO

= a)(X) es un infinito de orden superior a T(X) para X=a si

|im@:oo
e

» »(X) es un infinito del mismo orden que 7(X) para X=a si
IimM:i con A#0, L #w
X—a T(X)

En el caso particular de que A =1 entonces se dice que son equivalentes.

Definicion (Infinito de orden p).- Decimos que un infinito a)(X) para X=a es de

orden p si

=1 conA#0, L #w

A continuacién, se dan en la tabla los denominados 6rdenes fundamentales de
infinitud para X tendiendo a infinito. Seguin se avance de izquierda a derecha en

las columnas los 6rdenes van decreciendo.
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Potencial - Exponencial Potencial Logaritmo
Exponencial
x> b* X’ P
(tog, x)
a>0 b>1 c>0 q>1 p>0

DETERMINACION DE LA PARTE PRINCIPAL DE UN INFINITESIMO APLICANDO
POLINOMIOS DE TAYLOR: Sea y=f (X) una funcién que es un infinitésimo para

X=a con todas sus derivadas nulas hasta el orden k-1 en el punto a vy
cumpliendo f®(a)=0.

Utilizando la férmula de Taylor se tendra:
f(k a K K
f(x):—k(! )(x-a) +o((x-a)")

De esta expresion se deduce que el orden del infinitésimo y = f(X) para X=a es

(k
. . k
K y su parte principal es %(x—a) .

Estudio local de una funcién

Definicion (Extremo relativo).- Sea y=f (X) una funcién real definida sobre un

dominio D . Decimos que f tiene

° un minimo relativo en un punto ac D si existe un intervalo (a—r,a+ r)

contenido en D de forma que f(x)> f(a) para XE(a—r,a+r), X#a.

° un maximo relativo en un punto a€ D si existe un intervalo (a—r,a+ r)

contenido en D de forma que f(X)< f(a) para XG(a—r,a+r), X#a.

Si un punto es minimo o maximo relativo se dice que es un extremo relativo o
local.

Definiciéon (Extremo absoluto).- Sea y= f(X) una funcién real definida sobre un

dominio D . Decimos que f alcanza
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. su valor minimo absoluto en un punto aeD si f(X)> f(a) para XeD,
X#£a.

. su valor méaximo absoluto en un punto aeD si f(x)< f(a) para xeD,
X#a.

Si un punto es minimo o maximo absoluto se dice que es un extremo absoluto o
global.

PROPOSICION.- Consideremos una funcién Y= f(X) con derivadas hasta el orden

Nn+1 en el punto aentonces se podra escribir

f(x)-f(a)="f '(a)(X—a)+f"T(!a)(X—a)2 +___+w

(x-a)" +o((x—a)")

n!
Supongamos que f (a) =f (a) =..= f(”’l(a) =0, entonces
° Si N es pary f(“(a) >0 entonces en el punto a la funcion tiene un minimo
local.
° Si N es pary f(“(a) < 0 entonces en el punto a la funcion tiene un maximo
local.
° Si N es impar en el punto a hay un punto de inflexion.

Calculo de derivadas

Calcular la derivada primera de las siguientes funciones:

1. y=3I3x

6x 6
53(3x%)*  5¥/81¢

y= %(3%)'3 (6x) =

2. y=5>*

logy = (3x—4)log5 — 1y’=3log5 — Yy =5""*3log5)
y
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3. y=log(x*+7x)

, 2X+7
X2+ 7x

4. y=x’cosx

y' = 2XC0SX — X* sen X

5. y=cos3x’

y' = -6xsen3x°

6. y=tg7x
a—
cos’ 7x
También se puede resolver aplicando la derivada del cociente a la funcion
_sen’x
COS7X
2x°
7 =
=%

. AXOC -1 —2x3(3x%)  —2x* —4x
(x*-1° (x*-1°

f1+sen2x . - L o
8. y = 3l———— (Sugerencia: utilizar derivacion logaritmica)
1-sen2x

Se toman logaritmos, Iogy=%|og(1+sen2x) —:—13Iog(1—sen2x)

Se deriva,

Yy _1 2cos2x +1 2cos2x 4 cos2x 4
y 31+sen2x 31-sen2x 31-sen®2x  3c0s2x

y = 4 3/1+ser12x
3cos2x V1-sen2x

y'= = {1+ ! (1+ L ﬂ: axyx+Vx +2x 41
2\/x+7 IX++/x 20X+ /X 2/x Mmm
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-
B |Qg(xﬂ2 + 2X)

y= [Iog(x”2 + 2x)]_1 y'= —Dog(xﬂz + ZX)]_Zﬁ(

1+ 4Jx
2(x+ 2X&)|:| 09(\/; + ZX)T

10. y

Ex‘”z +2)
2

y'=-
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