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Variables Aleatorias. ¢Continuas o Discretas?

Horacio Gonzdez Duhart

Todas aquellas personas que yapasaron un primer curso de probabilidad estan
familiarizadas con  término de variable a eatoria. No sdlo en carreras como Mateméti-
cas, Actuaria, Ingenieria, etc., sino también en carreras como Economia, Psicologiay
Administracion, estetérmino junto con otros de corte estadistico, son muy usados.

Seguramente en su primer curso de probabilidad |es habran dicho, como melo
dijeronami, quelasvariablesa eatorias pueden ser discretas o continuas. Incluso llega-
mosaver variablesd eatorias que tienen nombre propio di stinguiéndol as dependiendo de
su funcién de masade probabilidades (fmp paralasdiscretas) y su funcién de densidad
(fdd paralascontinuas).

Uno delosg emplosmas sencillosdentro delasvariables al eatorias discretases
laBernoulli con parametro pe (0,1)cuyafmpes:

X~ Ber(p):> fx (X): px(l_ p)l_xl{o,l}(x)

Delamismaforma, un gemplo devariabledeatoriacontinuaeslaUniformeend
intervalo (a,b) donde a,be Ry cuyafdd estddadapor:

Y-(@b)= f,(y)=

I
P (y)

Hastaagui todo vamuy bien, ¢pero éstas son las Unicas variables al eatorias? Para
guevean que este articulo no estan sdlo unacuriosidad tedricaalaque seledalavuelta
enloscursosdeprobabilidad, pondremose siguientegemplo* “muy actuarial”:

Supongamosque e I TAM, preocupado por suinversion multimillonariadesu
nuevabiblioteca, laaseguraen caso deterremoto. Afortunadamente, 1aprobabilidad de
gueocurraun terremoto esmuy baja, pues estan sblo de 0.3. Pero en caso de ocurrir €l
siniestro, € ITAM podriasufrir unapérdidacual quiera(digamosuniforme) entre$0y €
valor total delabiblioteca (digamos$10 000 000). Definamosalavariable Z como el
monto equivaentea dafio delabiblioteca(hayao no siniestro).

1 La probabilidad de temblor y el monto de la biblioteca son puestos aqui con fines meramente didacticos,

ningunainvestigacion serealizo paraobtenerlos.
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Estanuevavariable que acabamosde definir, ¢escontinuao esdiscreta? scud es
sufmp? ¢cud essufdd?

Claramente podemosver anuestravariable aleatoriacomo € siguiente producto:

Z=XY
X ~ Ber(0.3)
Y ~U(0,10000000)

LarespuestaesqueZ no escontinuani esdiscretay no tienefmp ni fdd. ¢Enton-
cesquétiene?

Lo quetodavariablealeatoriatiene por € simplehecho deser variableaeatorig?
essufuncidndedistribucion (Fdd) y estase defineasi:

F, :R—[0]]
F,(t)=P(Z<t)
Y son yaconocidas por todos nosotros sus propiedades:

0<F,(t)<1 VteR

x<y=F,(X)<F,(y) Vx,yeR

lim F,(t)=0 !imFZ(t)=1

. limF,(t+h)=F,(t) VteR
h—0*

A w NP

Dehecho, podemosdecir ques unafuncién satisface estas cuatro propiedades,
entoncesexisteunaunica® variable aleatoriaparalacual estaes su funcion de distribu-
cion. Entonces parahablar de variables al eatorias, podemosfijarnos solamente en sus
funcionesdedigtribucion.

2L asvariablesaeatorias por definicion son funciones medibles sobre el 6- dlgebrade Borel.
8 Puede haber varias variabl es al eatorias estrictamente distintas con lami smafuncién de distribucion, pero sedice
queson igualescasi seguramente (o casi dondequieraen el términos de medidas en general)
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Denotemosasi: 3 ={F : R — [0,1]| F esuna Fdd}al conjunto detodas|asfun-

ciones de distribucion. Dejo como gercicio al lector probar que éste es un conjunto
CONVeXxo.

Estoquieredecir, que of +(1-a)Ge 3 VF,Ge 3 Veae [01].

Lointeresantede esto esquenoimportasi combinamosunafuncién continuacon
unafuncién discreta (escal onada). Lo que obtendremos esunaFdd que no escontinuay
guetampoco seraescalonada. Y mas sorprendente alin es que cualquier Fdd se puede
descomponer (¢de maneraunica?) enlacombinacion convexade dos Fdd: unacontinua
y laotradiscreta

Lademostracion de este hecho nosdicelamanerade encontrar “1a’ descompo-
gadon:

Dada H e 3 denotaremosal conjunto de discontinuidades delafuncion como

A=fe RIIimH(t+h)<H ()]

h—0"

Entonces, claramente, H es continuasi y sdlosi A =@ . Si € conjunto de
discontinuidades esno vacio, setieneque esalo masinfinito numerable (¢porqué?*) y lo

podemosindexar delasiguienteforma

S ZeslavariabledeatoriacuyaFdd esH, entonces podemos cal cular laproba-
bilidad dequelavariable caigaen & conjunto dediscontinuidades:

P(Ze A)= Y PZ =1)=3|H(t,)- imH, +h)]

teA =1 h—0"

Aqui observamos quelafuncién serdescalonadasiy solosi P(Z e A)=1.En

cualquier otro caso, laFdd no seracontinuani discreta. Entoncesdefinimoslassiguientes
funciones

4 Demostrar que una funcion acotada tiene un conjunto a lo mas infinito numerable es un gercicio tipico de
andlisis matemético y por eso no pondré la demostracion.
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z Z[H )= limH(t, +h)J

Glt)=P(z<t|Ze A) |t2>(z ”y _ st P(Zh;OA)
o _H({t)-P(ze A)G(t)
Ft)=P(Z<t|Zg A)= 1-P(Ze A)

=[1-P(Ze A)JF +P(Ze A)G

Deciertamaneraesintuitivo ver que ambasfunciones son Fdd pueslo Unico que
seestahaciendo es condicionar alafuncion original, esun pegquefio cambio delamedida
origina. Delamismaforma, debe ser claro que G esdiscretay F escontinua; sin embar-
go unademostracion forma metomariamucho mésespacio.

Hay muchasotras* cosasraras’ que sesuelen evitar enlamayoriadeloscursos
de probabilidad como “lasmiticas condicionesderegularidad®” o ¢cuando las variables
aleatoriastienen fdd? Estetipo de preguntas entre otras como generalizacionesdela
probabilidad, diversostiposde convergencia, ¢qué esreal mente unavariable aeatoria?
se contestan [levando un curso de TeoriadelaMedida, que aunque esunamateriaemi-
nentementetedricef, facilitalacomprension de muchos conceptos de otras tantas mate-
rias como probabilidad, estadistica, procesos estocasticoseincluso analisismatemético.

Por ultimo, recomiendo, paraaguellos que s entan quel os cursos de probabilidad
oandlisislesquedan chicos, llevar este curso quelesvaaquedar justo alamedida.

SEnestadisticase“abusa’ del “hecho” de que se pueden intercambiar las operacionesdeintegraciony derivacion
justificandose en unas ciertas pero “ miticas condiciones de regularidad” .

6 Lamateriapodriaincluso llamarse Andlisis Matematico 3 pero en mi opinion, unapersonano puede llamarse
asi misma probabilistasin haber cursado Teoria de laMedida.
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