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UNIDAD 1. Procesos infinitos y la nocion de Limite

Propositos:

Explorar diversos problemas que involucren procesostos a través de la manipulacion
tabular, grafica y simbdlica para propiciar un aaeriento al concepto de limite.

Aprendizajes a lograr por los educandos en la dnida

Utiliza procedimientos aritméticos para resolvaemas que involucran procesos
infinitos.

Reconoce caracteristicas de los procesos infintihgzando diversas representaciones:
material concreto, diagramas, gréaficas, tablagptieaciones verbales.

Reconoce un proceso como accidon que produce ultadsueste proceso sera infinito
cuando se pueda producir siempre un resultado mas.

Distingue un proceso infinito de uno que no lo sea.

Resuelve problemas de diversos contextos que iorilen su solucion, procesos
infinitos.

Utiliza las representaciones grafica, tabular glitgica de un proceso infinito para
analizar su comportamiento en cuanto a: como calalviariable, qué comportamiento
sigue, cuales son los valores siguientes, quéasatiglos son, y a la larga, como son
estos.

Distingue aquellos procesos infinitos que tienemasultado limite de los que no lo
tienen.

Interpreta la representacion simbdlica de procesgmstos discretos y continuos como
una forma de expresar la solucién exacta de diptaesos.

Para alcanzael propésito y los aprendizajes especificadosleourso, los educand
realizaran ejercicios sobre la metodologia de sarude problemas, misma que aplice
en la solucion de estos. Los problemas estan $efectos de manera que primerc
abordan los conceptos de manera intuitiva y posteriormes&e procede a
formalizacion. En la parte conceptual se hace &nfas los puntos relevantes de

conceptos: funciones (representacion tabular yiogdafrepresentacion simbdlica

procesos infinitos ya sean discretos o continuaxg finalizar con el concepto de limite




Estrategias de aprendizaje
» Utiliza procesos geométricos para representarrimsegos infinitos.
» Utiliza procedimientos aritméticos para resolvergasos infinitos.
* Reconoce caracteristicas de los procesos infintibzando diversas representaciones.
» |dentifica los elementos y las relaciones que ugen en el problema.
» Reconoce la importancia del proceso de limite cehedemento clave del calculo.
Actividad de aprendizaje

Consulta en la bibliografia el tema de nimerosgeglrepasa las propiedades de la adicion,
multiplicacion, orden, continuidad y distancia.

Actividad de aprendizaje.

Procesos infinitos

Considera el siguiente proceso.

Se toma el segmento AB de longitud 1,

se divide el segmento en dos partes iguales,
se toma una de las partes y se divide en dos pauetes,
y asi sucesivamente.

¢,Cuantas veces se puede repetir este proceso?

Observa que se genera una sucesion de segmentos:

Y tomando sus longitudes tendriamos:
Yoo, Yoo Mg o, e

¢, Qué sucede con los segmentos que se toman cordeamea el proceso?

¢, Qué sucede con la longitud de los segmentos coafavanza el proceso?




Considera ahora el siguiente proceso:

Toma el nimero 1y dividelo entre el nUmero 3,wwprecision hasta decimos
7% ~0.3

Ahora realiza la division con una precision hasemtgsimos
7% ~0.33

Realiza, sucesivamente, la division con una précisada vez mayor

7 = 0.333
7 = 0.3333
7 =~ 0.33333

¢, Cuantas veces mas puedes realizar la operacion?

Observa que, nuevamente, se genera una sucesion:
03 , 033 , 0333 , 0.3333 0.33333 , 0.33333 ,

¢, Qué sucede con los cocientes de la division coef@vanza el proceso?

iCierto! van aumentandgero paradojicamente el aumento se hace menalen yestan cada
vez mas proximaoal valor exacto dé

La division cada vez mas precisa de 1 entre 3 paldicion del segmento son ejemplos de
Procesos Infinitos.

¢Por qué crees que reciban ese nombre?

Sucesiones

Lo interesante de un proceso infinito y de las sioces que se generan con €l, es lo que sucede a
la larga, es decir cuando el proceso se repitenfimégdad de veces, (0 podriamos decir un
namero infinito de veces).



Primero definamos algunos conceptos:

Una sucesion es una disposicion consecutiva dertésires decir, una lista de nUmeros con un
orden establecido: a;, &, &,.., &,-..-,

a; es el primer términ@; es el segundo término,..., en generats eln-ésimotérmino.
Decimos que una sucesioniefnita si cada término tiene un sucesor.

Formalmente, una sucesion es una funcion cuyo doresénel conjunto 1, 2, 3,..n y cuyo
codominio llamado también contradominio, es el gotg de los nimeros reales.

De este modo, una sucesion es infinita si su dang@siel conjunto de todos los enteros positivos.
Ejemplos

A) 1, 8, 27, 64. Es una sucesion finita, pués tséne 4 términos

Si la sucesiodn es infinita, los siguientes téermis@gan: 125, 216, 343,...,

(los puntos suspensivos significan que continuafindlamente)
Observa que los términos se pueden escribir colnc®1 3, £, 6, 7,...,

Por lo que el término general iéésimotérmino) esn®.

B) Y4, Y16, es, ‘os6, ..., €S UNaA sucesion infinita.

1.- Escribe los siguientes 3 términos : ,

2.- ¢ Puedes establecer el término general?

3.- ¢ Qué sucede con el valor de los términos, co@umenta el nimero de ellos?

Se dice que una sucesitiende a Lcuando tiende a infinitpsi sus términos se van
aproximando cada vez masse valor (aunque tal vez no lleguen a ser axactte iguales a él),
conforme el numero de términos aumenta.

L puede ser un niamero o puede ser el infinito, significa que los términos crecen
indefinidamente.

Ejemplos

A) La sucesion 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343,. crece indefinidamente, entoncaseride a
infinito”



B) Los términos de la sucesion Yis, /es, ‘2s6..., SON cada vez mas pequefios y siempre
positivos, entonces la sucesidiehde a cerd

Se utiliza el simbolo" para indicar que la sucesion “tiende a”
C) Y, Ya, g e ...—> 0O

D) 0.3, 0.33, 0.333, 0.3333, 0.33333, .—. '

Ejercicios

1.- Determina cudles serian los siguientes dosnése cada sucesion

b)1,4,9,16,25,..,
C) —4, —4, -4, -4, —4,...,
d) 3.9, 3.99, 3.999, 3.9999, ....

e) 2.1, 2.01, 2.001, 2.0001,...,

2.- Indica a que valor tiende cada sucesion detieje anterior

3.- Determina si las sucesiones tienden o no alrvadicado, conforme el nimero de términos
aumenta

a)géiﬁﬁleo

2,4 £ 16 2
b) 1.01, (1.08) (1.01}, (1.01},....> «
c) 1000 -1, 1000-2, 1000-3, 1000 -1400 -5,..., -0
d) 0.6, 0.6+ 0.06, 0.6+ 0.06+ 0.006, OWHBO6 + 0.006 + 0.0006,.2, 3
el -1, 1, -1, 1, -1,,2 0
4.- Una pelota de goma se lanza hacia arriba de@mod alcanza una altura de 10 m, y se deja

rebotar hasta que quede en reposo. En cada rellmehasta la mitad de la altura maxima
anterior. Calcula la distancia total que recornedbpta antes de quedar en reposo.



5.- Se construye labérinto” dentro de un terreno de 100 por 100 m.,
comenzando @& paredes exteriores como muestra la figura, de

modo que la distia entre una pared y otra sea siempre de 1 m.

a) Este procdeaconstruir las paredes ¢ puede ser infinito? Qur&s
b) ¢ Existira urlama figura? ¢Qué seria?
¢) Encuentradacion entre la longitud de una pared vertieallé
figura) ydaterior pared vertical.
d) Calcula eloraque resultaria si se sumaran las longituddeadbes
las paredes

6.- En la figura siguiente cada nuevo cuadrada escrito en el anterior, de modo que sus
vértices coinciden con los puntos medios de logdat®l cuadrado anterior.
El lado del primer cuadrado mide 1. Observa lariguresponde

a) Este proceso de inscribir cuadrados ¢ puedefseto? ¢ Por quée?
b) ¢ Existird una ultima figura? ¢Qué seria?

c) Calcula el area de los 5 primeros cuadrados

d) Conforme avanza el proceso, ¢las areas tiemdigun valor?

e) Calcula la suma de las primeras cinco areas

f) Calcula el valor que resultaria si se sumaaaréreas de todos los cuadrados posibles

7.- Considera el siguiente proceso:

Toma un segmento de recta de longitud 1.

i) Divide el segmento en tres partes iguales

i) Sobre el segmento central construye un triangul
equilatero

iii) Borra la base de este triangulo, es decir egmento
central

iv) Repite el proceso sobre cada nuevo segmento

Responde

a) Este proceso ¢ puede ser infinito? ¢,Por que?

b) ¢ Existird una ultima figura? ¢ Qué seria?

c¢) Calcula la longitud de la primera figura conistau

d) Calcula la longitud de la figura construida es b
primeros pasos

e) Conforme avanza el proceso, ¢,qué sucede condaud
de la figura?



Limites

A. Limite de una Sucesioén

Si una sucesion infinitay , &, &, ..., &, ...tiende a conforme el nUmero de términos
aumenta, entonces se dice gjues_el Limitede la sucesion y se escriddma, = L
n- oo

Los simbolos — o significan que el nUmero de términos de la sucesidnenta
indefinidamente

Por ejemplo, para la sucesion: %2, ¥, '/ ...— 0, setieneLimi =0

B. Limite de una funcién

Ejemplo 1.- Considera la sucesior2.1, 2.01, 2.001, 2.0001, .ylafunciénf(x)=>x + 1.
Evalla la funcion en cada término de la sucesion

fel)=__ f.01)=____ f(2.001) = f(2.0001) = .
Observa la nueva sucesion que se genera y deteanguné tiende:

541, 5.0401, 5.004001, 5.0004000%-..,

Asi es, tiende a 5, entonces podriamos decir gimen@s el limite de la funcidifx) = X + 1
evaluada en la sucesion que tiende a dos.

Ahora considera los siguientes valores de 1.9, 1.99, 1.999, 1.9999,.y,evalla la misma
funcién f(x) en ellos

X f(x)

1.9
1.99
1.999
1.9999

Como puedes observar, (igual que con la sucesténian):

“a medida que se aproxima a 2f(x) se aproxima mas a 5”
X—2, f(x)— 5

Lo que equivale a decir que: cuandiiende a 2, el limite dé§x) es 5
Y simbdlicamente se expresa como: LI'II] f(x)=5



De esta manera, calcular el valor ldien f (x) significa responder a la pregunta:
X—a

¢, Qué sucede cori(x) cuandox se aproxima a?

Observa que las frases “tiende a” y “se aproxainse utilizan de forma equivalente

Ejemplo 2.- Para la funcion f(x) = X -1 responde
x-1
a) ¢, Podemos calcular el valorf@#)? éporqué?

b) ¢ Qué sucede cdn(x) alrededor de 1, es decir cuanklse aproxima a 1?

Para responder se construye una sucesion de vdmregue tiendan a 1, menores que 1;y
después otra sucesion con valorexdgue tiendan a 1, mayores que 1; y se evalla @duen
esos valores

X | 09 | 092| 095 098 099 0999 0.9999 —1
f(x)

x | 11| 1.08| 1.03 1.01 1.001 1.00p1.00001| —1
f(x)

¢A qué valor tiendd(x) cuandax tiende a 1 con valores menores a 1?

¢A qué valor tiendd(x) cuandax tiende a 1 con valores mayores a 1?

¢) Como puedes observar, en ambos c#sQs— , entonces ya puedes responder ¢ cuanto
vale el limite def(x) cuandox tiende a 1? Vale

d) Expresa lo anterior simbolicamente:im =3

Xo

Limites laterales

Cuandox se aproxima a un cierto valarcon valores menores que éste, se dicexqtiende aa
por la izquierday simbdélicamente se indica con signo (-) comceesinglice dea: X — a

10



Si x se aproxima a con valores mayores, entonces se dice que tieag®mla derecha
simbdlicamente se indica con un signo (+) como sogee dea: X — a’
Observa que los simbolasy a* nada tienen que ver con el signo

Si f(x) se aproxima cada vez mék,a medida qug se aproxima a por la izquierda, entonces
decimos qué es el limite izquierdo d&x), y simbdlicamente se representa con

Limf(x) =L

De igual forma, sif(x) se aproxima cada vez mak,a medida qug se aproxima a por la
derecha, entonces decimos dues el limite derecho dé&)

Simbolicamente se representa como:  Limf(x) =L
X-a
Si los limites laterales son iguales, entonces podehablar ddimite Limf(x) =L

Si los limites laterales son distintos, entoncedice que elimite Lim f (x) no existe.

Propiedades de los limites

Para calcular un limite siempre se puede constnarsucesion por la izquierda y una por la
derecha y tabular los valores de la funcion, p&rsten otras formas mas sencillas y precisas
para hacerlo.

Consulta en la bibliografia recomendada cualedasomeoremas y Propiedades de los Limites,
asi como las técnicas algebraicas para calcularlos.

Ejercicios

1.- Las tablas muestran sucesiones de valoresfdedenf(x) para diferentes valores de
¢, Qué puedes concluir acerca(@g?

x| 0.3 -0.2 -0.1| -0.03 -0.083 -0.01 -0.00%
f(x) | 0.95885 0.97354 0.98506 0.99334 0.99833 0.99958 0.99998

«— | 0.001 0.01 0.02 0.04 0.1 0.2 0.4 x
0.99997 0.99957| 0.99834| 0.99344 0.98516| 0.97364| 0.95895 f(x)

Lim y Lim = , porlotanto Lim

X X

11



2.- Para los siguientes simbolgsgscribe cOmo se leen,ii) explica con tus palabras lo que

significan

a)Lir7ng(x) =-3
b) Lirp h(x) =175

c)Limf(x) =5
x-1*

¢Puedes hacer lo mismo con los siguientes simbolos?

d)LIMP(x) = oo

e) LETQ(X) =10

3.- Un gas es mantenido a temperatura constanteoddnun cilindro. Cuando este gas es
comprimido su volumel disminuye, hasta que se llega a una preBioritica. Al rebasar esta
presion el gas se convierte en un liquido.

Utiliza la grafica que se muestra a la derecha para
calcular e interpretar los limites siguientes

Lim V

3) P -100"

Lim V
b) P_100"

4.- Dado que Lirp f(x) =-3,

a) XI_I'n%[f(X) +g(x)]

)
€) HM 500

3
€) Hm 60—

Limg(x) =0,

b) Lim [f(9)?
X =

1
d  Lm

f) )l(-l;"%[g(x) - 04f(x)]

12
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5.- Calcula el valor de los siguientes limites

a)Lir?2x4—3x2—x+1

X=2
C)LI_1X+4x3

2

+
e)LmX X—2

x-1 x> —=3x+2

5x? +15x
g)Lim— =2
x--3 x2 —2x—15

I) I_“,ﬂ«x+49 7

K) Lim

h-0

2+h)?®-8
h

mLimG -2

x“-1

Lim 7’( +X=2
)x 00 X2=3X+2

b)Lim (9-) *(x" +29

X—3
d) Lim 5 T1ox

Lim
" x-0 x? — 5y

xX? =7x+12

h) Lim
x-4  X—4

J)L'4& 5

D o (t=5)° -25
-0 t

+
)le 2X 4
X—0 X< —2Xx+5

X’ —4x°-2
IO)LI 2x +14x+1

6.- Responde Cierto (C) o Falso (F) para cadaderias siguientes afirmaciones

a) Si Limf(x) =L, entoncesf(c) =L ()
b) Si f(c) no esta definida, entoncesldin f (x nd existe. ()
c) Si lef(x) =-00 Yy L|m f (x) = o, entonces Limf(x) =0 ()

X-C

d) La expresionLim f (x) = L, significa que los valores dé) estan tan cercanos como

gueramos al numeig siempre y cuando los valoresxdestén suficientemente cercaale

()

e) SiLimf(x) = f(c), entonce$(x) es continua er = c. ()

13



7.- Para la funcion cuya gréfica se muestra a lecdta,

calcula

lim g(x)=

X--5"

lim g(x) =

LECE

9(-5)=

lim g(x) =
X4~

lim g(x) =
X 4"
limg(x)=

9(4)=

14
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UNIDAD 2. La derivada como un estudio de la variadin y el cambio.

Propositos:

Analizar la variacion y la razén de cambio medigmteblemas cuyos modelos sean funciones
polinomiales de primer, segundo o tercer grado panatruir el concepto de derivada con apoyo
de procesos infinitos y la nocion de limite.

Aprendizajes a lograr por los educandos en la dnida

* Explica el significado de pendiente de una fundideal en el contexto de un problema
dado.

» Elabora una tabla, dibuja la grafica y construya empresion algebraica asociada al
estudio de problemas cuyos modelos sean funciorlesomiales de primero, segundo o
tercer grado.

» Identifica que una funcion lineal tiene variaciéanstante en intervalos del mismo
tamafno.

» Identifica que en una funcién cuadratica, el cantt@bcambio es constante en intervalos
del mismo tamafio.

» Infiere que eh-ésimo cambio es constante para funciones polinesae grada.

e Calcula la razon de cambio de una funcion polingreraun intervalo dado.

» Utiliza procesos infinitos como un camino para obtda raz6n de cambio instantanea de
una funcion polinomial de primer, segundo y teg@do en un punto, como el limite de
las razones de cambio promedio

» Calcula la derivada de funciones polinomiales usand

f(a) =lim 0~ 1@
x-a  x-a

Para alcanzar el propositolos aprendizajes especificados en el cursoethgando
realizaran ejercicios sobre la metodologia de siude problemas, misma que aplice
en la solucién de problemas. Los problemas estéocienados de manera que prim
se abordan los cond®s de manera intuitiva y posteriormente se procadsu
formalizacion. En la parte conceptual se hace énéslos puntos relevantes de: estl
de la variacion, razén de cambiugdicion de la variacion, la pendiente de una fam
lineal como razén de cambio constante, razén debicapromedio, razén de cambjo
instantaneo, para finalizar con el concepto deveda.

15



Estrategias de aprendizaje

* Reconoce el proceso de limite en la definicionedgerivada.

 Reconoce de manera geométrica a la derivada comprageso de limite de lineas
secantes que se aproximan a una recta tangente

* Reconoce a través del cociente de Fermat a laadirispomo la funcion que proporciona
la raz6én de cambio instantanea.

* Reconoce que en una funcién lineal, es invariablpeindiente (asociada a la razén de
cambio).

 Reconoce que en una funcion cuadrética, la segwadacion permite analizar la
concavidad.

* Reconoce que en una funcion cubica, se prestaegtudiar los cambios de concavidad
vinculados con la existencia de puntos de inflexién

Actividades de aprendizaje.
Variacion
Ejemplo

Al medir la estatura de un nifio a partir de suméaaito se obtuvieron los siguientes datos:

Edad x| 1 2 3 4 5
(meses)
Estatura /. 54 61 68 75 82
y (cm)

a) Calcula los incrementos en la edad del nifioelgsé nacio hasta los 5 meses
b) Calcula los incrementos en la estatura del désnle que nacio hasta los 5 meses
Solucién

Se llamancremento en una variable a la diferencia entre dos de sus valores, y setdeon la
letra griega mayuscula “deltak:

Por ejemplo: 3—-2=1 AX incremento en la edad del nifio

68—-61=7=Ay incremento en su estatura

Construyamos una tabla con los incrementos en edathtura del nifio

AX

1-0=1

2-1=1

3-2=1

4-3=1

5-4=1

Ay

54 — 47 =7

61 -54 =7

68 — 61 =7

75— 68 =7

82-75=7

16




Como puedes observar, los intervalos de tiempdctos
la estatura son

, Yy los incrementos en

I 85 - - . .

S

. ., .~ , . . oh

c) Grafica la funcion estatura del nifio, ¢ cOmaegéfica? e
65

. 20 -

s ¢ . . L5 e e e e e

La grafica es una , cuydigee « [

es: m = T

T

35 . .

. . ., i~ . e

Por lo que podemos inferir que la funcion estatelanifioes| |, =

una funcién lineal cuya representacion algebrasca e Coofee

y: 7X + 47 . 15 - - .

. i - - -

L. .

L = U DL

Ademas, a partir de la tabulacidon anterior podecoosluir que:

Para una funcion lineakn iguales intervalos de Jos incrementos ery son todos iguales, es
decir,el incrementdy es constante

De manera semejante podemos obtener que:

Para una funcion cuadratien iguales intervalos dg, los incrementos de los incrementosyen
son todos iguales, es dea@t,ncrementad, y es constante

Para una funcion cubicen iguales intervalos de&, los incrementos de los incrementos de los
incrementos ery son todos iguales, es de@l,incrementad; y es constante
Ejemplo

La tabla muestra una variable como funcion de la variable, calcula los incrementos que
faltan, observa y completa las conclusiones

X | Y AX Ay Ny Azy
-2 | -8.8

0|-1.2 0-(-2)=2|-1.2-(-8.8) =

2|16 2-02]16-(1.2)= 28-76=

4| 20 4-22 20-16= 04-28= 2.4 - (-4.824
6| 24 6-22 24-2.04904/04-04 = 0-(-24)=

8 | 5.2 8-6=2 52-24= 28-04-= 24-0 =

10]12.8| |10-8=2| 12.8-52= 76-2848| 48-24=

17



Como los incrementa8y son

Como los incrementos de los incrementigsy son diferentes, entonces la

no es cuadratica

Como los incrementos de los incrementos de logmentosAsz y, son todos iguales, entonces
la variacién es cubica, ya que los intervalosxdgon del

Ejercicios

1.- En las siguientes tablas representa una funciéon de calcula los incrementas gny

determina si se trata de variacion lineal o no.

, entonces la variacion no ealline

tamanfo

X y y XY XY XY
-2| -0.5 -10 -3| 4.8 -5 -11 0 0
0] 2.0 10| -20 1| 038 10| 34 3 9
2| 45 25| -50 5| -8.2 25| 79 6| 18
4| 7.0 40| -80 9| -7.2 40| 124 9| 54
6] 9.5 55| -111 13|-11.2 55]169 12| 72
8112.0 70| -140 17]-15.2 70| 214 15| 90
10] 145 85| -165 21[-19.2 85| 259 18] 108

2.- En las siguientes tablas representa una funcion de calcula los incrementos en los
incrementos y determina si se trata de variaci@ua@tica o no

X |y X | Y X y X | Y X y
2| 3 -4| -88 -3| 5.8 0] 0.2 0] -27.4
0] -1 8| -76 1 1.8 6| 1.2 3| -17.5
2| 3 20 80 5| -2.2 12| 3.2 6| -9.4
4115 32| 380 9| -6.2 18| 4.2 9| -31
6|35 44| 824 13| -10.2 24|5.2 12| 1.4
8| 63 56| 1412 17| -14.2 30| 7.2 15| 4.1
10| 99 68| 2144 21| -18.2 36| 8.2 18 5
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3.- En las siguientes tablas representa una funcion de calcula los incrementos de los
incrementos necesarios para determina de quediparthcion se trata

XY XY XY X y X 1Y XY

-1|-419 -9 8 -3/ 81 -4 974 0 |18 o 2
0] -496 2 7 -2|16 -2| 38.2 3 115 3] 6
1|-475 5| 6 -1 1 0| 7.8 6 |12 6| 18
2| -356 12| -1 0| O 2| -34 9 |9 9| 54
3]-139 19| -20 111 4 -5 12| 6 12| 90
4| 176 26| -74 2|16 6| -6.6 153 15| 144
5| 589 33| - 236 3|81 8|-17.8 18|10 181198

4.- Los costos de manufactura de cierto producttesgrminan mediante un costo fijo de $2500
y un costo variable dependiendo del nimero deudmdananufacturados, de $ 4.50 por articulo,
es decir, C =4.5& + 2500.

a) Calcula el costo de producir 800, 1800, 28800 y 4800 unidades de este producto
b) Calcula el incremento en el costo al cambiaiehero de unidades ¢ qué observas?
c) Construye la grafica que representa el costal e producirx nimero de estos
articulos

d) Interpreta el valor de la pendiente de la geafen términos del problema

e) Determina la relacibn que hay entre el incremelg pendiente de la recta y la
expresion algebraica del costo

5.- La siguiente tabla muestra la altura de untolgjee se dejo caer desde lo alto de la torre
WTC Meéxico.

tiempo (seg.) O 1 2 3 4 5 6 7| 8
Altura (m) 314| 240.5| 176.8| 122.9| 78.8| 44.5| 20.0|/ 5.3/ 0.4

a) Calcula el incremento en su altura cada queyrasagundo ¢,qué observas?
b) ¢ Puedes decir que la altura varia de formallowarespecto al tiempo?

c) Calcula el incremento en los incrementos dgbma), ¢ qué observas?

d) ¢ Puedes decir que la altura varia de forma étiedrcon respecto al tiempo?
e) Gréfica la altura del objeto como funcion defrtpo y escribe tus conclusiones

6.- La masa de un cultivo de bacterias se puedsiapar mediante la funcién B(= Yat® + 9,
en la cuat es el tiempo medido en horas y)B{std medida en gramos.

a) Elabora una tabla y determina la masa de bastarlas 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21y 24
horas

b) Calcula el incremento en la masa de bacterida gae pasa un periodo de 3 horas

c) Calcula los incrementos de los incrementos r@ewss para determinar que tipo de
variacion presenta este cultivo

d) Gréfica la funcién para el intervalo [0, 24]scebe tus conclusiones
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Razén de cambio

Se llamarazén de cambigpromedio) de la funciory con respecto &, al cociente de los
. AY _Y,-Y,
incrementos: —— =%+

AX X, =X

Y su significado es intuitivamenteuanto cambiay (en promediopor cada unidad que cambia
X, en el intervalo de; a x,”

Por ejemplo, 25 km/hr, 38 palabras por minutos;rhfafno, son razones de cambio

La razén de cambio asi definida es vélida en wenvato, por eso lleva el nombre promedio, sin
embargo existe otra razén de cambio

Se llamarazon de cambio instantaneée la funciony con respecto &, al limite de las razones

de cambio promedio, cuando el incrementx &ande a ceroLl’mﬁ = LimM
D=0 AX x=% X=X,

Y su significado es intuitivamentetanto cambiay por cada unidad que cambig, en el
instantex,”

Ejemplo

Un mosquito vuela en linea recta hacia un eliminatéctrico. Su posicion al tiempo t puede
determinarse mediante la funcigft) = 0.7t> + 2, cont medido en segundoss{t) medida en
metros.

a) Calcula la razon de cambio promedio de su posi¢es decir su velocidad promedio), de 1
segundo a 3 segundos

As_s(d)-s@) _ (07(37+2) - (07()? +2) _83-27 _
At 3-1 3-1 o2

28

El mosquito volo6 a una velocidad promedio de 2.8 del segundol al segundo 3

b) Calcula su razén de cambio instantaneo, (es sedielocidad instantanea), al tiempo 2.5
segundos

_ 2 _ 2 2 _ 2
LB s0)-5@8) || (07 +2) - 07257 +2) _ | . 07() - 0729
50 At to2s t-25 ez t-25 C2s t-25
2 _ 2 _
= Lim O O" = @S (o 07 =29+ 29)] _ | 6744 25) = 35
t-25 t—-25 t-25 t—-25 t-25

A los 2.5 segundos el mosquito volaba a una vedaocidstantanea de 3.5 m/s
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Ejercicios

1. La temperatura en la Cd. de Puebla durantedaendel 12 de Enero se muestra en la siguiente
tabla:

t(rs) | 0 1] 2| 3] 4] 5] 6
Temp. 0C) | -1| -1.8| -2.6| -3.4| -4.2| -5.0| -5.8

a) Calcula la raz6n de cambio promedio de la teatpea de las O hrs. alas 2 a.m.

b) Calcula la razon de cambio promedio de la teatpex de las 2 a.m. a las 6 a.m.
c) ¢, Podrias decir que la temperatura bajo masad@piclgun intervalo de tiempo?

d) Escribe una expresién algebraica para la teriyparaomo funcién del tiempo

e) Calcula la temperatura a las 3:30 hrs.

2. Se lanza una pelota hacia arriba con una veldaé 120 m/seg. Su altura en metros después
det segundos se expresa con A =t1-2@.9t,

a) Calcula la velocidad promedio de la pelota digrahintervalo de 1 a 4 seg.

b) calcula la velocidad promedio de la pelota dig@&hintervalo de 5 a 12 seg.

) ¢En cual de estos intervalos de tiempo la pelaja mas despacio? ¢ Por qué?

d) Calcula la velocidad promedio durante el intkrie 14 a 20 segundos. Explica tu resultado

3. Una poblacion de moscas crece dentro de unrgeguente, de modo que el nimero de
moscas P (en cientos) a ta®emanas esta dado por P =36t + 5.

a) Calcula la razon de crecimiento promedio durkaggrimeras 4 semanas

b) Calcula la razon de crecimiento promedio deetaana 5 a las semana 6. Explica tu resultado
c¢) Calcula la razon de cambio instantaneo a laswhras y media

d) Calcula la razén de cambio instantaneo a lasv@eas

4. Un globo esférico se infla y su radio (en ceptios) a los minutos puede calcularse
mediante la funcién: r(t) &, para 6<t<10.

a) Escribe el volumen en funcion del tiempo

b) Calcula la razon de cambio instantaneo del regiiorespecto al tiempo cuando t = 8

c¢) Calcula la razon de cambio instantaneo del veluoon respecto al radio cuandot =7
d) Calcula la razén del cambio instantaneo delmelu con respecto al tiempo cuando t = 6
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5. Un cohete que se tiene emplazado al pie dealimaccuya pendiente &, se dispara hacia la
loma y sigue una trayectoria dada por 1.6x - 0.016 x>.

a) Calcula la pendiente de la trayectoria del acobatel momento del disparo
b) Calcula la pendiente de la trayectoria cuandmbeéte choca contra la colina
c¢) Calcula la altura maxima del cohete sobre dbsue

6. Calcula la razén de cambio instantaneo parsidasentes funciones en los puntos indicados

a) f(x) = 42x para x =-9
b) f(x) =16 — 7% para x = 8.5
c) f(x) = x*+4x -1 parax = -1
d) f(x) = 982 +x3 para x = 4
e) f(x) = —8* para x = 1.6

Derivada como razon de cambio
Para la funciény =f(x) el incremento er, 4x, seria igual & — g el incremento ery, 4y, seria

igual a f(x) — f(a) por lo tanto la razon de cambio instantaneo ssprada por el I|'mitd>_|’mg

Mx-0 AX
se convierte en el limiteim 0~ (@)
X-a X—a

A este Ultimo limite se le conoce comimnite de Fermat

Se definela derivada de la funciony =f(x) enx = a, comola razén de cambio instantaneo
def(x) enx = a, es decir, como el limite:

P = Lim -~ 1(@)
x-a  Xx-a

La derivada de una funciop = f(x) se puede representar con diversas notaciones:

df (x) dy

' (x), y' Dif(x), dx ™
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UNIDAD 3. Derivada de funciones algebraicas

Propositos:

Continuar el estudio del concepto de derivadawe@srdel manejo de su representacion
algebraica, buscando que el alumno reconozcaradéss de derivacion como un camino mas

eficaz de obtener la derivada de una funcién.

Aprendizajes a lograr por los educandos en la dnida

Obtiene la derivada de una funcién polinomial de12do o 3er grado utilizando la
definicion:

/(a) =lim )= 1@

X-a X—a

Identifica el patron de comportamiento de las detas obtenidas con el limite del
cociente de Fermat y encuentra la formula de lwvaga de funciones del tipo

f(x) =cx".
Calcula la derivada de funciones algebraicas usknckeglas de derivacidon

Reconoce la jerarquia de las operaciones involasrad la regla de correspondencia de
una funcién para aplicar correctamente las regtadedivacion.

Identifica las relaciones existentes entre la gaafie una funcion y la grafica de su
derivada.

Obtiene la velocidad instantdnea como la derivadia uncion de posicion y la
aceleracion como la derivada de la velocidad.

Obtiene la ecuacién de la recta tangente en uromenta grafica de una funcién.

Da significado a la derivada de una funcion eroatexto de un problema.

Para alcanzar el propdsito y los aprendizajes é@&@eos en el curso, los educan
realizaran ejercicios sobre la metodologiaaa@dn de problemas, misma que aplice
en la solucién de problemas. Los problemas estéacsenados de manera que prim
se abordan los conceptos de manera intuitiva yeposnente se procede a
formalizacion. En la parte conceptual se hace @&fas los puntos relevantes de
conceptos: Reglas de derivacion (suma, productdemnts; regla de la caden
Problemas de aplicacion (calculo de tangentesylcétte velocidades)
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Estrategias de aprendizaje

» Ejercita la técnica de derivacion en las funcicagebraicas por medio de reglas y
formulas de derivacion. Es decir adquiere desteaza aplicacion de las formulas para
obtener la derivada de funciones algebraicas.

Actividades de aprendizaje.
Interpretacion geométrica de la derivada de uneidumn

La derivada de una funcion se interpreta geomeétécse como la pendiente de la recta tangente
a la grafica de la funcion en el punto de tangerfeiala gréafica el punto T) y se define por
medio del limite:

f(a) =lim X~ 1@
x-a  X-a

Haciendo un cambio de variable, tomaihde x — a se puede llegar a un limite equivalente,
conocido como limite de Newton:

9 =lim f(x+hr)]— f(%)

Recta tangente
10+ g(X)=4x+1

Rectas secantes

Q((x+h),f(x+h))
f(X) = 6%

T(xf(x)

—
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f(x+h) - f(x)

es la pendiente de la recta secante que pasagpuhtoQ(x + h, f(x + h))y

P(x, f(x))

Calculo de derivadas de funciones mediante la defoion.

Funciones linealesFunciones cuadraticag~unciones cubicas
f(x) = x f(x)= x° f(x)= x°
f (x) = 2x f(x)=-2x? f(x)=-2x3
f (x) = -3x f(x) = 3x° f(x)=3x>
f(x) = mx f(x) = ax? f(x) = ax>

Derivada de la funcion constantd(x) = ¢

f (X) = ¢, para cualquier constante c.
f(x+h) - f(x
h

£(x) = lim = tim<==iim 2 =lim(0) =0
h-o0 h-0 h h-oph h-0

Por lo que la derivada de una funcién constantees

Derivadas de funciones lineales

1. Célculo para la funciénf (x) = 2x.

m2X N2 2N o=
h-0 h h-o0

fK@=Hwa+?_“”=umﬂx””*”=u

h-0 h h-0

2. Célculo para la funcidifx) = x

3. Célculo para la funcidifx) = -3x

25



4. Calculo para la funcidifx) = mx

Con base en las derivadas encontradas para fusciomeales, ¢Cudél es la formula para
determinar derivadas de funciones lineales?

Derivadas de funciones cuadraticas

1. Solucién de la funciénf (x) = 3x>.

f(x+h) - () _ L|'m3(X+h)2 -3x° 3(x? + 2xh+h?) - 3x?

f'(x) =Lim = Lim
h-0 h-0 h-0 h
2 2 _ny2
_ IEITSX +6xh;3h 3x” _ |F|r(r)1h(6X+3h) = Iﬁ'rp 6x+3h = 6x = 2(3X)

2. Solucién para la funcionf (x) = x2.

3. Solucién para la funciénf (x) = -2x2.

4. Solucién para la funcionf (x) = ax>.
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Con base en las derivadas encontradas para fuscmragraticas, ¢Cual es la formula para
determinar derivadas de funciones cuadraticas?

Derivadas de funciones culbicas

1. Célculo para la funciénf (x) = -2x°.

- _ 3_(_ 3 _ 3 2 2 3 3
£1(x) = Limt OFEM =109 _ g =20 0)7=(22X) _ | () =207+ X+ 3xhv + ) + 2x
h-0 h h-0 h h-0 h
o =2x3-6x’h-6xh* -2h®*+2x®> . h(-6x* - 6xh-2h?)
=Lim =Lim
h-0 h h-0 h

= Iﬁirp(—ze -6xh-2h%) = —6x* = -2(3x%)

2. Célculo para la funcior (x) = x3.

3. Calculo para la funciéri (x) = 3x°.

4. Célculo para la funcior (x) = ax>.
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Con base en las derivadas encontradas para fuscioigcas, ¢Cual es la férmula para
determinar derivadas de funciones cubicas?

Céalculo de derivadas de funciones mediante formulas

Para calcular una derivada podemos recurrir aflaidén por medio del limite, sin embargo
existen propiedades de la derivada que permitenleala de manera mas corta y precisa

Consulta en la bibliografia recomendada las prauled y reglas de las derivadas.

Ejemplos, determina la derivada de las siguientasibnes:

1.

f(x) = 2x* —5x>+ x? —4x + 1.
Aplicando la regla para la derivada de una sunfami@ones, se tiene:
Dy f(X)=Dy (2x*=5x3+ x*—4x +1)

=D, (2x*) =D (5x3) + D (x?) — D (4% ) + D (1)
=8x°—15x%+2x — 4

. f(x) = (X3 + 3x?) (2x* - 5x3).

Aplicando la regla para la derivada de un proddetéunciones, se tiene:
Dy f(X)= (x3+3x2) Dy 2x*=5x%) + 2x*=5%3) D, (x> + 3x?)

= (x3+3x?) (8x3—15x?) + (2x* = 5x3®) (3% + 6X )

= 8x°® — 15x° + 24x° — 45x* + 6x° — 12x° — 15x° — 30x*

= 14x° — 36x° — 75x*

3P — X+ 2
fOo)=——_—
() 4%° +5

Aplicando la regla del cociente, se tiene:

(4x* +5)D, (3%’ — x+ 2)- (3X - x+ 2)Q (4X+ 5

f'(x)= Y
(4x° +5)
(4% +5)(6x—1)- (3% — x+ 2)(&)
B (4x2 + 5Y
_24%% - 4 + 30— 5 24%+ & - 1&
- (4x2 + 5Y
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_AX*+14x-5

£(x)
(4x% + 5

4. f(x)= (2x3—7x%?+5x )*
Aplicando la regla de la cadena, se tiene:

f(X) =Dy (2x3—7x?+5x )" = 4(2x3 - 7x? + 5x )* Dy (2x3 - 7x?+ 5x )
= 4(%3 - 7x? + 5x)° (6x° — 14x + 5)

1

5. f(x)= (3x3=5x%+2x )=
(x) = ( ) (3x — 5% + 2%)°

Aplicando la regla de la cadena, se tiene:
f( x) = D (3x3—=5x2+ 2x )3 =-3(8x> - 5x? + 2x ) D, (3x®—5x%+ 2x )

= 3(X3-5x%+2x ) (9x? - 10x + 2)

_ —3(9x° -10x+2)
(3x® —5x* + 2x)*

- 3(9%x* —10x + 2X)
(3x® —5%* +2x)*

F'(x) =

Ejercicios

1.- Comprueba cada una de las siguientes derivadas:

a) y=x°+5x*-10x* +6 33::5x(x3 +4x° -4)
X
d) y=-/2x +2./x Y'=1;2—f
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2 6
e) f(t) = 7t e
f). y=(1-5x)°

0) (x)=(3x-x*+1)'

h)y =+/3+4x-x?

_3r+2
2r+3

o (x Y
) y_(l-i-xj

K) y=2x/2-x

i) 6

) y=x/3-2x°

m) y=(x-1)(~/x*-2x+2)

n) z=

1-4w?

0) f(x)= /)’(‘;11

p) y=(x*+3)*(2x* -5)°

1 2
frt)y=-—-—=
(t) N
y'= -30(1-5x)°

f'(x)= 12(1— x2 )(3x -x3 + 1)3

, 2—X

2x% -4x + 3

B VX2 2x + 2

dz _ 1

aw [(1-aw?)?

f'(x)

_ 1
(X +1)n/x% -1
y'=2x(x* +3)* (2x® -5)% (17X + 27x -20)

ds_ 10t
dt~ (3-12)2
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4
x® -1 ,_36x°(x° -1)°
" y=( j y =300

2 +1 (2 +1f
s) y=(x2 +4)2(2x3 -1)3 y'=2x(x2 +4)(2x3 -1)2(13x3 +36x-2)
_x? dy_  8x
t) y= 4-X2 dx (4_)(2)%3

2.-Encuentra la derivada de las siguientes funsiapicando las férmulas de derivacion.

a)f(x) = 4x>-(2x%+8x +7)

b) g(x) = 3x*-7x3+3x%+ 8

c) h(x) = 2./x% +44/x®

d) f(x) = (5x%- 3x)(2x> + 8x + 7)
e)g(x)= (5x?-5x + 1) (2x + 3)
f) h(x) = (x* + 7x) (x*+ 3x + 1)
9) f(x) = (x+1) (x* + 7)

h)g(x)= (x* + 6x*)( x*- 1)

i) h(x) = ;‘:;
D= %"
9a0="""
)he= 5
mie ="
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n) g(x)= (3x+5)°

3

0)h(x)= (2x2 +1)2

p)f(t) = /5-2t

Q) g(x) = (x+1)*(2x+D*

1 h(x)= x*(x* +1)?

3x+2j3

)19 = ( X

)gx)=20+2x - x +1
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Unidad 4. Comportamiento grafico y problemas de optnizacion

Proposito

Analizar las relaciones existentes entre la gréfieauna funcion y sus derivadas para obtener
informacion sobre el comportamiento de la funcidtilizar dicha informacion para resolver
problemas de optimizacion.

Aprendizajes a lograr por los educandos en la dnida

Infiere a través de un andlisis grafico, las relaes existentes entre la gréfica de una
funcion y sus dos primeras derivadas: signo de rimgra derivada asociada con
crecimiento o decrecimiento de la funcion. Derivadé con puntos criticos, signo de la

segunda concavidad y segunda derivada nula consibl@ cambio de concavidad.
* Bosqueja layréficade la derivada de una funcion dada la grafica deisana.

« Determina grafica y algebraicamente los intervansdonde una funcion es creciente,

decreciente o constante.

» Determina los puntos criticos de una funcion y dissifica en maximos, minimos o

inflexiones.
* Analiza el tipo de concavidad de la funcion a pakél signo de la segunda derivada.

» Grafica una funcion analizando la informacion quepprcionan su primera y segunda

derivada.

« Comprende que los criterios de la primera y seguietivada, sintetizan el analisis

realizado entre las gréficas dg, f' y f".
Resuelve problemas que involucran maximos y migideouna funcion.

Para alcanzar el propdsito y los aprendizajes dg@@os en el cso, los educande
realizaran ejercicios sobre la metodologia de smude problemas, misma que aplice
en la solucién de problemas. Los problemas estéocsenados de manera que prim
se abordan los conceptos de manera intuitiva yeposnente 8 procede a ¢
formalizacion. En la parte conceptual se hace é&nfas los puntos relevantes de
conceptos: La aplicacion de la derivada en la vesah de problemas y construccion
gréficas de funciones mediante el primer y seguwrderio de la derivadaSe finalize
con problemas de optimizacion.

Esta cuarta unidad representa un primer momentsirdesis. Se recupera el aspe
algebraico y enriquece el analisis geométrico pacdundizar en la compresion de
relacion existente entre una funcion y sus derisada
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Estrategia de Aprendizaje

* Reconoce los valores maximos, minimos y los pud®snflexion en las funciones
algebraicas, a través del criterio de la segundaatia.
» Adquiere destreza en la resolucion de problemaptimizacion.

Actividades de aprendizaje.

Problema de optimizacion: Volumen maximo de una.caj

Se desea construir una caja sin tapa con una ldmat@ngular de 40 cm. de largo y 30 cm. de
ancho, cortando un cuadrado de lad@n las cuatro esquinas y doblando las cejas hatla a
para formar la caja. Encuentra las dimensionda daja que dan el volumen maximo que puede
construirse de esta forma.

Para la solucién del problema, desarrolla:

a) El modelo geométrico asociado al problema.

b) La condicion que debe cumplir la profundidad (ajwde la caja.

c) El modelo matematico asociado al problema.

d) El Registro tabular.

e) La Grafica de la funcién volumen.

f)  La Interpretacion de la gréafica para el volumen imaéx

g) Utilizando el criterio de la primera derivada pegaolver el problema.
h)  Utilizando el criterio de la segunda derivada pasolver el problema.

a) El modelo geométrico del problema se presenta fegura 1

40 X 40 - 2x X

30 30— 2x

40 - 2x

30 — 2x

Figura 1. Modelo geométrico del problema
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b) Condicién de la profundidad de la caja. Comdiagensiones de la caja son longitudes,
entonces se deben cumplir las condiciones:

La profundidadx debe serx > 0.

El largo debe ser 40 -X2 = 0, de donde resulta 20x.

El ancho debe ser 30x2> 0, lo que da 1% x.

Para que se cumplan las tres condiciones, la piafad de la cajax debera tomar el
rango de valores x < 15.

¢) Modelo matemaético.
El volumen de la caja se encuentra multiplicande <limensiones, es decir,
v(X) = x (40-2x) (30-2x) = 4x3 — 140x? + 1200x.

d) Registro tabular.
Evalla la profundidad, el largo, el ancho y congles datos restantes de la tabla 1.

Profundidad Largo Ancho Volumen
X 40-2% 30-2X X (40-2X)(30-2x)
0 40 30 0
1
2 36 26 1872
3 24 2448
4 32 2816
5 30 20
6 28 18 3024
7
8 24 14 2688
9 12 2376

10 20 10 2000
11 18 1584
12 16 6

13 14 4 728
14

15 10 0 0

Tabla 1. Registro tabular de las dimensiones ymelude la caja.
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e) El registro grafico del problema se presentiadigura 2.

- ¥ 14088 -

3588 -

3800 - Fapcidn Volimen -
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588 - pyofundidad x
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Figura 2. Gréafica de la funcién volumen de la caja

¢, Qué significa encontrar el maximo volumen de jata

De acuerdo, significa determinar la profundidadie la caja que da el volumen maximo de la
misma. Geométricamente significa encontrar la camadax para la cual la grafica tiene un
maximo. Para hacer esto de manera precisa ena@mtarla pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcion en el punto maximo, comorssgnta en la figura 3.

. ¥ | 4000

3588 Punto Mazimo
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Ti=0,¥Im0))

Funcién

Creclente

Funclén

Decreciente

5[1-5,0-3
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2 4 6 8 18 12 14 46 18

Profundidad =

a

Figura 3. Recta tangente paralela al eje de lassass
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f) Interpretacion de la grafica para el volumen imméx

El punto T(x,, v(X,)) es el maximo de la funcion volumen, luego atpuierda de T la funcion
es creciente ya que para < X,, se tiene que ) < f(x,), a la derecha del punto T entre los

puntos T y S, la funcion es decreciente, ya qua Rak X,, se tiene que %) > f(x,). Ademas,

de la figura 2 observamos que la condicion paral@diencién alcance su maximo, la pendiente
de la recta tangente en el punto de tangencia & skebv’(x) = 0 (derivada de la funcién o razon
de cambio instantanea).

Con la informacion dada, responde las siguientegymtas:

¢,Como es el signo de la derivada a la izquierdputgb méaximo?

¢,Como es el signo de la derivada entre los puntoST

De acuerdo, el signo de la derivada a la izquigelgounto maximo es positivo, y es negativo
entre los puntos T y S. Por lo que podemos estblas condiciones del primer criterio de la
derivada para calcular maximos y minimos de fureson

1. Determinar la derivada v¥) de la funcién vk) = 4x> — 140x? + 1200x.

2. Resolver la ecuaciéon vX) = 0, para determinar los valores criticos deitecion
candidatos para obtener los maximos o minimos fie@on.

3. Analizar el signo de la derivada alrededor de eadade los valores criticos, primero
para un valor un poco menor que el valor criticegpués para un valor un poco mayor
que él. Si el signo de la derivada cambia de posé#tinegativo, la funcion tiene un
maximo para ese valor critico, en caso contraaifuhcion tiene un minimo para ese
valor critico. Cuando el signo no cambia, la funai@ tiene maximo ni minimo para ese
valor critico considerado.

4. Calcular los valores maximos y minimos de la fun@bevaluarla en los valores criticos
gue dan los valores maximos o minimos.

g) Aplicando el criterio de la primera derivadageesolver el problema.

1. Aplica las formulas de la derivacion y determinaégivada de la funcion volumen /)
= 4x3 - 140x? + 1200x. la derivada es vX) = 12x% — 280x + 1200.

2. Resuelve la ecuacion &) = 0, para determinar los valores criticos deulacion, es
decir, las abscisas de los puntos maximos y mingeda funcién volumen.
V(x) = 12x% — 280x + 1200, v'(x) = 12x° — 280x + 1200 = 0, para resolver la
ecuacion cuadratica, utilizamos la ecuacion gemEralegundo grado, es decir,
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— 2—
x= PEVD —dac “Zb%‘c, donde a =12, b =- 280y ¢ = 1200.
a

- ~(£280)x/ (-280§ - 4(12)(1200 . 280+/20800
2(12) 24

= 280+ 144.222051 17 6759187 y 2 = 280-144.222051 5 65741454,

24 24

Los valoresx, y X, son los valores buscados, sin embangono lo consideramos dado que su
valor rebasa el rango de la profundidad de la caja.

3. Analiza el signo de la derivada alrededor de ldsrea criticos.
Para el valor criticox, = 5.657414542, consideremos los valoxes 5y 6. Por lo que
Vv'(5) = 12(5F — 280(5) + 1200 = 300 — 1400 + 1200= 100 > 0.
Por lo que v'(6) = 12(8)— 280(6) + 1200 = 432 — 1680 + 1200= -48 < 0.
Como el signo de la derivada cambia de positivegativo, concluimos que la funcion
tiene un maximo para el valor critiog = 5.657414542.

4. Calcular el valor maximo de la funcion.
Maximo = v(5.657414542)
= 4(5.657414542)— 140(5.65741454?} 1200(5.657414542)

= 3032.302466 cin

h) Aplicando el criterio de la segunda derivadapasolver el problema:

Sabemos que cuando una funcion es creciente stadares positiva y cuando es decreciente su
derivada es negativa.

En este sentido, consideremos la funcién derivada)v= 12x2 — 280x + 1200 y elaboremos
una tabla que contenga los valores con los dattsplefundidad que se muestran en la tabla 2.
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De la tabla 2, observamos que la funcion deriveddecreciente desde 0 hasta el punto S, por lo
gue el signo de la derivada de la funcion deriv@daea la segunda derivada) es negativo, es
decir, v’(x) < 0, en cambio, la funcién derivada es crecieetale el punto S haste;Huego el
signo de la segunda deriva es positiva 0 sexy’X 0.

Altura Volumen Altura Volumen
X V'(X)=12X2280Xx+1200 X V'(X)=12X2-280x+1200
0 1200 15 -300
1 932 16 -208
2 688 17 -92
3 468 18 48
4 272 19 212
5 100 20 400
6 -48
7 -172
8 272
9 -348
10 -400
11 -428
12 -432
13 -412
14 -368
15 -300

Podemos establecer las condiciones del segun@oi@rite la derivada para calcular maximos y
minimos de funciones:

1. Determinar la derivada v¥) de la funcién vk) = 4x>— 140x? + 1200x.

2. Resolver la ecuacion vX) = 0, para determinar los valores criticos de Uacion
candidatos para obtener los maximos o minimos fle&on.

3. Hallar la segunda derivada.

4. Sustituir en la segunda derivada XY, en lugar de la profundidad, cada uno de los
valores criticos obtenidos. Si el signo de la sdguterivada es negativo, la funcion tiene
un maximo para ese valor critico, en caso contréifuncion tiene un minimo para ese
valor critico. Cuando v’k) = 0, no es aplicable el criterio, pero puede resuelto
aplicando el primer criterio.

5. Calcular los valores maximos y minimos de la fun@b sustituir en la funcion W) los
valores criticos.
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6. Aplicando el segundo criterio de la derivada pangesolucion del problema:

1. Determinamos la primera derivada de la funciér)w 4x3 — 140x2 + 1200x, cuyo
resultado es v) = 12x%— 280x + 1200.

2. Resolvemos la ecuaci6on X = 0, es decir, 12 — 280x + 1200 = 0, para
determinar los valores criticos de la funcién, dusion de acuerdo al criterio de la
primera derivada ex, = 5.657414542.

3. Hallamos la segunda derivada de la funcion voluroeyo resultado es

Vv’( x) = 24x — 280.

4. Sustituimos el valor criticax, = 5.657414542 en la segunda derivada, es decir,
v”(5.657414542) = 24(5.657414542) — 280 = 135949 — 280 = -144.222051 < 0,
por lo que la funcion ¥) tiene un maximo en el valor critico e = 5.657414542.

5. Maximo = v(5.657414542)

= 4(5.657414542%; 140(5.657414542) 1200(5.657414542)
= 3032.302466 c

Por lo que las dimensiones de la caja que danxdhmasolumen se presentan en la tabla 3.

Profundidad Largo Ancho Volumen
X 40-2X 30-2X X (40-2X)(30-2x)
5.657414542 28.68517092 18.68517092 3032.302466

Tabla 3. Dimensiones de la caja y volumen maximo.

La solucién de los problemas de optimizacién losdes resolver por cualquiera de los métodos
descritos, ya que son aplicables para cualquierdgfuncion.

Construir la gréfica de la funciéh(x) = x> - 9x2 + 24x — 7, especificando:
A) Puntos maximos, minimos y de inflexion.
B) Concavidades.
C) Trazado de la grafica de la funcion.

Solucién con el criterio de la segunda derivada.

1. Encontrando la primera derivada de la funcitfx) = x° - 9x? + 24x — 7. La derivada
de la funcién es ) = 3x%?—18x + 24.

2. Resolviendo la ecuacion %) = 0, para determinar los valores criticos deulecion, es
decir, las abscisas de los puntos maximos y mindeda funcion. Por lo que:
f(x)=3x%=18x +24 =3 (x> = 6x + 8) = (x - 4) (x — 2) = 0, como el producto de dos
factores es cero, alguno es cero, resultando4 = 0 yx — 2 = 0, obteniendo los valores
criticos de la funcionx, =4y x, = 2.
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. Encuentra la segunda derivada de la funcitfx) y resuelve la ecuacion ) = 0, para

determinar las abscisas de los puntos de inflexi@rsegunda derivada es
f’( x) = 6x — 18, al resolver la ecuacion fX() = O se tiene que
6x -18=6 K —3) =0, por lo quex — 3 = 0, dondex, = 3, es el valor solicitado.

. Analizando los signos de la segunda deriva paradmsesx, y X,. Si el signo de la

segunda derivada es negativa se tiene un maximgnafica de la funcion es concava
hacia abajo, en caso contrario se tiene un miniemgoéncava hacia arriba. Al sustituir el

valor critico X, = 2 en la segunda derivada, se obtiene f’(2)2) 6(18 =12 - 18 =

-6 < 0, por lo que la funcion tiene un valor maxierx, y es concava hacia abajo. Al
sustituir el valor criticox, = 4 en la segunda derivada, se obtiene f’(4)4) 6(18 =
24 — 18 = 6 > 0, por lo que la funcion tiene urovahinimo enx, y es concava hacia
arriba.

. Sustituyendo en la funciénf (x) = x> - 9x* + 24x — 7 los valores criticos, , x, y en
la abscisa del punto de inflexion, para determighrmaximo, minimo y punto de
inflexién, tal como se especifica a continuacion:

Méximo =f (2) = (2f — 9(2f + 24(2) -7 =8-36 + 48 -7 = 13.

Punto de inflexién =f (3) = (3 — 9(3f + 24(3) -7 =27 — 81+ 72 -7 = 11.

Minimo = f (4) = (4 — 9(4f + 24(4) -7 =64 - 144+ 96 -7 = 9.

. Sustituye algunos valores a la izquierda del vetdico x, = 2 y a la derecha del valor

critico X,= 4 en la funcion f(x) = x> - 9x? + 24x — 7, para obtener otros puntos
adicionales para un mejor trazado de la gréafica.

. Construye la gréafica de la funcion. La gréfica debecomo la mostrada en la figura 4.

Gréfica de la funcionf (x) = x> - 9x? + 24x — 7.

115 ancava hacia arriba
1 Purta/de inflexian
concava hacia akjajo Punta minina
-4 5 18
1-5
Figura 4
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Ejercicios

Construye la grafica de las siguientes funciones

a) f(x) =x3-3x?-9x +5 y b)f(x) = x*—12x, especificando:
a) Puntos maximos, minimos y de inflexion.

b) Concavidades.
c) Trazado de la grafica de la funcion.

Problemas de maximos y minimos.

Minimizar el costo promedio

La funcién de costo total de un fabricante estégsut

2

c=q7+3q+4oo

donde C es el costo total de produgiunidades. ¢Para qué nivel de produccion, secastb
promedio por unidad un minimo? ¢ Cual es este mMimo

Solucién. La cantidad para minimizar es el cgstonedio c. La funcion de costo promedio es

2

& 4 39+400
4

c=_=4
q q 4 q
Aqui q debe ser positiva. Para maximizay diferenciamos.

dc_1_400_g* -1600
dg 4 ¢° 4q°

" dc
Para obtener los valores criticos, resolvenae; 0:
q

o - 1600 = 0:
(@-40)¢+40)=0

q=40 (yaqug>0)
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Para determinar si este nivel de produccion da iminm relativo, usaremos la prueba de la
segunda derivada.

800

3

d’c
i

d? (40)

) 0, por tanto en =40 se en encuentra un minimo

Maximizacién del nimero de beneficiarios de los seicios de salud

Un articulo en una revista de sociologia afirma sjuEhora se iniciase un programa especifico de
servicios de salud, en 1 afios n miles de genteaaddibiria beneficios directos, donde

3
n:t3-6t2+32t, 8 t<12

¢Para qué valor de t es maximo el nimero de béarefg?

Solucioén: Haciende(;—? =0, tenemos

@: £ - 12t + 32 =0
dt
t-4)(t-8)=0
t=4 6 t=8

Como el dominio de n es el intervalo cerrado [0dl2Jalor maximo absoluto de n debe ocurrir
ent=0,4,80612.

Sit=0, entoncesn=0

Sit =4, entonces n ﬂ): 53}
3 3
Sit =8, entonces n %: 422

Sit=12, entonces n = 96

Se tiene entonces un maximo absoluto ent = 12.
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Ejercicios

1. Encuentra las dimensiones y el volumen de un ciirdcular recto de volumen
maximo, entre los inscritos en una esfera de radio

ara®

Respuesta:h = 2 r= \Fa yv=s——
RNE R 3 3/3

2. Encuentra las dimensiones y el volumen de un cooolar recto de volumen méaximo,
entre los inscritos en una esfera de radio

Respuesta:h :ﬂa, r= 2—ﬁa y v:3—2m3
3 3 81

3. Encuentra las dimensiones del rectangulo de areamadue puede inscribirse en una
circunferencia de radia

Respuestaancho=-/2r y largo = -/2r

4. Se desea construir un pequefio recipiente cilindiittapa, que tenga un volumen de
24rtem3. El material que se utiliza para la base cuestaveces mas, que el que se
emplea para la parte cilindrica. Suponiendo qu@ eonstruccién no se desperdicia
material, determina las dimensiones para las que®sno, el costo del material de
fabricacion.

Respuesta: h=6 y r=2.

5. Una compafiia especialista en cocinas, determinalqoesto de producir y empacar
molinos de pimienta al dia es 0.06% 0.02x + 500 unidades monetarias. Si cada
molino se vende a $8.00 (dolares). ¢, Cual seréodupcion que proporcione la ganancia
maxima? ¢, Cual es la ganancia maxima diaria?

Respuesta:x = 3990 molinos, ganancia = $15420.10

6. ¢Cudl es el punto sobre la cunigx) = x*, mas cercano al punto P(0,2)?
33 33
Respuesta: = - ==
puesar{ 33)vd- 33

7. Una persona tiene 600 metros de alambre que vadlizamutpara cercar un terreno
rectangular subdividiéndolo después en dos parcelasina cerca paralela a uno de los
lados. De todos los terrenos posibles que se pusstear de esta forma, ¢ Cuéles son las
dimensiones del qué tiene area maxima?

Respuesta: 100 y 150 metros.

8. Una agencia de viajes calcula que para vemdgraquetes de vacaciones”, el precio del
paquete debe ser de 1808-Bnidades monetarias paraX<100. El costo para la
agencia dex paquetes es de00 + x + 0.01x% Encuentra:

a) La funcion de ingreso
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b) La funcion de ganancia
c) El numero de paquetes que producen la maxima gananc

9. Un fabricante determina que para venglennidades de un producto, el precio de venta
de una unidad debe ser de 400-&@midades monetarias. El costo de produccion de
unidades es de 500 + £0Encuentra:

a) La funcion de ingreso

b) La funcion de ganancia

c) El numero de unidades que producen la maxima gananc
d) La ganancia maxima.

10. Determine las dimensiones del rectangulo de arednm&jue se puede inscribir en un
semicirculo de radia, de manera que dos de sus vértices estén sattigaredtro del
semicirculo.

Respuesta: base=-/2a y altura = 2

NoE

11.El propietario de un huerto de manzanas calculssgsiembra 24 arboles por hectéarea,
cada arbol adulto dard 600 manzanas por afio. Bararboles mas que plante por
hectarea, el nimero de manzanas que produce ¢ld&sbonuye en 12 al afio. ¢ Cuantos
arboles se deben plantar por hectarea para olgbemaryor nimero posible de manzanas
al ano?
Respuesta:x = 21.

12.Encuentra el punto de la gréafica yx2 +1 mas cercano al punto P(3,1).
Respuesta: A(1,2).

13.Una particula se lanza directamente hacia arribaupa velocidad inicial de 60m/seg.
después de t segundos, su altura sobre el niveligt esta dada pat) = 60t —5t2.
Calcula la velocidad después de t segundos y teidald instantaneaent=1yt= 3.

Respuesta: 50 y 20mt/seg.

14.Durante el periodo de 1950 a 1970, el ProductarintBruto (PNB) de cierto pais se
encontraba dado por la formufgx) = 5+ 0.1x + 001x? en miles de millones de délares

(aqui la variablex se utiliza para medir los afios, cere 0, corresponde a 1950 y
X =20 a 1970). Determina las tasas de crecimiestamntaneas del PNB en= 1950,
x = 1960 yx = 1970.
Respuesta 0.1, 0.3 y 0.5.

15. Encuentra todos los puntos en la graficy dex’ - 3x+ , dohde la recta tangente es
paralela a larecta—y+4=0.
RespuestaP(25).
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