Tema 4 Calculo integral

Integral definida. Funcion integrable
Suma de Reimann

Sea el intervalo [a, b]. En conjunto de puntos:

Po={Xo, Xt, «vv... , Xn }
Donde
Xo=a, X, =b;xi-1<x;i=1,2,..... , N

Se llama particion o red de intervalo [a, b]

A\ /4

Se puede observar que una particion de un intervalo lo divide en “n
subintervalos, y a cada uno de ellos se les llama también celda.

A la distancia entre los puntos extremos de cada celda se le llama
amplitud de celda, es decir:

Aix = x; - X (amplitud de la celda uno)

Ax =%, - x; (amplitud de la celda dos)
en general la amplitud de la celda i — ésima es:
A]X =Xi- Xi— 1

Un mismo intervalo [a, b] puede tener infinidad de particiones ya
que el tamano de las celdas es arbitrario.

A la mayor amplitud de las celdas de una particién se le llama
norma de la particion y se representa por medio del simbolo:

I|A || o a veces con V(R)

Ejemplo:
Dado el intervalo [0, 10] efectuar dos particiones diferentes de 10
celdas y en cada caso decir cual es la norma.



Tema 4 Calculo integral

Solucion:

a) La primera particién se hara de diez celdas de igual amplitud
como se indica en la figura

A T TN T 2 T R A

— T T = X

i
06 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Las diez celdas tienen la misma amplitud que vale la unidad.

Ax=1-0=1
Ax=2-0=1
Axx=3-2=1
Ax=4-3=1
Ax=5-4=1
Ax=6-5=1
Ax=7-6=1
Agx=8-7=1
A9x=9—8=1

A10X =10-9=1
b) La segunda particion se efectuara de la siguiente manera.

Vool W l U

o 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10

Ax=15-0=1.5
Ax=2-15=0.5
Ax=4-2=2

Ajx =4.25-4=0.25
Asx = 4.5 -4.25 = 0.25
A¢x = 4.75 - 4.5 = 0.25
Axx =5-4.75=0.25
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Agx=7-5=2
Ax=99-7=29
Ajpx=10-9.9=0.1

La norma de esta particion es

1A ] =29

Supdngase que la funcidn y=f(x) esta definida y limitada en el
conjunto D y considérese una particion de dicho conjunto que

contenga n intervalos.

Si se escoge un punto € en cada subintervalo de la particion de tal
forma que:

&1 €xo, x ] donde xo < € 1 <Xy
&, €[x1, x2] donde x; < EH<x

&, €[x-1, X;] donde X1 < X

y se forma la suma de productos del valor de f en cada punto &
por la amplitud de la celda respectiva, se tendra:

f(ENAX + H(€)AX +ooooooan, + F(E)AX Hoo. +
f( € ) Ax

En forma condensada se puede escribir:

2 f(€)Ax

A esta suma de llama suma de Reimann.



Tema 4 Calculo integral

n
142+3+. ... .. + n= Z Lo n(n+l)
i=1 2
n
12422+ 3P+ ... ... n2 = Z l n(n+1)(2n+1)
i=1 6
n
l=mn
i=1
Ejemplo:

2
Dada f(x) = 5 - % , con % < X < 3, encuentre la suma de Reimann

para la funcion f dada la particion

Xo=— ;X =1,%=1.5,x3=1.75,x4= 2.25, xs = 3

1
4
los puntos elegidos en cada celda son:

&,=05 &,=125 &,=175 &,=2, E;=275
La figura muestra la grafica y los cinco rectangulos.

A

Y

+— - > X
0 % X XX X, Xs
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La suma de Reimann es:

5

Z f(E)AXx = f(€)DAX + H(EDAX + f(E3)Ax +

i=l

f( € 2) Aux + f( € 5) Asx

=f(0.5)(1-0.25) + f(1.25)(1.5-1) + f(1.75)(1.75-1.5) + f(2)(2.25-
1.75) + f(2.75)(3-2.25)

= (4.94)(0.75) + (4.61)(0.5) + (4.23)(0.25) + (4)(0.25) +
(3.11)(0.75)

=11.40

Lanorma || A || es la longitud de la celda mas larga. Por lo tanto:
I Ajl=0.75

Como los valores de la funcidn f(x) no se restringen a valores no

negativos, algunos de los f( € ;) podrian ser negativos. En tal caso,
la interpretacion geométrica de la suma de Reimann seria:

“La suma de las medidas de las areas de los rectangulos que estan
sobre el eje X, mas los negativos de las medidas de las areas de los
rectangulos que estan bajo el eje X”

A
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La suma de Reimann es

10
Z f( &) AiX =A1+A; - Az - Ag_ As + AgtA; — Ag — Ag - Ay
i=1

ya que = f( & 3)/ f( & 4)/ f( & 5)/ f( & 8)/ f( & 9)/ f( & 10) son
numeros negativos.

Integral definida

Si f es una funcion definida en el intervalo cerrado [a, b], entonces
la integral definida de f de “a” a “b"” denotada por:

[ Feds

esta dada por:

b
J 1@ _ 2. (£ )Ax
Al 5> 0

Si existe el limite.

En la notacion anterior, f(x) se llama el integrando a y b son las
extremas de integracién; el valor a es el extremo inferior y el valor b
es el extremo superior.

El simbolo Idx es el llamado signo de integracion.

De esto se desprende que si el limite existe, representa el valor de
area comprendida entre la curva, el eje de las abscisas, y las rectas
x=a y x=b. Obviamente, como en el caso de la suma de Reimann,

se debe considerar el signo de los valores f( € )) ya que en algunos
casos se puede tener areas negativas, cuando la grafica se
encuentra bajo del eje X.
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A< | f(x)dx
A

y =f(x)

Ejemplo:
3
2
Encontrar el valor de la integral definida L x“dx

Solucion:

La particion elegida sera una particién regular de intervalo cerrado

[1, 3]. Se subdividira en “n” celdas iguales, por lo tanto Ax = 2.
n

Si se elige & ; como el punto extremo derecho de cada celda se
tiene:

51=1+2,82=1+2(2j,g3=1+3(£j, ______ 5']=1_|_
n

n
i[ j, llllll I 5 n 1 I I'( j
n n
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la norma de la particion vale

1Al = Ax=2

Si ||A || > Oequivalean - +a

por lo tanto, la integral definida buscada sera:

3 n +2Y'2
o w3 (52

n n

n »> +a

2 n
= lim — 2, (n* +4n, +4.7)
n g

n-> +a
2 2 « - . - 1Y)
_ lim —3[n Zl+4n21+421 ]
n i=1 i=1 i=1
n - +a
i % [n2n+ 4nn(n+1)+4n(n+1)(2n+1)}
n 6
N - +a
2
. % {n3+ 0y oy 4 220 +3n+1)}
n 3
n-»> +a
g 4, 8 +1n+4
= |II’T'I n 3”2
n-> +a

. 6+ﬂ+§+i+i
= lim n 3 n 3n

n -»> +a
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=6+0+§+0+0

26
3

Como x* > 0 para x € [1, 3], la interpretacién geométrica del
resultado anterior sera igual a la siguiente:

“La regi6n acotada por la curvay = x% el eje Xy las rectas x = 1,
X = 3, tienen un area de % unidades de longitud al cuadrado.

A

9

ol 1 3 > X

En todo el razonamiento anterior se ha supuesto quea < b

[[feodr = -] f(x)dx

F(x)dx =0
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para cualquier particion, A x vale cero sia = b.

b 1 bc X
_[af (x)dx = ;Lc / - dx (contraccién del intervalo)

b b+c
L S (x)dx :L+Cf(x —c)dx (traslacién del intervalo)

Interpretacion geométrica de la integral.

Se puede partir de la siguiente suma de Reimann

Z_; fi( & ) AiX

0 bien

n

2 f(E )% - X

i=1
en donde se ha escogido € ;tal que:
Xj-1 < giSXi i=1, 2, ...... N

En la figura se nota claramente que el limite cuando I|IAx|] - 0 en
la sumatoria da como resultado el area bajo la curva, sobre el eje X
y entre las rectas x = a, x = b.

Es decir:

n

lim Z f(€) Ax = Lbf(x)dx

i=1

1 Ax|| > 0

10
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Por otro se puede manejar la suma superior y la suma inferior
expresada por las siguientes sumas de Reimann e ilustradas en las
siguientes figuras:

YA f (x)

D )0~ Xi-1) = ) (xamxe) + FOR)0KE) + .+ ) X Kot)

i=1

—_—

n—

fOX)(Xir1 = X1) = f(Xo)(X1-Xo) - f(X1)(X2-X1) + . . .+ f(Xn-1)(Xn=Xn-1)

I
=)

11
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Se observa que ambas sumatorias, al tender a cero la norma de la
particion, tiene un limite comun que es el area bajo la curva. Por lo
que:

n
Lim Z f(xi)(Xi - Xi-1)

i=1
[1AX]] - 0

n—1
= |im Zo f(Xi)(XH.l - Xi)
1 Ax]| - 0

= jabf(x)dx

Propiedades de la integral definida
Hipotesis

Y = f(x) es integrable en el intervalo [a, b] y k es una constante
cualquiera.

Tesis

[k oydx = k[ f (x)

Hipotesis.
Las funciones f y g son integrables en [a, b]

Tesis:
La funcion f + g es integrable en [a, b] y:

Lb[f(x) + g(x)]dx zjabf(x)dx + ng(x)dx

Hipotesis.
y = f(x) es integrable en los intervalos [a, b], [a, c] y [c, b]

12



Tema 4 Calculo integral

Tesis.

Iabf(X)dx = ch(x)dx + J'be(x)dx (a<c<b)

Hipotesis
y = f(x) es integrable en el intervalo cerrado que contiene los tres
ndmeros a, b y c.

Tesis.

[ ~[ s oonds + [ 10

sin importar el orden de a, by c.

Hipotesis
y = f(x) es una funcion tal que f(x) = k en donde k es una
constante cualquiera.

0
j” F(x)dx = j” kdx = k(b—a)

A

13
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Hipotesis.
1) y=f(x) , y=g(x) son dos funciones integrables en [a, b]
2) f(x) = g(x) vV x € [a, b]

Tesis.

[ Fod = [ g(x)dx

Teorema:

y=f(x) es continua en [a,b], M y m son el maximo y el minimo
absoluto respectivamente, de la funcién f en [a, b]; o sea:
m<f(x) <M Vv x € [a, b]

Tesis.

mo—a) < | S(D)dx<M(b-a)

YA

0l a b-a b }‘I

Hipotesis
y=f(x) es continua en [a, b], m es el minimo absoluto que ocurre
en Xm, M es el maximo absoluto que ocurre en X.

Es decir

f(Xm)=m a<xn<b
f(XM)=M d < Xm <b
m<f(x) <M Vv x € [a, b]

14
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Tesis
Existe un nimero x,, €[a, b] tal que:

[ f()dx= £ (x,)(0-a),

a<X<b
m < f(Xg)< M

y = f(x)

A

La antiderivada

Definicion.
Una funcién F sera antiderivada de otra funcidon f en el mismo
intervalo [a, b], si F'(x) = f(x) para todo valor x en un intervalo.

Ejemplo:

Sea F(x) = x* + 2; entonces F'(x) = 2x.

Por la definicién anterior, si f(x) = F(x) se tiene que f(x) = 2x. Se
observa que f(x) es la derivada de F(x) y por lo tanto F(x) sera la
antiderivada de f(x).

Si Fi(X) y Fx(x) son antiderivadas de f(x), solo difieren en una
constante aditiva.

Hipotesis.

y=f(x) es una funcion tal que f'(x) = 0, para todo valor de x de un
intervalo [a, b].

15
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Tesis.
y= f(x) es una funcidn constante para todo valor de x en [a, b].

Hipotesis.
f y g son dos funciones para las cuales f'(x) = g'(xX)-vV x € [a, b]

Tesis.
Existe una constante C tal que

f(x) =g(x)+C Vv x € [a, b]

Hipotesis
La funcién f(x) tiene una antiderivada particular en [a, b] que es
F(x).

Tesis.
La antiderivada general de f(x) es: F(x) + C

Donde C es una constante arbitraria y todas las antiderivadas de
f(x) se obtienen dandole un valor particular a C.

A continuacion se presentan las férmulas de integracion mas
elementales, ya que existen una gran cantidad de ellas; basta
mencionar que hay libros que contienen solamente formulas de
integracion.

16
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Formulas basicas

du=u+c

adu=au+c

[+ g@ldu = | f@)du+ [ gu)du

n+l
u

Iu"du:n+1+c (n =-1)

du

— 3 n|ul|+c
u

17
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Formas que contienen funciones trigonométricas

sen udu=-cos u+c

cos udu=sen u+c

tan udu=|n|secu|+c

cot udu=|n|senu|+c

sec udu=|n|secu+tanu| +c

1 1
— | n| tan(—H+—uj+c
4 2

csc udu=|nlcscu- cotu|+c
:|n|tanlu|+c
2
sec> ud u = tan u+c
csc® udu = -cot u+c
sec utanudu = sec u+c

csc ucotu du=-csc u+c

18
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Formas que contienen funciones trigonométricas inversas.

senfudu=usentu+ Vl-u® +cC
1

costudu=ucostu-+1-u* +c

tan udu=utantu+ |n Vi+u® +c

cot’ udu=ucotlu+ |n-VI-u® +c

sec' udu=usectu-|nju+ Vl-u* +c
= useclu- cosh?u+c

_[ csct udu=ucsctu-|nju+ V-’ +c
= ucsctu- cosh®u+c

19
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Formas que contiene funciones

exponenciales.

] e'du=e'+c

o au
a"du=7—_+c

’ Ina

ue'du=e"(u-1)+c

u”e”du=u“e“-n_[ u"te' du

J

n 4u u”a” n n-1 Lu
u'a du= - u-a du+c
Ina Ina
e"du e" Ina ¢a"du
n = n—1 + _[ n—1
u (n—1Du n—1° u

Nudu=ulnu—-u+c

n+l

u

u"lnudu-= (n+1)° [((n+1)|nu-1]+c

logaritmicas

y

20
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Formas que contienen funciones hiperbolicas

senhu du= cosh u+c

coshu du= senh u+c

tanhu du= In[cos hu] +c

cothu du= In[senhu] +c

sechu du=tan™ (sen hu) +c

cschu du= In[tanh%u]+c

21
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Aplicaciones de la integral definida
Calculo de areas

Ejemplo: Obtener el area de la regiébn comprendida entre la curva
y=x*—4x + lelejexylasrectasx =1y x =3

A

y=xZ-4x +1

f (&)

Si en el intervalo [1, 3] se considera una particion con celdas de

igual amplitud Aix = || A[], y como f(x) = x*—4x + 1 < 0 en [1,
3], cada rectangulo de la interpretacion geométrica tiene de base
Aix y de altura —f(€ ) = (& 2-4& +1) = -& |+ 4& -1, luego
la suma de las medidas de las areas de los “n” rectangulos
correspondientes a la particion que se tome es:

Z; (-€7+4&;-1) Ax

Por lo tanto, el area de A deseada esta dada por:

n 3
A=Iimz (-EP- 48 ,-1) = Jl (-x*+ 4x - 1) dx
i=1

I1A]l >0

22
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3
= — x_ + 2X2 — X I = &
3 3
Por tanto:
16 , ,
A= ?u ; (u” = unidades cuadradas)
Ejemplo:

Encontrar el area de la regidon comprendida entre la curva de la

, . 1
ecuacion y= xX>— 3 x> + 2 el eje x y las rectas x = Y x=2

f(x) =x-3x*+ 2
f(x) > 0 en [_%, 1]
f(x) <0 en[1, 2]

A

4
/ A

1/2

y=x*-3xf+2

A; Nimero de unidades cuadradas en el intervalo [—%, 1].

A, Numero de unidades cuadradas en el intervalo [1, 2]

23
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A - I_llf(x)dx = J._ll(x3 —3x° +2)dx

A== f(xydy = —[ (x7 = 3x% + 2)dv
A; + A, Numeros de unidades cuadradas del area de la region total.

A= J‘_ll(x3 —3x° +2)dx:—f(x3 —3x” +2)dx
2

4 1 \ 2
A:x4—x3+2x} —{’; —x3+2x}

1
2

A=133.5_ 215
64 64 64
215,

A= 64

Area de la region comprendida entre dos curvas

Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b]
tales que f(x) > g(x) para toda x en [a, b]. Se trara de obtener el
area de la region comprendida entre las curvas y = f(x) y g = g(x) y
las rectas x=a y x=b.

A

/ | y=1f(x)

f[EI}‘QIEI} [ —

[\

24
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Si se toma una particion de n celdas con norma IIA]] = Ax en el

intervalo [a, b] y en cada celda se escoge un punto &€ .. Se puede
considerar en cada celda un rectangulo de base Ax y altura f( € )

-g(€))

La suma de Reimann sera:

2 If(E)-g(€ 0 Ax

Como f y g son continuas en [a, b], [f, g] también es una funcién

continua en el mismo intervalo. El limite anterior es igual a la

integral definida

a= [ (0= gl

Ejemplo:

Encontrar el area de la regién comprendida entre la curva y= 6x— x*

y la recta y=x

Es necesario determinar los puntos de interseccidon de la curva y la

recta para conocer el intervalo en el que se encuentra la region.

por tanto
X1=0; X=5

para los cuales

(por igualacion)

25
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yi=0; y,=5

los puntos de interseccion son 0(0,0) y P, = (5,5)

flei-alEy)

f(x) = 6x— X°
g(x) = x

o Q
n
o1 ©

[a, b] = [0, 5]

El area buscada esta dada por:

A= [[[r - gl = [ (6x—x —x)dr
> N éxz —lx3 s
= jO(Sx—x )dx = 5 3 ]0

125 125

2 3

125

6

Ejemplo:

Calcular el area de la regidn limitada por la parabola y> = 2x y la
rectax—-y=4

26
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Resolviendo como simultaneas se tiene P, (2, -2) y P, (8,4)
YA

.T

e i
| F(ED-a(E)
/ Ay +
I
- > X
I

P3(2,-2)

T
I
fy (€)= F2l € i) :
H

Es necesario descomponer la region en dos partes: la comprendida
en [0, 2] y la que se ubica en [2, 8], ya que la curva que limita a la
region inferior no es la misma en este intervalo.

A; Area de la region en [0, 2]
A, Area de la regién en [2, 8]

A=A+ A
Calculo de A;
y? = 2Xx

y = J2x Parte de la pardbola arriba de x
y = - J2x Parte de la pardbola debajo de x

se hace
fi(x) = V2x
fo(x) = - Vax

A [TH0) - Ak
= [ (2x + 20

= .()2\/E+2dx

27
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Calculo de A,

y(x) =x-4
Ao [ [/, () = g () Jix

- ['Vax - (x- )i

8

1 g_l e
=§(2x) 2(x 4)}

= ﬁ_g_(§_2j
3 3

2

_ 38
3
38
3
tal que:
A=A+ A =10,38_5% ¢
3 3 3
A= 18u°

Longitud de arco de una curva plana.

Sea f una funcion continua en el intervalo [a, b]

28
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A

B(b, f(b))
—| Ala, f(a))
y = f{x)
X
a b )»

La porcidn de la curva de A(a, f(a)) y el punto B=(b, f(b)) se llama
arco.

Témese en [a, b] una particién de n celdas por medio de los puntos
A= Xo, Xt, X2 « + v v v s Xn, = b, siendo || A || la norma de la red.

Ax = x- = x.1 < ||A]l  (amplitud de la i — esima celda

Al trazar sobre la curva los puntos de abcisas xg, X1, X, . . . . .. Xn,
se obtienen:
A =Py (Xo, Yoy, Pr (X, Yiye oo v oot B =Py (X Yn)
Y
A B=P,

Py

A=P, : P :
~ _-\'2‘\\5, Pl TN
o Pu_ F P/

» X

a=Xy X X X3 Ky % Xn4 Xn=t

Se traza la poligonal definida por los puntos Py Py Py ... ... Pi.1, P;
,,,,,,,,, Pn-1, Pn. La longitud de esta poligonal es la suma de las

longitudes de sus componentes:

| PoP |+ | PP, | +...+|P_ P | +...+|P,_,P,|

29
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n

=Z ‘Pi—lpi‘

i=1

n

El valor Z | P,_, P, | sera tanto mas aproximado al valor de L
i=1

mientras mayor sea n, es decir mientras menor sea || Al |.

Considérese una parte de la poligonal que incluye al componente.

| P, P, |
Pit:il‘ri’
yi-¥i-1
| X; - X - 1
y =1f(x) Pi.q (X;-1,Y;-1)

| PP | = \/(xi _xi—1)2 +(y +yi—1)2
Si Xi- Xj-1 = AiX
Yi= Y1 = AiY

‘ Pi—IPi ‘ = \/(Aix)z +(Aiy)2

2
- Ay
_ 1+ = A.x
Pilpi_\/ [Ai‘xJ i

Como f es continua en [a, b] entonces se cumple que para f en [X;4
] existe & tal que

f0a) - f(x1) = F (€5 (%~ %)

30
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como.

f(xi) - f(xi1) = Aiy Y Xi-Xa = AiX

Aiy=f’(8i)AiX

donde:

Ay & . &
Ax_f( )iXi1 < G <X
por tanto:

PP | = 1+[f"(e)] A

para cada i de 1 hasta n existe un valor dado por la ecuacién
anterior, asi que al sumar todos los valores puede escribirse:

n

> \P”P\- J1+ ()] A

i=l

cuando ||A|| tiende a cero

n

lim Z | P,_, P, | =lim Z:; \/1+[f'(5l.)]2A X

i=1

I1A]] - 0 I1A]] > 0

como f'(x) es continua en [a, b] se puede escribir

im 3. (77T = V]

i=l

I1A[] >0

= [N

31
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Ejemplo:

Calcular la longitud de la circunferencia de radio r.

XC+yri=r ... Ec. De la circunferencia con centro en el origen

)= r'=x> ... ... Ec. Del arco de circunferencia en los
cuadrantes uno y dos.

L) =-Vr'=x" ... .., Ec. Del arco de circunferencia en los

cuadrantes tres y cuatro.

Por la simetria de la circunferencia se puede calcular la cuarta parte
de su longitud.

= [T U+ [T

fi(X) = V=X

F(x) =

[f'(X)]2 = PER

por lo tanto
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Tema 4 Calculo integral
2
_r \/ X g J-r rdx
_ ——dx _
O NVr® — 0 *\/If' 2 x?
r

X
X
= I arc sen r .

=r (arc sen 1 - arc sen 0)

:rE
2

entonces
I1
L= 4(r 2
(r5)

L= 211r

Volumenes de solidos de revolucion.
Si se tiene la region limitada por la grafica de una funcion positiva f,

el eje de las abcisas y las rectas x=a y x=b y se gira en la regién
alrededor de x se genera un “solido de revolucion”.

Y

A

y=fi(x)

F{Xo)
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Tema 4 Calculo integral

Supongase que se tiene una funcion f. Si se considera una particion
en el intervalo [a, b], la suma de Reimann da una aproximacion del
area bajo la curva y sera:

n

Z f(g i)AiXi ’ ‘-C"i € [Xi-1, Xi]

i=1

"‘1 y=1f(x)
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Tema 4 Calculo integral

El solido por estos rectangulos al girar alrededor del eje x esta

formado por cilindros cuya altura es Ax y cuyos radios son iguales
d f( E i )

Y
A

El volumen de cada cilindro estara dado por:
2
v, =T[f ()] Ax

si || All tiende a cero, entonces n tiende a infinito.

Definicion.

Sea una funcidon f continua en el intervalo [a, b], entonces el
volumen del sélido de revolucidon generado al hacer girar alrededor
del eje x la regidn limitada por la grafica f, las rectas x=a , x=b y el
eje x esta dado por:

v = lim Zn: H[f(gi)]zAix

i=1
n-» «o
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Tema 4 Calculo integral

— IabH [f(x)]zdx

n = numero de subintevalos de la particidn

Ejemplo:

Calcular el volumen del sdlido generado al hacer girar alrededor del
eje x la regién limitada por y = x%, x = 1, x = 2 y el eje x

Y y = %2

A

0 172 -
v= 11 12y2a’x = HJ x *dx
Hxs}2
V=g |
31T
v= "% u
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Tema 4

Calculo integral

Ejemplo:

Encontrar el volumen de una esfera con centro en el origen y radio

\\ Py /4

a.

Y
A

KE+:‘|I'2=-HE

y = ‘VCZZ—XZ

V= Hj_a (a> = x7)dx

1 a
2 3
v= I (a x—3—x )}

V = (a3—la3+a3—la3jﬂ
3 3
B 411 53
V=3
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