LA INTEGRAL DEFINIDA

Cuando estudiamos el problema del area y el problema de la distancia
analizamos que tanto el valor del area debajo de la grafica de una funcién
como la distancia recorrida por un objeto se puede calcular aproximadamente
por medio de sumas o bien exactamente como el limite de una suma.
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i I 5 fixoq Jax
N=5[f(Xo) + F(X0) + F(X2) * «evvereriereeeeeaeeenn. + f(Xo1)] A X= "=

(se utiliza el valor de la funcion en el extremo izquierdo de cada subinterval o)
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lim lirm 37 F (g )i
n=22[f(x1) + F(X2) + F(Xa) + oeeeeeveiieeeeeiaiinnnn + f(x1)] A x = "T7Fi=1

(se utiliza el valor de la funcion en el extremo derecho de cada subintervalo)

h
lim lirm 21 F(t Jax
N=e[f(ty) + f(to) + F(ta) + ovvvveeeeeeeeeeeeeennn +f(t)] A x= "TFi=

(se utiliza el valor de la funcion en cualquier punto de cada subintervalo)

Este tipo de limites aparece en una gran variedad de situaciones incluso
cuando f no es necesariamente una funcion positiva. Teniendo en cuenta lo
expresado surge la necesidad de dar un nombre y una notacion a este tipo de
limites.

Definicion 1: Si fes una funcién continua sobre elintervalo [a, b], entonces la

integral definida de f de a a b, que se indica -[a ) es el numero:

h lirm

08X e 0t6) + 1050 + 00) + oo + f(%1)] A X0 bien
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[Proxx n"_ﬂéf(xi—1 = b-a

donde xp=a, Xxn,=byAx= n

(la funcion se evalla en el extremo izquierdo de cada subintervalo [xi-1, X] coni
=1, .,n)

Definicién 2: Si f es una funcion continua sobre elintervalo [a, b], entonces la

[Pf(x)alx

integral definida de fde a a b, que se indica es el numero:



[reqdx im

a =n=m [f(x1) + f(X2) + f(X3) + ooveniiiiiii + f(Xn)] A X
- ]
h i 37 f (e e —4
f=d '
Ia ) X_ n—wig donde xp=a, xp=b yAx= 1

(la funcién se evalla en el extremo derecho de cada subintervalo [xi1, X] coni
=1,.,n)

Definicion 3: Si f es una funcion continua sobre elintervalo [a, b], entonces la

| - o Prxdx ,
integral definida de fde a a b, que se indica @ es el numero:
[reqax 1im

a =N=m [f(t) + f(t) + f(t3) + .o + f(th)] A X

; b
b lim SOF(t; Jix —4
fi=)d '
Ia () X _n—eig donde Xp=a, Xa=b yAXx= N

(la funcidn se evalla en cualquier punto t; de cada subintervalo [x;-1, xi] con i =
1,..,n)

El nimero a es el limite inferior de integraciony el nimero b es el limite
superior de integracion .

Notacion y terminologia:

f(x) dx

Cuando se calcula el valor de la integral definida se dice que se e valla la
integral.



La continuidad asegura que los limites en las tres definiciones existen y dan el

b
mismo valor por eso podemos asegurar que el valor de Iaf[x]dx es el mismo
independientemente de coémo elijamos los valores de x para evaluar la funcion
(extremo derecho, extremo izquierdo o cualquier punto en cada subintervalo).
Enunciamos entonces una definicion mas general.

Definicion de integral definida: Sea f una funcion continua definida para a < x
b-a

< b. Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos de igual ancho A x=

Sean xp=a Yy Xy =b yademas Xg, X1, ...., Xn I0S puntos extremos de cada

subintervalo. Elegimos un punto t; en estos subintervalos de modo tal que t; se
encuentra en el i-ésimo subintervalo [x.-1, X]Jconi=1, .., n.

| . , [fixydx
Entonces laintegral definida de f de aa b es el nUmero * =
il
lim STt L
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La integral definida es un numero que no depende de x. Se puede utilizar
cualquier letra en lugar de x sin que cambie el valor de la integral.

Aungque esta definicidn basicamente tiene su motivacion en el problema de
calculo de éareas, se aplica para muchas otras situaciones. La definicién de la
integral definida es valida aun cuando f(x) tome valores negativos (es decir
cuando la grafica se encuentre debajo del eje x). Sin embargo, en este caso el
ndmero resultante no es el area entre la grafica y el eje x.

il
D (L) )
Observacion: La suma 1 que aparece en la definicion de integral
definida se llama suma de Riemann en honor al matematico aleman Bernahrd

Riemann. Su definicién incluia ademas subintervalos de distinta longitud.

Definicion de las sumas de Riemann: Sea f una funcion definida en el intervalo
cerrado [a, b] y sea una divisién (particion) arbitraria de dicho intervalo a = Xp <
X1 < X2 < X3 < vvveeeen. £ Xno1 < Xn = b donde A xjindica la amplitud o longitud del i-
ésimo subintervalo. Si t; es cualquier punto del i-ésimo subintervalo la suma

il
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, X1 < tj< X se llama suma de Riemann de f asociada a la particion

Si bien la integral definida habia sido definida y usada con mucha anterioridad
a la época de Riemann él generaliz6 el concepto para poder incluir una clase
de funciones mas amplia. En la definicibn de una suma de Riemann, la Unica
restriccion sobre la funcion f es que esté definida en el intervalo [a, b]. (antes
suponiamos que f era no negativa debido a que estdbamos tratando con el
area bajo una curva).


http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Riemann.htm

Una pagina interesante para ampliar sobre las sumas de Riemann y visualizar animaciones
resulta http://www.dma.fi.upm.es/docencia/prim erciclo/calculo/tutoriales/integracion/
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Como f(x) = X* es continua en el intervalo [-2, 1] sabemos que es integrable.

Dividimos el intervalo en n subintervalos de igual longitud

derecho de cada subintervalo tj= n,

n .
J‘jfdx i Zf(tijﬂxi lirmn Z(‘EJF%]B% lirmn
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Para el desarrollo de la sumatoria tenemos en cuenta las propiedades
siguientes:
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Observacion: Esta integral definida es negativa, no representa el area
graficada. Las integrales definidas pueden ser positivas, negativas o nulas.

Surgimiento del simbolo JT0x)dx

Leibniz creo el simbolo If(x:'dx en la dltima parte del siglo XVII. La I esuna S
alargada de summa (palabra latina para suma). En sus primeros escritos uso la

notaciéon "omn." (abreviatura de la palabra en latin "omnis") para denotar la
integracion. Despues, el 29 de octubre de 1675, escribio, "sera conveniente

. - Ve | n
escribir -[ en vez de omn., asi como I envezde omn.l ...". Dos o tres

semanas después mejord aln mas la notacion y escribio envezde
solamente. Esta notacion es tan util y significativa que su desarrollo por Leibniz
debe considerarse como una piedra angular en la historia de la matematica y la
ciencia.

La notacion de la integral definida ayuda a tener en cuenta el significado de la

h
misma. El simbolo jaf(x)dx hace referencia al hecho de que una integral es un
limite de una suma de términos de la forma "f(X) por una pequefa diferencia de
X". La expresion dx no se considera por separado sino que forma parte de la
notacion que significa "la integral de una determinada funcién con respecto a X".
Esto asegura que dx no tiene significado por si mismo sino que forma parte de

la expresion completa Iaf(xjdx . De todos modos, desde un punto de vista
totalmente informal e intuitivo algunos consideran que la expresion dxindica
"una porcidn infinitesimalmente pequefia de X' que se multiplica por un valor de
la funcion. Muchas veces esta interpretacion ayuda a entender el significado de
la integral definida. Por ejemplo, si v(t) (positiva) es la velocidad de un objeto en
el instante t entonces v(t) dt se podria interpretar, segun la consideracién
hecha, como velocidad . tiempo y esto sabemos que da por resultado la
distancia recorrida por el objeto durante un instante, una porcion de tiempo muy

wit)dt
pequefa dt. La integral IE' () se puede considerar como la suma de todas
esas distancias pequefias que como ya analizamos da como resultado el
cambio neto en la posicion del objeto o la distancia total recorrida desde t = a
hasta t = b.

Esta notacion permite ademas determinar qué unidades se deben usar para su
valor. Como sabemos los términos que se suman son productos de la forma
"f(x) por un valor muy pequefio de x"'. De esta manera la unidad de medida de



h
f(x)d

I o es el producto de las unidades de f(x) por las unidades de x. Por

ejemplo:

ki

* si v(t) representa la velocidad medida en Ty tes el tiempo medido en
[RI _ km . .

horas, entonces la -4 tiene por unidades h . h=km. La unidad obtenida

es kildmetros y es lo que corresponde porque es valor de la integral representa

un cambio de posicién.

* si se grafica y = f(X) con las mismas unidades de medida de longitud a lo largo
de los ejes coordenados, por ejemplo metros, entonces f(x) y x se miden en

[f(x)dx
metros y @

tiene por unidad m . m = m?. Esta unidad es la esperada dado que, en este
caso la integral representa un area.

Es importante tener en cuenta el teorema enunciado a continuacion.
Teorema:

e Siuna funcién f es continua en un intervalo [a, b] entonces f es
integrable en ese intervalo .

« Siftiene un numero finito de discontinuidades en [a, b] pero se mantiene

acotada para todo x del intervalo (presenta sélo discontinuidades
evitables o de salto finito) entonces es integrable en el intervalo.

Aprendizaje por descubrimiento

Analice el problema planteado y reflexione...

¢,No seria conveniente encontrar una forma mas sencilla para evaluar
las integrales definidas?

Seria interesante que en estos momentos analice alqunas
propiedades vy teoremas sobre la integral definida



http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/decubriintegral.htm
http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Teoremas.htm
http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Teoremas.htm
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PROPIEDADES Y TEOREMAS DE LA INTEGRAL
DEFINIDA

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Se enuncian algunas propiedades y teoremas basicos de las integrales
definidas que ayudaran a evaluarlas con mas facilidad.

_[bc dx=cib-a)
1) s donde c es una constante

2) Sifygsonintegrables en [a, b] y c es una constante, entonces las
siguientes propiedades son verdaderas:

[oe f(x)dx= o [Cf(x)dx

b b h
ja[ﬂ;x;H 0 (x)]dx= [ FOx)dx+ [ alx)dx
(se pueden generalizar para mas de dos funciones)

[7f(x e

3) Si x esta definida para x=a entonces 4 =0

b a3
flx)dw == fx)d
4) Si fes integrable en [a, b] entonces Ia be)dx Ih by

T ¥ = ()

5) Propiedad de aditividad del intervalo:
si fes integrable en los dos intervalos
cerrados definidos por a, b y c entonces

h C
[f(x)x= [LF(x)bx+ [SF(x)elx Ifﬂx?d“ Ifixjdx

INTENTE DEMOSTRAR LAS PROPIEDADES ENUNCIADAS

CONSERVACION DE DESIGUALDADES

* Si fes integrable y no negativa en el intervalo cerrado [a, b] entonces
0.2 [2f(x)olx

h
., ) ) dx 3 )
Demostracion: Si f(x) > 0 entonces Ia ) representa el area bajo la curva de
f de modo que la interpretacién geométrica de esta propiedad es sencillamente



el area. (También se deduce directamente de la definicién porque todas las
cantidades son positivas).

* Sifyg sonintegrables en el intervalo cerrado [a, b] con f(x) > g(x) para todo x

b b
fx)dx = d
en [a, b] entonces [Lfixddx = mix)dx

Demostracion: Si f(x) > g(x) podemos asegurar que f(x) — g(x) > 0 y le podemos
b
fix)— dxz=1
Iﬂ[ (x)=90x)Jox . De aqui

[fx)dxz [o(x)dx |

aplicar la propiedad anterior y por lo tanto

h b
fx)d d
[fxdax [aix) *> 0y de esta manera

Supongamos que m y M son constantes tales que m < f(x) < Mparaa< x<b.
Se dice que f esta acotada arriba por M y acotada abajo por m, la grafica queda
entrelarectay=m y larecta y=M.Podemos enunciar el siguiente
teorema:

*Sifesintegrabley m<f(x) <M para a<x<b entonces m((p-a)<

b
Jadx_y, (b —a).

W
o

(La grafica ilustra la propiedad cuando f(x) > 0)

Siy=f(X) es continua y my M son los valores minimos y maximos de la misma
enelintervalo [a, b] graficamente esta propiedad indica que el area debajo de
la grafica de f es mayor que el area del rectangulo con altura m y menor que la
del rectangulo con altura M.

En general dado que m < f(X) < M podemos asegurar, por la propiedad anterior
que



[Prmdx< [P (x)dx oM .

Si se evallan las integrales de los extremos de la desigualdad resulta m (b — a)
h
fi=)d

< R pb_a)

SIMETRIA

El siguiente teorema permite simplificar el calculo de integrales de funciones
gue poseen propiedades de simetria.

Sea f una funcion continua sobre el intervalo [-a, a]

=] 3
a) Si fes par _[_af(xjdx= EIDf[x)dx.

a
b) Sifes impar j'_af(xjdx= D.

|
_ fla)dx
Demostracion: tenemos en cuenta que a -La la podemos descomponer
en dos nuevas integrales

[ 0w, oo

[Fflx)dx _J'D‘af[xjdX_'_ Jof(x)dx

En la primera integral sustituimos u=—-x = du =—dx, ademas si x=—-a = u= a.

=§) u u
.[n (x) “B .[n (=u)- du] -[D (~u)du con esto la ecuacién original resulta:

510 _ [f(-updus e(x)ex

En el caso a) si la funcién es par f(-u) = f(u) entonces

f'af(xjdx: _[;f(u]du+_[§f(xjd><= 2 [ F(x )b

Mientras que en el caso b) si la funcion es impar f(—u) = — f(u)

fafl;x;ldxz - Inaf[u]dm _[Daf(x]dxz N

I;' xlox =2

Ejemplo: Sabiendo que 3 calcule las siguientes integrales.



0 7 2 2
a) _[_2 %2 dx b) J'_2 %2 dx o) In x4 dx d) J'D—xz dx

Utilizando propiedades de las integrales resulta:

o

2 4.2
. o x4 dx
a) Como x° es una funcién par: I - -[n

8
_ 3

2.2 0z 2.2y 2,24
b) Como x? es una funcién par: s [ dX+In TR, In e

16
3

2.2 2 2
0 _[D A d><23_|'n>< dx g

2.2 2.2 8
d) J'D—x dxz_ _[Dx ox -

AREA DE REGION ENTRE DOS CURVAS

Sifyg son dos funciones continuas en [a, b] y g(X) <f(X) ¥ x e [a, b], entonces
el area de la region limitada por las graficas de fy g y las rectas verticales x = a

yx=bes I: [F() - gi>)] dx

Demostracion: Subdividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos cada uno de
ancho A x y dibujamos un rectangulo representativo de alto f(x;) — g(x) donde x
esta en el i-ésimo intervalo.

Area del rectangulo i = [f(x) — g(x)] A X

Rectangulo representativo
Altura: T - gk

Ancho: Ax
'!Iu'.n
fip -~ =
¥= i)
y = 1)
0l +---~- F---=
a }&i b X

Sumando las areas y considerando que el nimero de rectangulos tiende a
infinito resulta que el area total es



lim Zf':” )— g )]a

n—=o =1

Como fyg soncontinuas en el intervalo, la funcién diferencia f — g también los
esy el limite existe.

im SR )= alx VA I

Por lo tanto el area es area = n—= i=l .

E s importante darse cuenta que la validez de la férmula del area depende sélo
de que fy g seancontinuas y de que g(x) < f(x). Las graficas de fy g pueden
estar situadas de cualquier manera respecto del eje x.

'!Il'n.
Rectangulo representativo . A b
Altura: fix - o) o
Ancho: Ax | 1 B i
'!Iu'n
N S— IR v g
\ /"“ﬂ":3 fox;) - 96c;)
fi i - o) 4 ¢ ¥ =T
y = fi] L .
{000
L I
sl Rectangulo representativo
Altura:f(}{ij—g(}{i}
Ancho: Ax

Integracion respecto al eje y

Si algunas regiones estan acotadas por curvas que son funciones de y o bien
se pueden trabajar mejor considerando x como funcion de y los rectangulos
representativos para la aproximacion se consideran horizontales en lugar de
verticales. De esta manera, si una region esta limitada por las curvas de
ecuaciones x = f(y), x=9(y), y =c y la recta horizontal y=d, donde fyg son
continuas y f(y) > g(y) para c <y < d, entonces su area resulta

AJ’ dy



Rectangulo representativo
Altura: by
Ancho: Ty -aly)

duy

x=0iy)

A modo de resumen:

Area - A _[: [(curva de arriba - (curva de abaja)]dx

consideran rectangulos verticales)

(en lavariable x, se

donde a y b son las abscisas de dos puntos de interseccidn adyacentes de las
dos curvas o puntos de las rectas fronteras que se especifiquen.

S J'Cd [(curva derecha)-(curva izguierda)]dy

consideran rectangulos horizontales)

(enlavariabley, se

donde c y d son las ordenadas de dos puntos de interseccién adyacentes de
las dos curvas o puntos de las rectas fronteras que se especifiquen.

Ahora seria bueno que se interese por investigar el Teorema
Fundamental del Calculo

HACIA EL TEOREMA
FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Vimos que cuando f(x) es la razon de cambio de la funcién F(X) y f(x) >0 en [a,
b] entonces la integral definida tiene la siguiente interpretacion:

b
Iaf(xjdx: cambio total en F(x) cuando x cambia de a a b.

Decir que f(X) es la razén de cambio de F(x) significa que f(X) es la derivada de
F(X) o equivalentemente que F(X) es una primitiva de f(x). El cambio total en
F(X) cuando x cambia de a a b es la diferencia entre el valor de F al final y el


http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Teoremafundamental.htm
http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Teoremafundamental.htm

b
valor de F al principio, es decir, F(b) — F(a). Podemos definir _[af(x]dx: F(b) —
F(a).

Esta definicion o principio se puede aplicar a todas las razones de cambio en
las ciencias sociales y naturales. A modo de ejemplo podemos citar:

Si v(t) es el volumen de agua de un depdsito, en el instante t, entonces su
derivada V(t) es la razén a la cual fluye el agua hacia el depésito en el instante

ta
t)dt . . L
t. Asi 1 Vi) =V(t2) — V(t1) es el cambio en la cantidad de agua en el depdsito

entre los instantes t; y to.

Si [c](t) es la concentracion del producto de una reaccion quimica en el instante
tentonces la velocidad de reaccion es la derivada [c]'(t). De esta manera
t
[[2e )t | 5
i = [c](t2) — [c](t1) es el cambio en la concentracion [c] desde el
instante t; hasta el t,.

Si la masa de una varilla, medida desde la izquierda hasta un punto x, es m(x)

h
, . ¥ dx
entonces la densidad lineal es p (x) = m'(x). De esta manera Ia p(3) =m(b) —
m(a) es la masa del segmento de la varillaentre x =ay x=Db.
g rz 9P gt
Si la tasa de crecimiento de una poblaciénes Ut entonces 1 G =p(ty) —

p(t1) es el aumento de poblacion durante el periodo desde t; hasta t,.

Si c(X) es el costo para producir x unidades de un articulo, entonces el costo
LY
. . , e
marginal es la derivada c'(t). Por consiguiente ##1 =C(X2) — c(x1) es el
incremento en el costo cuando la produccion aumenta desde x; hasta x,
unidades.

Si un objeto se mueve a lo largo de una recta con funcion de posiciéns(t) ,
tz
_ , ()t
entonces su velocidad es v(t) = s'(t) de modo que ™" =5(t2) — s(t1) es el
cambio de la posicién, o desplazamiento, de la particula durante el periodo

desde t; hasta t,.

Dado que la aceleracién de un objeto es a(t) = V/(t), podemos asegurar que la
expresion

jtzam dt

ty =V(t2) — V(1) es el cambio en la velocidad en el instante t; hasta el t,.



La potencia P(t) indica la razon de cambio de la energia E(t). Esto permite decir
t
[2Pit)dt
qgue P(t) = E'(t) y por lo tanto resulta ™
utilizada en el tiempo entre t1 y to.

= E(t;) — E(t1) indica la energia

La definicién que estudiamos de integral definida nos permite calcular o evaluar
la integral de funciones sencillas pero en la mayoria de los casos el calculo del
limite de sumas resulta complicado.

LA INTEGRAL DEFINIDA COMO FUNCION

Sea f una funcién continua en un intervalo [a, b]. Definimos una nueva funcion

H
g dada por g(x) = Iﬂﬂ:t]dt donde a < x<b. Se observa que g s6lo depende de
X, variable que aparece como limite superior en el célculo de la integral.

X
. . . . fit)dt , - .
Si x es un numero fijo, entonces la integral -[a (1) es un numero definido. Si

[t

hacemos que x varie, el nUumero también varia y define una funcion

gque depende de X.

Laintegral como funcién Laintegral como numero
X b
f(t) dt f(x) dx
a a

Analicemos una funcion continua f(x) siendo f(x) > 0.

L
. flt)dt . , .
Podemos decir que g(Xx) = -[a (t) se puede interpretar como el area debajo de
la grafica de f desde a hasta x, donde x puede variar desde a hasta b (se debe
pensar en g como la funcién "el area hasta").

El TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Primera Parte



| S A=t
Si fes una funcion continua en [a, b] entonces la funcion 4 donde

a < x< b esderivable y verifica A' (x) = f(x) para todo x del intervalo.

APRENDIZAJE POR DESCUBRIMIENTO
Analice los problemas planteados y reflexione
sobre sus resultados ...

Ahora estamos en mejores condiciones para comprender la demostracion del
teorema.

LA+ h)- AR
= fim DI AK)
Demostracion: Queremos calcular h—0 h

K+h

Abcrhy= [t v A= [t

Pero segun la definicion de A(X) resulta:

Alx+h)- AG) = [ - Mt
De aqui el numerador: berh)= AL Ia ftidt .I-a“

1)

H+h bt x+h
fitydt = |_fit)dt fit)cit
Por propiedades de la integral definida 'L' © Ia ) +I-“ o

Alx+h)- Afx) = [Mode+ [ fndt - [t
Reemplazando en (1), surge berh)= A J-a“ -[x (t Lﬂ::‘

Alx+h)- A= [ Mttt

Es decir y por lo tanto:

+h
A= lim 2XHMZAC) lr ftydt
"

h—0 h h—0 b

Si observamos el siguiente grafico, vemos que:

l!l'l.u

x+h

A1) - Al =J frtydt
E

K w+h t


http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/descubrimiento3.htm
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De aqui surge que si m es el minimo valor y M es el maximo que toma la
funciénenelintervalo [x, x+h], el rea de la regibn sombreada estara
comprendida entre el area del rectangulo de base hy altura m, y el area del
rectangulo de base hyaltura M.

¥ = fif) My =il

¥ ¥h ot K K+h

El areasombreadaesm ~ Elareasombreadaes g 4req sombreada es M
.h [ fit .h

Suponemos h > 0 (se demuestra de manera analoga para h <0).

me [ fdt <M
Dividiendo por h, resulta: h % .

Pero cuando h — 0, el intervalo [x, x+h] tiende a reducirse a un Gnico punto X y
por lo tanto los valores m y M tienden a f(Xx).

Ay = 1im D2EFZACO e 1 0eh et

Por lo tanto: h—0 h h—0h -

Luego “BI=TE)

Segunda Parte
Si fes una funcion continua en el intervalo [a, b] y F una primitiva cualquiera,
[Cfoxdx = F(0)- F(a)

entonces:

Demostracion:

Segun la primera parte del teorema

Si F(X) es otra primitiva, se tiene que A(X) = F(x) + k

t



Si x toma el valor a, se verifica que A(a) = F(a) + k pero como
=]
Ala)= -[af(t]dt= . entonces F(@) = -k yA(X) = F(X) — F(a).
Si ademas sustituimos x por b, resulta A(b) = F(b) — F(a) , es decir:
[Efo<ix = F(h)- Fa)

b
fix)dx=F({b)-F(a
Si F es cualquier primitiva -[5' ) ()= ).

A esta forma practica de trabajo se la conoce como REGLA DE BARROW.

h
Jf 0= FOOl, =F(b)-F (a)

. . [a0x+1)dix
Ejemplo: Determine el valor de *Z

4 (2
Ll[x+1]|d><—[T+x]

Tomadas juntas las dos partes del teorema fundamental expresan que la
derivacién y la integracién son procesos inversos. Se puede decir, en un
lenguaje coloquial que cada una "deshace lo que hace la otra”.

4
—(B+4)-(2+2)=8

2

Observacion: el teorema fundamental del calculo no requiere que la funcion sea
positiva. Sirve para evaluar las integrales definidas y muestra la estrecha
relacion existente entre la derivada y la integral.

La integral definida como funcién y la regla de Barrow a través de un ejemplo.

[ [1— 12 ] dt 13
Halle la funcion F(x) = "0 enx=0, 2,1, 2y2.
Podemos hallar el valor de cada una de las cinco integrales definidas
cambiando por los limites superiores pedido, pero es mucho més sencillo fijar x
(como una constante temporalmente) y aplicar el teorema fundamental del
calculo con lo que obtenemos.

x

t3

x
| (1—lt2Jdt t-15
Resulta la funcién F(x) = "o+ 4 -
en los distintos valores de x solicitados.

2
wo X2

0_ 12 que se debe evaluar

2
-2
Si derivamos se obtiene F'(x) = 4 = f(x) que coincide con el integrando.



x? 4 (a+1)x+ 4 d><=23—8

1 [
3
Ejemplo: Encuentre el valor de a si se sabe que [—1

Integrando y aplicando la regla de Barrow obtenemos:

1
1 1 1 1 2
B [Sa+ [a+1j+4] [ 3a+2[a+1] 4]_ §a+8

3 2
a2 +(a+1) +dx
3 2

EEI+B E Ea E

lgualando y despejando a resulta: 3 = =3 = d=a=2

1 si x<1
4 ¥ 5 1ax a2
. HESEO - '

Ejemplo: Halle b sifx)= L47F sx=2
La funcion f(x) es por tramos, en consecuencia:

1 22 204

k| + 2T awo B
o 2|1 2 J|2

[ (x)dx _ et [Pl 34 - x)dx_

0
7))l )

4 [———+4.4———4.z—— 3

_[Df[x]dxz(l_o)_'_ 2 2 2 2)_ 7

Para verificar los céalculos en este caso, puede graficar la funcion y
calcular el
area utilizando formulas para el célculo de areas de figuras
geomeétricas.

Ahora puede verificar los resultados obtenidos al analizar el problema
del area y el problema de la distancia (donde se calcularon integrales
definidas como limites de suma) utilizando la segunda parte del
teorema fundamental del céalculo.

Usted qué opina:
¢.Es fundamental el teorema fundamental del calculo?

Tal vez coincidamos en la respuesta ...

¢ Oué le parece si analiza a partir de estos momentos cOmo calcular
areas de regiones planas?

Analicemos las distintas situaciones que se pueden plantear en el
calculo de areas de regiones planas
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Calculo de areas

Para calcular el area que queda determinada entre dos curvas debemos:

1) Hallar las intersecciones de las funciones que delimitan el recinto del que se
desea calcular el area.

2) Dividir el intervalo total en subintervalos utilizando como extremos las
abscisas u ordenadas de las intersecciones halladas segun corresponda.


http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Area1.htm
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3) Integrar dentro de cada subintervalo para obtener cada subarea.

i e

=T

Area=A=

j'cd [(curvaderecha)-(curvaizguierdal|dy

Area=A=

I:' [(curvade arriba)-(curva deabajoj]dx

Seria conveniente que en estos momentos intente resolver ejercicios de
calculo de areas

EJERCICIOS

Célculo de areas

e« Céalculo de integrales definidas .

CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS

Se incluyen aqui los ejercicios para calcular integrales definidas y sus
respuestas

Ejercicio 1

Calcule las siguientes integrales definidas:

1 25y 5
- = d _
. jﬂ[zx 3 )dx ) L o . _[12wa 1dx
a 2 0 4 2
N In(ﬁ—ﬁ) dx i, | (x-2){x+ 1)ex [l 24%) o
0 I;[Ea+1)4 da I1Ex.lnx o 7 J'D%sen:{ dx

IE[—x2+x—1]dx
j) 0

J":' dx
) -3 4+ 2x


http://www.fca.unl.edu.ar/Intdef/Ejdefinida.htm
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m) ID cos(2x)dx

by ¢ d e f ) h) ) i k)
Respuestas: a)-2 ff 32 ;2 2 {72 342 o241 ;B4
5 3 § 3 3 ! y, 2 3

Ejercicio 2
‘I‘gf(x)dx=15,4;‘|Jf|[><]|d><=?,3;‘I‘gf(x)dx=3,5
Sabiendo que: +0 4 7 halle:
4 9 7
) e oy JafOx [ 30
3 4 49 g g
) Lf(x]dm]‘nzf(x)dx 0 J‘Daf(x]dx 0 J‘Tf(xjdm J‘Ef(x

Respuestas: a)46 b)108 «c¢)219 d)1195 e)345 f)7

Ejercicio 3

|3 sixet

3 f(XJ—{
flxd i
a) Calcule ID ) * siendo s =i

b
IE[x—1)[><+1)d><=4
b) Encuentre el valor de b tal que -0 .

%% 5 Dgx<?

¥ o8 2Ex=d

i ydx si f(x)={

c) Calcule 1

| 13

z
N _+6 = — =
Respuestas: a) 0 byb=-1,b =2 0)

Ejercicio 4:En la funcion definida graficamente por:
'!Ifn.

i



[ [Pr(x)ex
se sabe que “a (x) “-8 y *t = 6. Halle:

Icf(x]dx

a) *h

C
) Lf[xjd

Respuestas: a) —6  b) 2, representa el area de la region entre la grafica de f, el eje x,
las rectas x=a, x=c.

o .
e indique qué representa.

Ejercicio 5
En la funcion definida graficamente por:

L

y=Tix)

C C _
Iaf(x]dx=5 W Ibf(x)dx_4

se sabe que . Halle:

[fogex
a) e indique qué representa

b
0) Lf(x]dx

h
J' o= 2
a) -4 e indica el area de la zona entre la gréfica de f, el gje x, las
Respuestas: rectas x=ay x=Dh.

b
) I.; 9k _

CALCULO DE AREAS
Se incluyen aqui los ejercicios para calcular areas y sus respuestas

Ejercicio 6



Escriba, sin calcular, una integral definida que indique el area de la regién
sombreada.

a) b)
Y
T
| R R ————— ;

rFs
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Respuestas: 2_[ ser = 4_[ 2 serpctc
a) ] ]

J-_EE[#—XE ]ak=2[j[4—x2 ]zax " sz‘?ds{

c)
Ejercicio 7
En los siguientes graficos determine el valor del area sombreada:

b) c)

e |




b

R tas: 4 Lk} e
espuestas: a) E b) = C) E
Ejercicio 8

Dada la siguiente gréafica

halle:
a) las ecuaciones de las curvas,

b) el area de la zona sombreada.

Respuestas: a)y =X, y =(X —2)2 b) 10

Ejercicio 9

Grafigue la region limitada por las curvas y calcule el area determinada por
ambas.

a)y=x°conlarectay=2x+3

b) eleje de abscisas,larectay=x+1ylarectax=4



c) el eje de abscisas, la curvay = x* - 1 y la recta x = 2
dy=x*+2x—1conlarectay=—x—1
e)y’=4xconlarectay=2x—4

f) y =Inx, el eje de abscisas y las rectas x = 2, x= 10

g) y=x* conlarecta y = 3 — 2x

h) ¥= VX con y=x

i)y=4_x’conlarectay=x+?2

Respuestas: =z bz)'ﬁ ad g e)9 f)13,64 g?i? " B
) a)SF C)Sd)‘? ’ = h)Bi)‘?

Ejercicio 10

Halle el area limitada por la pardbola y=6+ 4x— x* yelsegmento
determinado por los puntos A(- 2, — 6) y B(4, 6).

Respuesta: 36
Ejercicio 11
Determine el area sombreada en las siguientes gréficas:

a) b)

o4
¥ = 60

Respuestas:

1| o
ba| i

a) b)



Ejercicio 12
Halle el &rea encerrada por lascurvas y= x> —4x e y=6x— X . Grafique.

'!Ih

Respuesta.
T %
125
el areavale 2 v
Ejercicio 13

Dada la siguiente gréafica halle:
a) las ecuaciones de las rectas

b) el area de las zonas | y Il indicadas en el grafico.

_ 5., . NI 25
R ta: Py =3-Zx,rp v =-xrd rg iy =Sx+3
espuesta a) ] 2 byAl=6 All =/7 2 [

Ejercicio 14

I

=

senx dx

ral=

a) Calcule

b) Determine el area de la regién comprendida entre la curva y = sen X, el eje x
n n

y las rectas x = — 2 Yy X= 2. Grafique.

c) Analice por qué no se obtiene el mismo resultado en a) y b).



a)0 b)el areavale 2

! C) No se puede calcular el area como la integral
planteada en (a) ya que da O pues las dos tienen el
Respuesta: mismo valor absoluto pero distinto
signo,geomeétricamente la regidon consta de dos partes
simétricas respecto del eje x.
Ejercicio 15

><2 s ox=Z

Calcule el area bajo la curva f(x)= {E =% sl x>2 {esde 0 hasta 3. Interprete
graficamente.

Respuesta.
37 4 \\ p
— 1] 3 k3
el area vale 0 -
Ejercicio 16

Escriba la integral definida que proporciona el area de la region (no calcule el
valor del area)

¥=gehy

T
Respuesta: 3 J. SENK C
A- 0

Ejercicio 17

Halle el area limitada por la pardbola y = X* — x y la recta que une los puntos
P, 2)y Q(- 3, — 6). Grafique.



Respuesta:

ra| D

Ejercicio 18

Halle, utilizando integrales, el area del triangulo limitado por las rectas de
ecuacion y—-3x=0; x-3y=0y x+y=4.

Respuesta: el area vale 4

Ejercicio 19

Calcule el area de la zona limitada por la curvay = X - 3 — x +3 y eleje de
abscisas.

Respuesta:. el area vale 8

Ejercicio 20

Halle el valor de las areas sombreadas.

Obtenga conclusiones teniendo en cuenta que la suma de las areas de las dos
regiones coincide con el area del cuadrado de medida de lado una unidad.

Consulte la bibliografia a fin de ampliar sus conocimientos
mediante la resolucion de nuevos ejercicios.






