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El objetivo al estudiar el concepttazon de cambio es analizar tanto cuantitativa como
cualitativamente las razones de cambio instantgrromedio de un fenémeno, lo cual nos permite
dar solucién a situaciones problematicas cuya gnium estd al alcance de los métodos algebraicos.

A través del estudio de los conceptos: Razén deb@aRromedio y Razdén de Cambio Instantanea,
conceptos relativos a los cambios de una magnibadrespecto a otra con la que esta relacionada
funcionalmente, podremos resolver problemas quauvan el cambio de una poblacién respecto al
tiempo, el cambio de la temperatura de un liqualogambio de la distancia en relacién con el
tiempo, la velocidad respecto del tiempo, entresotr

Actividad 1

La produccion de acero en Monterrey N.L. (Méxicongllones de toneladas, durante el
afio de 1992 a partir del mes de enero se mueslaat@ia:

Meses 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Produccién €
millones de| 6.7 8.5 8.9 78 9.7 10593 | 11.2 88| 11.4 11b 11|19

toneladas

1) Tomando valores para meses consecutivos, ¢ paratguéalo de meses el aumento de
la cantidad de produccion de acero fue mayor yudeto fue?
2) ¢Podrias calcular con una muy buena aproximaci@popduccion hubo el 15de junio?

RAZON DE CAMBIO PROMEDIO

En la vida diaria se determinan razones de camkiodiglersas situaciones de tipo natural,

econdmico, Yy social. Situaciones en las que nteyesa conocer cual es el valor mas pequefio
(minimo) o méas grande (maximo), como aumenta (greceisminuye (decrece) ese valor en un

intervalo de tiempo especifico, en general probked@nde se estudian fenOmenos relativos a la
variacion de una cantidad que depende de otradppiue se hace necesario describir y cuantificar
estos cambios a través de modelos matematicoscagaf tablas como se muestra en el siguiente
ejemplo:

Ejemplo

Los datos de la siguiente tabla muestran los valdeela temperatura T de cierto volumen de agua
tomadas en los minutésndicados:
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Tiempot en 0 5 10 15 20 25
minutos
Temperaturg ;5 255 55,7 95 85 62
Ten°C
Completar las siguientes tablas:
t 0 \ 5 10 | 15 | 20 | 25
5Ciir8t205 Cambio Cambio Cambio Cambio
T 15 | 255 55,7 | 95 | 85 | 62
Cambio . . . )
255_15=10.5 Cambio Cambio Cambio Cambio

Cambio de la

Cambio de T respecto del tiempo

Interv?tlo (36]) tUempo | temperatura AT _Tr—Ti

bz AT=T; -T, At -t
Det=0at=5 105 T(5) —T(0) _ 25,5—-15 _ 10,5 > C
5—0 5 5 min

Det=5at=10

Det=10at=15

Det=15at=20

Det=20at=25

a) ¢Qué significado tienen las mediciones hechasdm azumna de la tabla?
b) ¢Qué expresa la razon de cambio de la temperatnnaespecto al tiempo?

c) ¢Es posible que algunos valores de la tercera oalw®an positivos y otros negativos? ¢ Qué

interpretacion le damos a esta situacion?

El cambio se da cuando se pasa del estado inicigtado final. Para medir el cambio de una
variable restamos su valor en el estado final meooslor en el estado inicial. Para la varidble
el cambio lo mide la diferencig — t; = At , (4:delta), dondeAt representa el cambio en el
tiempo. Para la variabl€ el cambio lo mide la diferencig — T; = AT , dondeAT representa el
cambio, aumento o disminucion, de la temperatusaufEcambio de la temperatura respecto al
cambio del tiempo. Pero podemos preguntarnos, guénelocidad cambia la temperatura? Para
contestar esta pregunta debemos relacionar el oadebtemperatura respecto del cambio del
tiempo comparando los cocientes.
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Cambio de T respecto del
Intervalo de tiempo Cambio de la temperatura tiempot
[t o] AT=T; - T, AT _Tr—Ti
At tr—t;
Det=0at=5 10,5 2,1—
mom
Det=5at=10 30,2 6,04 —
rgm
Det=10at=15 39,3 7,86 —
7;%”’1
Det=15at=20 -10 —2—
moln
Det=20at=25 -23 —4,6 —
min

La razdn de cambio de la temperatura con respédienapo da como resultado la velocidad
promedio con la que cambia la temperatura resphdttiempo. Por ejemplo, el primero de los

. . . .. . . °Cc
cocientes indica que la temperatura cambié con welacidad promedio d@,lﬁ en el

intervalo de tiempo de= 0 at=5, es decir que por cada minuto transcurridoiemodntervalo,
la temperatura cambio 2,1°.

Estas razones de cambio se denomiaaanes de cambio promedio

Veamos en el cuadro el significado de cada unosiedliculos.

Cantidad th -t1 T(tz) —T(tl) M
2 1
Cambio en el tiempo| Cambio de la Razon de cambio
temperatura cuando elpromedio de la
Significado tiempo cambia d&=t; | temperaturd con
at=t,, respecto & cuando
cambia dd; aty

Definicion: dada una funcidly = f (x), se llamarazon de cambio promedi@ medig dey
respecto ax en el intervalo ¥; , x] al cociente entre el cambio en el valor ge
Ay = f(x;) — f(xy) y la amplitud del intervaldx = x, — x;, en el cual ocurrié el cambio. La
razon de cambio promedio es:

by _ () = fG)

Ax Xy, — X
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Graficamente:
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> dy=Aff) fix)

) e e

X Y
! AxX=x; - X1

xVv

X1 X2

ComoAx = x, — x4, podemos despejay = x; + Ax ,y
Ay = f(x; + Ax) — f(x,) por lo que la razon de cambio media resulta:

Ay  f(x+4x) = f(xy)
Ax Ax

En la tabla hay razones de cambio promedio positvaegativas. Si la razon media de cambio
°C

min

es positiva, por ejemple 04 significa que la temperatura crecié durante esvalo a razén

de 6,04° por minuto. Si la raz6n media de cambineggtiva, por ejemplo - Zg—n% significa que
la temperatura decrecio durante ese intervalo@rde 4,6° por minuto.

El valor absoluto de la razén de cambio promedilicenlarapidez del cambio.

El signo indica si se produjo un aumento o disminc

Definicidn: se llamarapidez de cambio meda valor absoluto de la razon de cambio promedio,
es decir

|A_y fa) - fw)
Ax|

o [22] < [l a0 = fn)
Xy, — Xq Ax A

X

Actividad 2

La cantidad de caldn (en joules) que se necesita para convertir un gréenagua en vapor es
—-8t+7520

funcion de la temperatutden °C) de la atmosfera segun la le(t) = .
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Completar la tabla, calculando los cambios de cpltas razones de cambio promedio de la
cantidad de caloh con respecto a la temperaturade la atmdsfera, pard <t < 60, en
intervalos de 15 grados de amplitud.

Ah . .
Ah Cambio de cantidad de | at Cambio de cantidad de

Intervalos de temperatura (°C:)Calor (en joules) calor respecto a cambio de
temepratura
0<t<15
15<t<30
30<t<45
45 <t <60

¢, Como se interpretan los resultados?

Observamos aqui, que la variacion de calor esodl@g en todos los intervalos, por eso la razéon de

cambio promedio se mantiene constante para intereld 15° de amplitud y es igual a 2’—@%2

Si calculamos la razon de cambio promedio en foamalitica a partir de la ley que define la
funcion, se obtiene la misma conclusion, en efecto

—8t,4+7520  —8t;+7520  —8t,+75204+8t;—7520 —8(t,—t
Ah = h(t,) — h(t;) = =2 | = 8t 177520_~8(ta=t1)
3 3 3 3
—8(t2—t1)
, . . Ah 5
ComoAt = t, — t; , larazén de cambio medla-Aets= = —2,67.
27 b1

Es decir, la razon de cambio promedio se mantienstante independientemente del intervalo de
temperatura del cual se trate.

Por lo que vemos en este ejemplo, hay cambios queem uniformemente mientras que otros
cambian a cada instante y otros en los que losioansbn muy complejos, como en el movimiento
de moléculas, por ejemplo.

Uno de los objetivos del célculo es encontrar leyesdescriben esos cambios para poder medirlos y
predecir.

Actividad 3

Un cuerpo que es lanzado hacia arriba se mueveode que su posicion despuést@degundos esta
dada por la ley(t) = —2t% + 12t + 9 cuyos valores se expresan en metros. Determinaztm
media de cambio del desplazamiento con respectierapo transcurrido, durante los primeros 5
segundos, en intervalos de 1 segundo de ampliuhlgs la razén de cambio del desplazamiento a
los 2 segundos de iniciado el movimiento?



Profesorado de Nivel Medio y Superior en Biologia
Matematica - 12 Cuatrimestre Afio 2012
u. Prof. Maria Elena Ruiz RAZON DE CAMBIO

RIO NEGRO

UNIVERSIDAD
NACIONAL

Intervalos Razo6n de cambio promedio

Si buscamos la razén de cambio en forma analteoamos:

At t,—t; t,— t

As  s(ty) —s(t)  —2(t)* +12(t) +9 — (=2t +12t; +9)

Si ahora llamamo$ = At =t, —t;, tenemos:

As sty +h)—s(ty)  —2(t; +h)? +12(t; + h) +9 — (=2t +12t; +9)
At h B h B

_ —4t;h—2R? + 12k h(—4t; — 2h + 12)

- - = —4t, —2h + 12

En la tabla vemos que la razdn de cambio medidgess, la velocidad promedio, cambia en cada
intervalo: al principio lleva una velocidad mayomaymedida que se acerca a su altura maxima, la

velocidad disminuye. ¢ Es posible que se anule?

Después de alcanzar la altura maxima, el cuerpo (vajocidad promedio negativa), primero con

menor rapidez y luego con mayor rapidez.
Sig(t) es la funcién posicion de un objetoy&ocidad promediesta dada por

s(t; + At) — s(ty)
Y = At

Actividad 4:

a) La funcionf(t) = 16t% + 10 describe la posicién de un objeto cualquierac(@at la

velocidad media entre:
a. t=0yt=2 dt=1,99yt=2
b. t=1yt=2 ct=19yt=2
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RAZON DE CAMBIO INSTANTANEO
Para estudiar la razén de cambio en un instante, #@dmos el siguiente ejemplo:
Un globo esférico se infla con un gas.

a) Encontrar la razén de cambio media del volumenrespecto al radio cuando éste cambia de
2ma 2,5my cuando cambia de 2mba 3m.

b) ¢Es posible calcular la variacion del volumen coagldadio es exactamente 23
Sugerencia: completar las siguientes tablas pailitdael calculo.

Intervalos i—‘; Cambio de volumen con respecto al
cambio del radio
25<t<26 V(2,6) —V(2,5) 817232969
26—25 01

m3
= 81,7232969 —
m

25 <t<251
2,5<t<2501
2,5<t<25001

2,5<t<2,50001
Intervalos i—‘: Cambio de volumen con respecto al
cambio del radio

24<t<25
249<t<125
2499 <t <25
24999 <t <25
249999 <t <25

a) ¢Qué diferencia fundamental se puede observar esteejemplo y la Actividad 2 dada
anteriormente?

b) ¢Por qué en este problema se hace necesario cdicudadn de cambio en un instante
particular?

. 4 , . . .
Teniendo en cuenta que el volumen de la esfem=e§n r3, vemos aqui, que si el radio cambia de

2m a 2,5m, la razén de cambio es 63,88mes decir que el volumen cambia 63,8&mr cada
metro que varia el radio; si el radio cambia den2253m, la razén de cambio es 95,20m es decir
que el volumen cambia 95,28 mwor cada metro que varia el radio.

Con la razon de cambio promedio analizamos intesvedlativamente grandes, pero en realidad los
cambios no suceden a saltos. Por ejemplo, el valute¢ globo varia a cada instante, en forma
continua a medida que se va inflando. En geneyalcdmbios fisicos y biolégicos son continuos,
cambian a cada instante, de modo que no alcanzeatmrar la razén de cambio promedio.

7
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Si la velocidad de los cambios o la razén de camphomedio es constante, calcularla para cualquier
intervalo nos permite saber lo que sucede en dantescualquiera, porque no depende del valor de
la variable en el intervalo (como es el caso declavidad 2).

Cuando la razén de cambio no es constante, ello&@aown instante particular no es tan sencilla. Po
ejemplo, en el problema del globo esférico quenfla ton gas, ¢podemos calcular la variacion del
volumen del globo cuando el radio es exactamebi®?2,

Para este problema, se construyeron dos tabladedos valores del radio se aproximan a 2,5 por
valores mayores y por valores menores, es decianwsdr cada vez mas pequefo, y en ese caso
las razones de cambio promedio se acercan o tiend8539816/im, que es el valor exacto para
r=2,45m.

La razén de cambio del volumen cuando el radioee8,8m, es el limite de las razones de cambio
promedio cuanddr es infinitamente pequefio, es decir cuando

Ar — 0. Este tipo de razén se denomiaadn de cambio instantanea.
Definicion: se llamaazén de cambio instantdnela una funcion cuando= x; a:

. fOqa+Ax)—f(x) Ay
lim = lim —
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

Vemos que la definicion de razon de cambio inste#é&omprende un concepto nuevo que es el
concepto déimite de una funciarnSi bien no estudiaremos ahora esta nocion, pcudbno haremos
calculos de razén de cambio instantanea, si podramerpretar su significado y estimar su valor.

Por ejemplo, en la Actividad 3, para calcular ladéra de cambio instantanea a los 2 segundos,
debemos calcular el limite de la razon de cambidianeuandadt — 0. Pero, podriamos estimar su
valor, sin necesidad de usar limite. ¢ Como lo Ragfaqué valor llega?

Para la Actividad 4, estime la velocidad instantéémat = 2.



