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Autores como Glaeser (1981), Sesiano (1985), Schubring (1988), Paradis
(1989), Lizcano (1993) y Gallardo (2002) entre otros, han contribuido al
analisis histérico epistemolégico de los numeros negativos. Estos
investigadores han evidenciado que el proceso de reconocimiento de los
nameros negativos, en tanto concepto matematico legitimo no ha evolucionado
de manera continua sino que ha variado cultura a cultura, mostrando incluso
rupturas y retrocesos.

En la primera parte de este escrito nos referiremos a dos momentos cruciales
en la historia temprana de los nimeros negativos, a saber: la naturaleza
algebraica de su génesis y el surgimiento del primer lenguaje simbdlico que
permitid6 reconocer y aceptar soluciones negativas. En la segunda parte del
presente escrito se confrontan al estudiante y al profesor de educacion basica
con uno de los problemas historicos que desatd la emergencia inaplazable de

la solucién negativa.

PRIMERA PARTE: HISTORIA

La génesis algebraica de los nUmeros negativos.

Desde épocas remotas 400 a. c., los chinos realizaban sus célculos aritméticos
utilizando pequenas varillas. Colocaban estos numerales concretos (niUmeros
barras) sobre una superficie plana (tablero de calculo) llegando asi a la
creacion de numerales posicionales decimales que mostraron desde un
principio su gran potencialidad. Por consiguiente, el concepto de ndmero
expresado en palabras se transcribi6 a una notacién posicional sobre un

tablero de calculo. Este hecho jugd un papel muy importante en el paso de un



nivel de pensamiento verbal a un nivel generalizado y abstracto, pavimentando
asi, el camino para el uso de simbolos.
Los nueve digitos de la notacibn de numero barra eran de dos tipos,

dependiendo de la posicién, como se muestra en el diagrama siguiente:
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Por ejemplo, el nimero 94 571 se representaba como: “II

El nimero 608 como: T -"T donde el espacio vacio es consistente
con el sistema de valor posicional. De hecho, los chinos realizaban las
operaciones elementales dando estatus de numero al espacio vacio, que
evoluciond con el uso del calculo, en el concepto del cero. Asi también, los
chinos utilizaron varillas de color rojo para representar los nimeros positivos y
varillas de color negro para los niumeros negativos. Una forma alternativa de
indicar los niameros negativos fue colocar sobre una varilla en forma diagonal.
Asi — 806 se expresaba como: Esta notacién paso posteriormente
a la forma escrita.

El tablero de calculo permitié a los chinos extender sus bases aritméticas a
otros niveles. Se sabe que la evolucion de los conceptos geométricos estuvo
relacionada con la asociacion de numeros a mediciones, particularmente
longitudes y &reas. Esta asimilacion gradual resultd en reglas geométricas
como las que conectan los lados de un triangulo rectangulo o aquellas que
relacionan las areas de un rectangulo a un cuadrado, cuando se dividen en
partes mas pequefas. Este tipo de consideraciones dio origen al algebra
geométrica comun a griegos y babilonios. Pero los chinos fueron mas alla al
aritmetizar estos conceptos de algebra geométrica sobre el tablero de calculo

donde las posiciones jugaban un papel crucial. De hecho, se descubrid




gradualmente que este método que involucra los numeros barra era aplicable
no sélo a problemas particulares sino que podia generalizarse a conjuntos de
problemas. Esto Ultimo se advierte en el terreno del algebra, donde los
nameros negativos cobran sentido en el contexto de la resolucién de
ecuaciones.

Un ejemplo tipico tomado del “Tratado Matematico de los Nueve Capitulos”,
250 a. c., cuyo enunciado y resolucion se expresan en lenguaje natural, se
plantea:

“Al vender dos vacas y cinco cabras para comprar trece cerdos hay un
sobrante de 1000. El dinero obtenido de la venta de tres vacas y tres cerdos
alcanza exactamente para comprar nueve cabras. Al vender seis cabras y ocho
cerdos para comprar cinco vacas, hay un déficit de 600. ¢ Cuél es el precio de
una vaca, una cabra y un cerdo?”.

El siguiente sistema de ecuaciones es una traduccion directa actual del

enunciado:

2x + 5y = 13z + 1000
3x+ 3z =9y

2x + 5y — 13z = 1000

Sistema se tiene: 3x =9y +3z =0
By + 8z = 5x — 600 6+ By + 82 = — 600

Ordenando el

Este problema involucra ventas y compras, que se corresponden con positivos
y negativos, respectivamente y el sistema de ecuaciones relacionado en

arreglo rectangular (representado en el tablero de calculo chino) es el siguiente:
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Si analizamos el método de solucién que emplearon los chinos, nos daremos

cuenta que los simbolos usados para las variables carecen de importancia; los



coeficientes de las variables son lo importante. En particular, propusieron un
esquema a fin de identificar los coeficientes en forma tal que no haya
necesidad de escribir las variables.

Primero comprobamos que los coeficientes de las variables aparezcan en el
mismo orden en cada columna. En seguida hacemos las posibles operaciones

que utilizaron lo chinos para resolver el problema planteado:

C3(5) + C1(2) -> C,

C3(—3 ) + C> (2) -> C,
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De lo anterior se obtiene que las soluciones son: x =1200; y=500; z =300

De este modo, el sistema del problema planteado, en arreglo matricial, se
transformaba a fin de que todos los numeros a la derecha de la diagonal
principal fueran cero (s6lo operaban las columnas). Esta matriz transformada
corresponde a un conjunto diagonalizado de ecuaciones, del cual todas las
incégnitas se determinan sucesivamente. Cuando este método se aplicaba a
diversos problemas, era inevitable que desembocara en el concepto de una
nueva clase de numeros, distintos de los conocidos. Asi, los negativos
emergen de este lenguaje de calculo, libres de los significados concretos que
tenian en el contexto de los problemas verbales.

Como ya se menciond, para fines de computo los niameros descritos con los
términos precio de venta, precio de compra, excedente, déficit, se transcribian
a una forma concreta: los numeros barra.

Asi, los conceptos de positivo y negativo que inicialmente evolucionaron de
entidades opuestas, como ganancia y pérdida, vender y comprar, en este
tablero de caélculo, se desprenden de dichas asociaciones linglisticas y



devienen en un conjunto numérico, cuyas propiedades se conectan con las de
otro grupo familiar, el de los nUmeros positivos.
En términos modernos, tales propiedades se describen como sigue: supongase

que A>ByB >0, entonces:

Parasustraer = A _(XB)= £ (A-B)
+A —(FB= 4+ (A+B)

0 _ &A= F A
Para sumar =+ A +((*B)= TF (A+B)
+A +(¢B)= = (A-B)

0 +(iA): = A

En sintesis, puede afirmarse que el antiguo método chino es el método actual
que consiste en transformar el sistema de ecuaciones en otro equivalente
expresado por una matriz triangular. Los caracteres chinos escritos estan en
lineas verticales de derecha a izquierda, mientras que nuestras ecuaciones
estan en lineas horizontales de izquierda a derecha, es decir, plantean los
problemas en términos de la matriz transpuesta. Mediante este arreglo matricial
los chinos pasaron del lenguaje retdrico a un lenguaje notacional que permitio
resolver problemas practicos por medio de sistemas de ecuaciones lineales.
Las posiciones de los coeficientes y términos independientes sobre el tablero
de calculo propicié generalizar a sistemas de m ecuaciones con n incognitas.
Ahora bien, se observa que en la traduccion directa de los problemas al
simbolismo algebraico, el coeficiente del término inicial de cada una de las
ecuaciones tiene signo positivo; sin embargo, los coeficientes que ocupan una
posicion intermedia pueden ser también negativos. Por otra parte, los
coeficientes de la misma incognita estan en una fila y los términos
independientes en otra. Este arreglo matricial permite la presencia de numeros
negativos. Una manera en que operaron la multiplicacién fue realizando sumas
0 sustracciones reiteradas y las divisiones por sustracciones sucesivas 0 en

base a la multiplicacion.



Podemos concluir que el Tratado de los Nueve Capitulos muestra la génesis
algebraica de los numeros negativos como resultados intermedios en el
proceso de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Este hecho permitié

interpretar los conceptos de compra y venta en problemas de enunciado verbal.

El surgimiento de las soluciones negativas en la

historia

No seria sino hasta el siglo XV que Nicolas Chuquet tuviera la gran audacia de
dar sentido a soluciones negativas en ecuaciones y problemas. De hecho, la
obra de Chuquet contribuyé a establecer los cimientos del lenguaje algebraico
a fines del siglo XVI.

En la obra “Triparty en la science des nombres” de Nicolas Chuquet, Lyon
1484, el autor enuncia las operaciones fundamentales para nimeros simples y

compuestos (denomina niameros compuestos a los que contienen expresiones

irracionales; por ejemplo, 4 + /5 + 5 -/15). En la tercera parte de su obra
dedicada al algebra, extiende la operatividad de los numeros simples y
compuestos a las ecuaciones. Introduce un lenguaje sincopado avanzado,
donde la generalidad de su notacion y terminologia apuntan a la simbolizacién
del algebra.

Chuquet explica que cada numero puede considerarse estrictamente como
cantidad y para expresarlo se puede escribir el cero en la parte superior del
ndmero, por ejemplo 12° es 12 y 13° es 13. Ademas, cada nimero puede
considerarse como nimero primero de una cantidad continua; por ejemplo, 12*
y 13', representan los nimeros lineales 12 x y 13 x, respectivamente. Del
mismo modo, el nimero superficial cuadrado 12° equivale a: 12x* y 132
expresa: 13x°; y asi sucesivamente. Cualquiera de las expresiones anteriores
es positiva y si es necesario considerar la negativa, se debe afadir la palabra

“menos”, de la siguiente manera m 12° , m 12! |, m R*12%

Chuquet introduce una notacion para exponentes negativos. Asigna el nombre
de primer menos al exponente de la expresién 12'™ y el segqundo menos al
exponente de 12°™ . Estos, a su vez, son diferentes del — 12 primeros, o sea,
m12,



Podemos afirmar que la gran importancia de Chuquet en relacion al tema en
cuestion, estriba en que sus lenguajes y métodos algebraicos permitieron
encontrar soluciones de algunos problemas que sus contemporaneos
consideraban insolubles. Si el método conducia a un nimero negativo, este
namero era la respuesta y debia ser interpretado en el proceso en que estaba
involucrado. En el lenguaje simbdlico creado por Chuget los nUmeros negativos
adquirieron presencia escrita, ya no serian invisibles ni absurdos. Sin embargo,
seria hasta el siglo XIX que los niumeros positivos y negativos adquirieran el
estatus de numeros enteros. En 1867 aparecio la obra de Herman Hankel,
“Teoria del Sistema de Numeros Complejos”, donde los obstaculos
concernientes a estos niumeros son superados. Su libro estuvo consagrado a la
exposicién formal de la teoria de los nUmeros complejos y no es mas que a
titulo de preliminares que resolvio el problema de los nimeros negativos.
Retomando la obra de Chuquet, a continuacién se presenta la interpretacion
atribuida a la solucidon negativa en un problema de compra y venta de
mercancia. El enunciado afirma que:
“Un comerciante compro 15 piezas de ropa por la suma de 160 escudos.
Algunas pago a 11 escudos cada una y las restantes a 13 escudos la pieza.
Determinar cuantas prendas comproé de cada clase”.
Chuquet utiliza lenguaje sincopado. Denota la incégnita x con el simbolo 1* y
2x con 2'. Ademas, el signo menos lo representa por m y el signo mas por p.
En terminologia moderna, el problema se plantea mediante el sistema de
ecuaciones:

X1 +Xo =15
11x; + 13x, =160
Considerando x; = x, como la incégnita, se tiene x, = 15 — x y la segunda

ecuacion se transforma en la siguiente: 11x+13(15— x) = 160, donde x = 17 ;

Chuquet afirma: “al realizar las operaciones “1* por 11 escudos” mas, “15
menos 1, por 13" se obtiene “195 menos 2 que corresponden a “160

escudos”. Enseguida se igualan las partes. Ahora bien, 2! es el nimero que

divide y 35 el numero a dividir. Dividiendo 35 por 2 resultan 17 ; piezas por el
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precio de 11 escudos. Al sustraer 17 ; de 15 queda menos 2 ; piezas al

precio de 13 escudos cada una. Después de verificar la ecuacién, Chuquet

observa que estos problemas son imposibles: es decir, el resultado es

negativo. En este caso, la imposibilidad se debe a que 11650 igual a 10 2 no es

un valor entre los precios dados 11 y 13. Propone la interpretacion siguiente: el

comerciante compré 17 ; piezas a 11 escudos cada una con dinero en
efectivo, pagando 192 ; escudos. También adquirio 2 ;piezas a 13 escudos
cada una para pagar a crédito la cantidad de 32 ; escudos. De esta forma,
contrajo una deuda 32 ; gue, al restarla de 192 ; se obtiene 160. Siguiendo
el mismo razonamiento, Chuquet considera que las 2 ; piezas adquiridas a

. 1 . . .
crédito deben sustraerse de las 17 P piezas compradas, y el comerciante tiene

Gnicamente 15 piezas que, realmente, son de él.”

Se concluye entonces, que Chuquet aceptaba y representaba simbdlicamente
la solucién negativa en ecuaciones y problemas. Una vez verificada la solucion
por el método de sustitucion en la ecuacién o ecuaciones correspondientes,
ésta recibia una interpretacion adicional adecuada al contexto, en el caso de
problemas verbales.
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SEGUNDA PARTE: ENSENANZA
Aportaciones al dlgebra educativa

¢,Qué sucede cuando un estudiante de secundaria, ubicado en la transicion de

la aritmética al algebra se enfrenta al problema de Chuquet?

Se menciond al comienzo de este escrito que la resistencia a la aceptacion
de soluciones negativas en ecuaciones y problemas, se manifiesta tanto
en el ambito histérico del desarrollo de la matematica como en estudiantes
qgue se inician en el estudio del algebra simbdlica. En este ultimo caso, tal
evitamiento de la solucién negativa estd acompafiado por lo general de una
separacion, en la practica escolar, entre el manejo operativo de los nimeros
con signo y la resoluciéon de ecuaciones algebraicas. Por otra parte, la
extension del dominio numérico de los naturales a los enteros, durante el
proceso de adquisicion del lenguaje algebraico por el estudiante de
secundaria constituye un elemento esencial para lograr la competencia
algebraica en la resolucion de problemas y ecuaciones (Gallardo, 2002).
Para mostrar esta probleméatica con estudiantes se analizan las
dificultades presentadas por el alumno (R) al momento de operar con
negativos durante el proceso de transicion de la aritmética al algebra. Este
cursa el segundo afio de secundaria y tiene 12 afios. En dicho analisis, se
examinan las interpretaciones atribuidas por el estudiante a la nocion de
orden en los enteros, simétrico de un namero, y el uso de la operatividad
aritmético — algebraico en adiciones, sustracciones, expresiones abiertas,
ecuaciones y problemas.

Este Estudio de Caso corresponde al estudiante de mejor desempefio de la
investigacion reportada en Gallardo (1994). Se presentan aqui los items
anteriores al problema de Chuquet. Ello permite conocer como interpreta y
opera este estudiante con numeros negativos antes de que resuelva el
problema histérico en cuestiéon. De hecho, la entrevista termina con la

resolucion del problema de Chuquet por R.
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Estudio de Caso (R)

En el fragmento izquierdo del formato siguiente, aparece el didlogo de R con el
entrevistador (E) y en el recuadro de la derecha las observaciones de E,

cuando las juzg6 pertinentes.

ftem: 7 -12 =
R: 7 menos 12 esigual a menos 5 La sustraccién como
E: ¢Y como le hiciste? complementacién (¢Cuanto
R: Por quelo quelefaltaa7 [sefidael 7] parallegar lefdta...?)

al2 [sefialael 12] es5. Como no alcanza, 0 sea,
baja del 0, entonces queda menos 5.

E: ¢Y como comprobarias eso en larecta?

[R dibuja unarectal

R. Asi. Aqui esta el 0 [Sefidael 0]. De aqui para aca[Sefiala de 0 haciael 7] son positivos
de aca paraaca[sefiala el 0 hacialaizquierda] son negativos.

E: Si

R: Entonces seria7 menos; 1, 2, 3,4,5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12, [cuentade +7 hastallegar
a-5] 5.

E: Si.

R: Seria 5. [Sefiala el menos 5] y como esta en €l lado de los positivos es 5.

E: Dél lado de los negativos.

R: Del lado de los negativos, perdon. En & modelo de larecta; e
signo menos leindica una
[Rastros de R en larectd]: direccion. Utiliza el conteo de
uno en uno
5 0 +7

ftem:—1+ 0 =5

E: Muy bien ¢Y menos 1 més cuadrito igual a5? Recurre al modelo de larecta
R: ¢Menos 1 més cuadrito igual a5? Seria6 numérica. El signo + indica
E: ¢Como le hiciste? “moverse ala derecha’

R: Porque menos 1 [Sefiaa-1] esta del otro lado
del O, entonces es 1 atras del 0 [mueve la mano hacialaizquierda). Y 5, estd a5 lugares del
0, entonces se suman los lugares. Entonces 1 atras del 0 méas 5 parallegar del 0 a 5, son 6
[mueve la mano hacia la derecha dibujando unarectaimaginaria].
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item: -2 4=

E: Muy bien, ¢Y menos 2 menos 47?

M
R: Menos 2 menos 4. Aqui (—2—-4 =) seriamenos 6. Porque es menos 2, o sea, siempre
gue se hace menos en una recta se cuenta hacia este lado [sefiala hacia la izquierda en una
rectagque dibujal.

“— 0
|
!
-6 -2

Entonces seriamenos 2 [sefidla— 2], menos 4 esmenos6. 1, 2, 3,4, 5,6; menos 6 [sefiaa
-6,

ftem: 3—(-5) =
E: Muy bien, ahora tenemos 3 menos menos 5.
R: 3menosmenos5. Aqui [3—(-5)= ]seria8§,
porqueaqui [3 — (—5)= ]seusalaley delossignos. Introduce Ia_Iey de Ios. _
Menos por menos, 0 sea signos iguales, es més. Entonces signos, propiadel dominio
seria3 mas 5igual a8 [escribe] 3+ 5=8 multiplicativo.

ftem: -5-(-1) =

E: Muy bien ¢Y ésta?
R: Estaes|o mismo. No. Es menos 5, menos menos 1. Es méas o menos lo mismo, porque, 0
seq, 0 [dibujaunarectay sefidael 0]:
-5 0 Utilizaen forma simulténea el
| B N - I modelo de larectanuméricay la

I [ T 1T T 1 .
Tendriamos 1, 2, 3, 4, 5 (sefidla—5). reglade los signos.

Tendriamos el menos 5, menos menos 1, daria menos 4.
Porque seriamenos 5 mas 1, menos 4 [escribe]:
-5 0




item: El simétrico de —2
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E: Muy bien. Ahora, e simétrico de menos 2.
R: Seria 2 [escribe 2].

E: ¢Por qué?

R: Porque asi es el simétrico

[trazaunarectavertica y a cﬂw‘;ir\a
perpendicular en ella] Estaraya

[se interrumpe]. Es primero

1
€S menos 1 Aqui estae 0

y Su simétrico seria 2

Explicael simétrico utilizado
espontaneamente € modelo de la
recta numérica.

tiene que seguir

para este Iado y esigual los nimeros. Este 1

[colocadl Q]. Su simétrico

—2—1E1 2

.Menos 2

item:

- José gand 2500 pesos.
- Rosa no gand ni perdié.
- Se deben 25,000 pesos a la escuela.

Escribe el nimero que corresponda a cada caso:
- Latemperatura es de 20 grados bajo O.

E: ¢COmo podrias poner con nimeros estas expresiones?

R: Menos 20 [Escribe —20°].

E: Si.
R: José gan6 2500 pesos [escribe]: + 2 500.
0
— 25,000
E: Muy bien.

Verbaliza menos 20 pero
escribe —20°.

En estos tres casos, escribe
nUmeros con signos.

ftem: Escribe un nimero entero menor que —7

E: Muy bien, ahora escribe un nimero menor que —7
R: Un nUmero entero menor que menos 7. Menos 8...
E: ¢Por qué es menos 8 menor que menos 7?

R: Porque pon tu que tuvieras 10 pesos, lerestas 7;
entonces seriamenos 7; te quedarian 3y lerestas
menos 8 y te quedan 2 o sea que te quedan menos,

te quedaria menos.

E: ¢Y s yote pidieraahoraquelo explicarasen la
recta numérica?

R: Porque estdmas distantedel O ...

Plantea | as sustracciones:
10-7=3;10-8=2
Asocia €l signo de operacion a
nimero. Afirma: “10 pesos le
restas 7 seria —7, te quedarian 3".
Considera que —8 es menor que —7
porque € resultado de 10 — 8 es

menor que el resultado de 10—-7.

E: Porque esta més distante del 0, pero también, por ggemplo, el 20 esta mas distante del 0.
R: Si, pero estd del otro lado del 0. Del lado de los negativos.
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ftem: Encuentra el valor de la siguiente expresion: 5—x—2 =

E: ¢A que podemos poner igual esta expresion? Ante laexpresion abiertab—x —2 =

R: X. manifiesta dos posibilidades. Unaen €l
E: Laexpresion es 5 menos x menos 2. ambito aritmético: “dar € resultado”.
R: ¢Quieres que te dé €l resultado o x?

E: Quiero que me digas a qué puedo poner La otra en ambito algebraico:

igual estaexpresion: [5—-x—-2= 1. “encontrar X", Verbaliza ademés la

R: Cualquier nimero podria solucionar esta posibilidad de igualar la expresion aun
expresion [ 5—-x—-2= 1. parametro

E: Pero, ¢La puedo reducir un poco?

R: La podemos reducir como a... ¢cOmo?

E: Lo que hemos llamado simplificar.

R: Si, seria3 menos x igual [escribe: 3—x = ].
E: ¢Podriamos simplificarla més?

R: No.

E: No, ¢verdad? ¢Por qué? /4

R: Porque x no se podria combinar, porgue f/stsl‘ [ 3—x =] nolo sabemos.

Entonces no 1o podemos combinar con éste[ 3—x = ]. Porque éste [ 3—x = ] ya sabemos
a\

gue esunaunidad y éste [ 3—x = ] esx nimero de unidades pero como no sabemos cuantas

unidades, no lo podemos combinar conesté [ 3—x = 1.

ftem: Encuentra el valor de la siguiente expresion: x + 3 -1 =

E:Asies. Esto[x+3—-1=]¢A quéesigual?

R: Seriax més 2, igual a[escribex +2 =]

E: Estees iggmz 1, é¢por qué lo pusiste?

R: Porque cualquier nimero puede dar estaoperacion [x + 2= ]y cualquier nimero, 0 sea,
esto[x+3—-1= ] eslomismoqueésto[x + 2= ]. Entoncesestaoperacién[x +2= ]es
igual aago.

E: Si.

R: Esigual, pontuay [escribe: x + 2=y].

Cobmo puede ser cualquier nimero, tampoco lo

sabemos. Pero tiene que dar igual aalgo. O seaque D
T a Enlaexpresion abiertax + 3—1 =,
lepuse[ x +2= y] por eso. Roberto explicita el parametro con
laletray.

ftem: Encuentra el valor de x en la siguiente ecuacion: 6x + 40 = 12

E: Tevoy apedir que esta ecuacion [6x + 40 = 10] laresuelvas sin calculadora
R: Es6, menos 30 ... 5 [escribe —5].

E: ¢Cémo le hiciste?

R: Primero pasas ésta] 6x + 40 = 10] del otro lado. Seria 10 menos 40 es

igual amenos 30; 6 por a g(/[& + 40 = 10] te damenos 30. Entonces 6 por menos 5, te da

menos 30.

) Inversion de operaciones
E: Muy bien. P
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ftem: Encuentra el valor de x en la siguiente ecuacion: 2x + 8 =x + 8

R: Esta[2x + 8 = x + 8] también la puedes hacer sin El primer intento es erréneo.
calculadora. [Escribe: x = 16]. A ver, 32 mas 8, no Verifica en forma espontanea y
esigual al6 [lotacha]. 8, 2x ... X menos 8 ... llega al resultado correcto. No hay
entonces x esigual ax, entoncesesigua a... seria dificultad para concebir la solucion
més ... [escribe: 2x =x + 8-8]. nula.

E: ¢;Cuantovalelax?

R: O[escribex = Q]

E: ¢Y estabien?

R: 2por0es0, mas 8, 8.0més8, 8. X esigua aO0.
E: Muy bien.

item: Resuelve el problema: Un individuo naci6é en 1947. ¢Qué edad tenia en
19527

E: Aqui hay un problemita... Roberto se equivoca a restar. Presenta
R: Unindividuo ... 15 afios [Escribe]: mejor manejo de la sustraccion cuando
lainterpreta como “completar &' que
cuando visualiza como “quitar de”.

E: ¢Por quée?
/AT "
R: Esto [19 47,19 52] como esigua se elimina. Entonces seria éste[19 52]

/A , . . N
menos este [19 47] porque entre ellos hay un lapso de tiempo. Hay una cierta cantidad de afios, que
pon tu, tienes unarecta — , Recurre en forma espontanea al

—— model o de la recta numérica.
aqui, NN tienes 1, por decirlo asf.
L | | I
edo] | 4 vale 1947 y 1952, pon tu hastaacd [T
I I

l'—HII

Y s tule quitas esto T 1 1 nadamésloquepaséentreéie y ést
O seade 47 a52 eso hay, 15. H_I_é

E: ¢Cuénto hay de 47 a52?

R: 15, yo creo quesi ..., No, no.

E: No son tantos. Esta més cerquita. 52 Nuevamente verbaliza
R: Serian, 47 menos 52, serian como 8 ... 5 [Corrige]: —47 mal la sustraccion.
E: ¢Qué estaba pasando? 05
(F 52 (\5‘2
R: Esquenolequitédeaqui —47 , pase 1 para act _—g g y no selo quité.
05

ftem: La temperatura en la noche era de 12° bajo 0 y desde la noche hasta la

mafana siguiente subiod 8 grados ¢ Qué temperatura habia en la mafana?

E: Ahora un problema de temperatura.
R: Latemperatura en lanoche erade 12 grados bajo O, desde la noche hasta la mafiana subi6 8 grados.
E: Si

R: ¢Subio 8 grados o subi6 a 8 grados? “Subié a’ recuerda “completar a’.
E: Subio 8 grados. Marcaba 8 grados bajo 0 y aumenté 8 grados. indica mas claramente la

R: Entonces subié de 12 bagjo 0, esigual a menos 4. gjecucion de una accion.

E: ¢Por qué?

R: Serian menos 4 porque menos 12, por qué esta bajo 0. Mas 8 que subid, esiqua a menos 4.
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item: El filosofo Platon nacio en el afio 430 antes de Cristo y murié en el afio
349 antes de cristo ¢ A qué edad murié?

E: Muy bien. A ver esté. Redliza una sustraccion de numeros
R: Naci6 en 430 antesdecristoy ... ¢aqué edad murié? | naturales, no de nimeros con signo. Nétese
Antes de cristo, ¢verdad? que la“resta” se escribe verticalmente y no
E: Antes de cristo vivié Platén 430 hay necesidad de indicar e signo de
390 operacion (dmbito aritmético).
081

R: jAh, si! ... 81 afios [Escribe
E: ¢Como lo podemos ver en larecta?

R: Ahi esigual. Nacio por aqui | y murié por aca |

Entonces aunque esto vayaparaala[derecha] o vayaparaaca [izquierda], de

cualquier manera este lapso | siempre va ser e mismo.
E: ¢Do6nde se encuentra el 0?

R: Aca /vl—'—|‘ Coloca erroneamente el 0.

E: El 0.
R: A ver, si esté 'i—H esel 430 [Lo escribe] y ésteesdl 349
0 | 0

[lo escribe] e cero debe andar por: || | |
I | | Aqui aparece un
430 349 0 reconocimiento de numeros
aca | con signo. Coloca en larecta
R: Entonces, ¢COmo son esos nlimeros? 430 a la izquierda de 349.
E: Estos nimeros van d revés; 430 va antes del 349. Sitda al 0 correctamente.
E: Estan antes del 0, ¢c6mo son?
R: Negativos.
E: Los indicamos adecuadamente [agrega los signos a |os nimeros]
| | | I
[ I I I
-430 349 0
E: Entonces €l 81 ¢;Doénde anda?
R: El 81 I I I 1 1 No se pone negativo porque es el l1apso de tiempo. Esla
-430 -349 0

cantidad. Aungue esta del lado del negativo, va a ser una cantidad.

E: Y s te preguntaran la edad de alguien que hubiera nacido aqui .Y y hubiera muerto

aca | A ¢qué edad hubieratenido?
0
R: Primero sacarialo que tiene de aqui /; $ aca ;B

y luego de aca # aaca < y lo sumaria
0 0

E: Y esacantidad cdmo serd ¢negativa o positiva?
R: Positiva, porque no deja de ser una cantidad.
E: Bueno, muy bien. Ahora otro de temperatura.
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item: Si la temperatura a la 1 de la mafiana era de 5 grados bajo 0 y descendio

3 grados en las siguientes 3 horas, ¢qué temperatura habia a las 4 de la

madrugada?
E: Bueno, muy bien. Ahora otro de temperatura. Confunde un dato del problema.
R: Latemperatura ala unade la mafiana es de 5 grados bajo O, Piensa que latemperaturaalauna
3 horas, ¢Qué temperatura habia ala una de la mafiana? Tres del mafanaesde 1° bgjo 0

grados en las siguientes 3 horas, menos 4. A ver, esmenos 1, a
launa; 2 3 4 en las siguientes 3 horas, menos 3, alas 4 habia
menos 4. Si ¢no? [escribié: -1 -3 = 4

1,234, 1]

= = |
E: Voy aleerlo, si latemperaturaala 1 delamafianaerade5 El entrevistador repitelaoracion
grados bajo 0, ala 1 de lamafiana 5 grados bajo 0. Desciende para que Roberto note e error.
tres grados en las siguientes 3 horas ¢qué temperatura habia a

las 4?
R: Serial mas 3 horas es alas 4. Se sacala operacidn que es menos 1 menos 3 en las siguientes tres
horas. Esmenos4. -1 -3 =4

E:Estemenos 1 © 1 (234 (quées? Persiste el error.
-1-3 =4

w1234
R: Esalal delamadrugada \—} yenlassiguientes3horm

E: Pero, ala una de lamafiana ¢qué temperatura hay?
R: Menos 1 -1-3 =4

E: ¢Dedénde sacasteesto 1 (2 34)?

R: De aqui [serefiere al texto del problema] jAy! 5 grados bgjo 0 jOh!

-5 -3=-8
11234 | Acude al texto y advierte finalmente el

[corrige] dato equivocado.

ftem: Luis tiene 22 afios y su papa 40 ¢Cuantos afios tienen que transcurrir
para que el papa tenga el doble de afios que su hijo?

R: [escribe 18, 36, -4]. Recurre espontaneamente al modelo
E: ¢Como le hiciste? delarectanumérica. Larespuestaal
R: Por qué siempre entre el papay el hijo hay un lapso problema es. menos 4 afios.

detiempo [Dibuja

unarecta —|—1—|— . Ese vaa ser aqui —'—ﬁf— de 18 afios. Si € hijotiene 18, la
unica manera de que [el papd] tenga el doble es que €l hijo tenga 18 afios. Y como tiene 22, parallegar
a 18, son menos 4 [en la recta que tiene dibujada mueve lamano hacialaizquierda de las marcas
indicadas]. Entonces tendrian que transcurrir menos 4 afios.

E: Si yo te pidiera que resolvieras este problema con la ecuacién, con dgebra. ¢Como lo harias?

R: 22 mas x [escribe 22 + x]... No, no sé.

E: Vamos atratar. Con dgebralo primero eslo que no conoces,

o nombramos
R: x [escribe: X]
E: ¢A quéesigual?

El entrevistador sugiere que plantee
€l problema mediante una ecuacion.
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R: Afios que tienen que transcurrir [escribe: x = afios que tienen que transcurrir].

E: Resulta que tenemos 2 personas, unatiene 22 afios y la otra 40.

R: Si.

E: Nos dicen ¢cuantos afios tienen que transcurrir paraque € papatenga el doble de afios que su hijo?
¢Como podemos expresar eso? Tu me estabas diciendo 22 més x, ¢es0 [22 + x] qué quiere decir?

R: Seria 22 mas un determinado nimero de afos, ... , no, estdmal. s
Esto daria para que diera 40, no sé. Esto estamal. Roberto muestra d'f.l cu'lfad
) . . para expresar lavariacion en
E: Bueno pero podemos intentarlo. Y o pongo 22 mas x. Con esto yo !
- ; o ~ s relacion alaedad del padre.
lo Unico que puedo decir es que Luistiene 22 afios y va a pasar cierto

numero de afos.

R: Un cierto nimero de afios. Si. El entrevistador induce la
E: Més cierto nimero de afios. Ahoratambién el papa 40 ... variacion en laedad del padre.
R: 40 mas cierto niimero de afios.

E: Ahoratengo que construir una ecuacion, tengo que construir unaigualdad.
R: Entonces seria ... [escribe: 40 + x =22 + X]
E: Pero, nos dicen: ¢Cuantos afios tienen que transcurrir para que € papatenga el doble de afios que su
hijo? ¢Como podriamos poner que el papavaatener el doble de laedad de Luis?
R: Entonces seria 40 més x esigual a22 mas x por 2 [escribe;
A0+x=22+xx2]...

: ‘ \
E: Muy bien. Todoeso [40+x = 22+ X X 2] ...

Error en lasintaxis algebraica.
R: Por 2.

E: Paraquetodo eso [40 + x =22 + X X 2] esté multiplicado por 2 seescribe asi: 40 +x = (22 + X) X 2.
R: Si.
E: Entonces ahora tienes que resolver esta ecuacion.

R: 40 ... 44 més x [escribe: 40 = 44 + X]. Escribe [ 44 — 40 = X].
iNo! Esal revés, 40 menos 44 esigua ax [escribe: 40 —44 = x, . .
—4=x]. Esigua amenos 4. del mayor que corrige enseguida. El
E: ¢Viste que salio lo mismo? entrevistador considerainnecesaria

R: S unainterpretacién adiciona ala
T respuestax = —4.

Comete un error al restar e menor

item: Una persona tiene una cierta cantidad de dinero y recibe $ 100. Si en total
reune $ 50, ¢ Qué cantidad tenia inicialmente?

E: A ver otro problema.
R: Resuelve el problema. Una personatiene unacierta

cantidad de dinero si en total reline ¢Qué? ¢Cuanta Respuesta inmediata: =50
cantidad teniainicialmente? Ah, pues menos 50
[escribe: —50]

E: ¢Cémo lo resolverias con una ecuacion?

R: Seriax + 100 esigual a50 [escribe: x + 100 = 50].
E: Y s un compafiero te pregunta como esta eso de que Interpretacion correcta de la
la cantidad que tenia inicialmente era menos 507 solucién: “debia 50

R: Pues debia 50.

Se sugiere plantear una ecuacion.
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ftem: Un vendedor ha comprado 15 piezas de ropa de 2 clases y paga 160
monedas. Si una de las clases cuesta 11 monedas la pieza y la otra 13
monedas la pieza ¢ cuantas piezas compro de cada precio?

E: Un dltimo problema. Este es un vendedor. Uso esponténeo del dlgebra.
R: Ha comprado 15 piezas de ropade 2 clases y pag6 360 monedas, Utilizala mismaincognita
unade las clases cuesta 11 monedas la piezay la otra 13 monedas, para nombrar cosas distintas.
¢Cuéntas piezas compro de cada precio? Plantea solamente una

15 piezas ... aver, seria... 15 piezas de ropa esigual a 160 monedas ecuacion.

[escribe: 15 = 160]. Entonces seria 160 ... no, 11 por X,

mas 13 por x igual a 160 piezas[escribe: (11 x X) + (13 x X) = 160, y ahora....

E: ¢Te acuerdas Roberto que era muy buenaidea saber qué es x?

R: x esigual a nimero de piezas [escribe; x = nimero de piezas].

E: NUmero de piezas. Fijate te voy aleer el problema en voz alta. El vendedor compra 15 piezas en
total, nada mas que las piezas son de dos clases, pon tud, unas son de lanay otras son de algodén.

R: Si.

E: Y paga 160 monedas. Una de las clases, por ejemplo, las de algoddn, cuestan 11 monedas la piezay
la otra clase cuesta 13 monedas |a pieza; entonces tu me estas indicando por x € nlimero de piezas de
unaclase, ¢de cud clase? Por que hay de dos.

R: [Silencio]

E: Pregunta ¢Cuantas piezas compré de cada precio? O sea, ¢Cuantas piezas comproé de algodon y
cuantas de lana? Entonces por x me estas diciendo el nimero de piezas ¢De qué clase?;Delade 11
monedas?

R: Delade 11 [escribe: x = nimero de piezasdelade 11y y esigual
[escribe: y = nimero de piezas de lade 13]

E: Exactamente

R: [Modificalaecuacién] (11 x x) + (13 x y) = 160.

Introduce una segunda
incognitay.

E: Entonces t( tienes una ecuacion con dos cosas (11 x X) + (13x y) =160| E| entrevistador induce
que no conoces. Necesitas otra ecuacion para poder resolver el problema. el planteo de una

R: Esta seria[tacha: 15 = 160]. segunda ecuacion.

E: ¢Cudl eslaotraecuaciéon?

R: Quince piezasde 2 clases ... jah! ..., ax nimero de piezas de 11 més
Roberto escribe esta
segunda ecuacion

E: Muy bien, yatenemos 2 ecuaciones. fécilmente.

y nimero de piezas de 13, entonces sustituimog]escribe: 15 =x +y].

R: Faltaresolverlo nada mas.

E: ¢Te acuerdas como habias hecho antes?

R: Si. [escribe: (11 x X) + (13X 15—X) = 160. Utiliza e método de
E: En lugar dey, estas poniendo 15 menos x. sustitucion parala.
R: Menos x. resolucion de ecuaciones.

E: 15 menos x. Nada mas te voy a corregir laescritura. [escribe:
(11 xx) +13x (15- x) = 160, paraque sepaque el 13 tiene que multiplicar

todo esto (11 x x) + 13 X® (15 — x) = 160.

Advierte el uso del
paréntesis como simbolo
de agrupacion y sugiere
otro paréntesis correcto
pero innecesario.

R: Si pero también hay otro paréntesisaca ( 11 x x) + 13'x (15 —x) = 160.
para sumar.

E: Si quieres ese paréntesis se escribe de otraforma[escribe: (11 x X) +
[13 x (15 —X)] = 160. Ahorasi te voy a prestar mi calculadora.

R: Si, ahorasi [Usalacalculadoray escribe]:

(11x X) + (195 —13x) = 160
11x + (195 —13X) = 160

—2x+ 195 =160
—2x=160-195
x=17.5

E: Yatenemoslax, lavoy aencerrar [laencuadra: | y =17 5 |1
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R: Totalmente imposible.

E: ¢Y ahora como encuentro lay?

R: No se puede.

R: A ver, vamos de todas maneras...

R: Serfa... 15menos 17.5 [escribe: y = 15— 17.5=-2.5]

saldriaa menos 2.5.

E: Volvemos a nuestro problema. Lax es €l nimero de
piezas de 11 monedasy lay el nimero de piezas de 13
monedas.

R: Entonces seria 11 por 17.5 esigual a 192.5 més 13 por
menos 2.5, vale menos 11. Entonces seria 192.5 ...no sdle
[uso calculadora).

E: 17.5 por 11, ¢cuanto nos salié?

R: 17.5 por 11 esigual a192.5 [uso calculadora]. Menos 2.5

por 13 esigual amenos 32.5. Ahoravoy hacer laresta. [escribe:

192.5
-325

160
E: Entonces ¢Qué paso?
R: Puesno <, tal vesledio ...
E: ¢Qué pasa con este vendedor?

iOh! Si sdli6

R: Estele dio, éste [y = —2.5] en vez de comprar le di6 dos telas
y mediaal que selasllevd avender.
E: jAh!

'

Esta es la primera ocasién en que
Roberto advertira unaincongruencia
en la solucién de un problema.

Roberto insiste en laimposibilidad
del problema. El entrevistador lo
induce a encontrar otra solucion.

V erifica espontaneamente
sustituyendo |as soluciones en una
de las ecuaciones.

Roberto “olvidalaincongruencia
anterior” y da unainterpretacion
“Congruente” de la solucion
negativa. Durante la explicacién de
su interpretacion, verificalas
condiciones del problema.
Desaparece el conflicto.

R: Y compr6 17 telasy mediade laotra[x = 17.5]. El comprador empezé

con dostelasy media de ésté[y\:A—Z.S] de 13y € vendedor, o sea el comprador, le dio a vendedor
lasdostelasy mediay el vendedor le vendi6 17 telasy mediaal comprador.

E: Entonces cuando alguien te pregunta ¢Cuantas piezas compro de cada precio? ¢Qué dices t?
R: Pues compré 17 y mediadelacalidad 11y ledi6 2 telasy mediadela13.
E

: ¢A quienledi6?

'

R: Al quevendié éstas[x =17.5] a quelevendi6 delacalidad 11.

E: O seano se las compro.

R: No.

E: Nada més le compré éstas [x = 17.5]

R: Si.

E: Y éstas[y =-2.5]

R: Es como un truegque. O sea, yo te doy estas telas. Valen tanto.
E: Si.

R: Tu me das este valor en lastelas de esto. En total suma 15 telas porque a

éste/[x}7.5] le restas dosy media que@ﬂ le dié. Entotal se queda con 15 telas con

calidad 11.
E: Muy bien
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Revisando el texto de la entrevista anterior, podemos afirmar que
efectivamente R  manifiesta muy buen desempefio en todos los items
resueltos. Reconoce el simétrico de un numero, el orden en los ndimeros
negativos, resuelve adiciones, sustracciones, expresiones abiertas, ecuaciones
y problemas de enunciado verbal. Recurre al modelo de la recta numérica en
forma acertada. Por lo que respecta al problema de Chuquet, utiliza el método
algebraico de sustitucién espontaneamente. Este método lo hubo aprendido en
clase. El entrevistador sélo interviene en la correccion de la sintaxis. R escribe:
11« x + (13« 15-x) =160, que es modificada a la expresion correcta:

11®* x + 13 * (15-x) = 160. El estudiante sugiere otro paréntesis para
separar los sumandos, 1lle Xx +[13 e (15— x} = 160 . Resuelve el problema
con ayuda de la calculadora. Llega al resultado: x = 17.5 y exclama “totalmente
imposible”. El entrevistador le sugiere encontrar el valor de y. R afirma: “No se
puede”. El entrevistador le insiste. R llegaa y = -2 . 5. En este momento el
entrevistador sefiala el contexto de las incégnitas, pero es ahora R quien lo
ignora y verifica espontdneamente las soluciones sustituyéndolas en ambas
ecuaciones. Esta verificacion le proporciona una interpretacion plausible de las
soluciones. El lenguaje algebraico ha salvado la imposibilidad del problema, no

necesita recurrir al contexto.
Estudio con profesores de Educacion Basica:

¢, Como interpretan profesores de educacion basica la solucion negativa?
Una de las actividades principales de la matematica educativa, es la resolucién
de problemas. Esta afirmacion es sustentada por diversas razones, entre ellas,
la utilidad de los problemas y su resolucién en la ensefianza, incrementan
notablemente que el aprendizaje de los contenidos matematicos sea
significativo. Esto no es una tarea facil, dado que el resolver un problema
implica un proceso que, en muchos de los casos resulta complejo y dificil ya
que intervienen un gran numero de variables. Entre ellas:

e la importancia del conocimiento que se tenga sobre el tema o temas

requeridos para dar solucién al problema;
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e la variedad de estrategias generales y especificas que se pueden
desarrollar al momento de resolver un problema concreto;

¢ la influencia de la historia individual y afectiva del sujeto que resuelve el
problema, esto es las actitudes, las emociones y las creencias sobre la
resolucidon de un problema matematico (Schoenfeld, 1992; Lester, 1994,

Puig, 1993; entre otros).

Consideramos que lo anterior, constituyen premisas fundamentales en el
proceso de la ensefianza y el aprendizaje de la resolucién de problemas. En
este escrito, nos hemos abocado especificamente a un problema que conduce
a una solucion negativa en el contexto de compra y venta de mercancias, el

problema de Chuquet, resuelto por un grupo de profesores.

Presentamos a continuacion los resultados de la aplicacién de un cuestionario
a 80 profesores de preescolar, primaria y secundaria del Estado de Hidalgo,
actualmente en servicio en el Sistema Educativo Nacional. Con este primer
instrumento metodoldgico, pretendimos indagar sobre el dominio numérico
utilizado por los profesores al resolver expresiones algebraicas, problemas de
enunciado verbal. Se encuentra en proceso el andlisis de 10 entrevistas
individuales videograbadas realizadas a profesores, seleccionados de los 80 en
total, que permitirdn un andlisis a mayor profundidad de la problematica en
cuestion. (Hernandez, A. y Gallardo A., 2005)

En este reporte sélo se aborda la parte correspondiente al analisis de los datos
obtenidos de las respuestas escritas de los profesores en el cuestionario, los

items mas representativos del cuestionario son los siguientes:

l. ESCRIBE UN NUMERO DENTRO DEL RECTANGULO PARA QUE
SE CUMPLA LA IGUALDAD:

A) ~10=12 D) 25 x —60 =8

B) +208=8 E) 9 x +70=11

C) 568 + =212 F) - —12 =47
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1. ENCUENTRA EL VALOR DE x EN LAS SIGUIENTES ECUACIONES,
ESCRIBE CADA UNO DE LOS PASOS SEGUIDOS PARA ENCONTRAR LA
SOLUCION.

A)12x—-32=52 B) 6x + 40 =10 C) x + 1568 = 392

D)4=4x+20 E)2x+8=x+8 F)-x/2=-1/3

I1l. RESUELVE LOS SIGUIENTES PROBLEMAS

a) El triple de un nimero es —84. ¢Cual es ese nimero?

b) Luis tiene 22 afios y su papa 40. ¢Cuantos afios tienen que transcurrir para
gue €l papatengael doble de afios que su hijo?

c) La suma de dos nimeros es 28 y su diferencia es 4. ¢(Cuédes son estos
numeros?

d) 7 dulces cuestan 12 monedas menos un tanto, mientras que 12 dulces valen 8
monedas menos un tanto. ¢Cuanto vale cada dulce?

€) Encuentrados enteros que su sumasea 100 y su diferencia sea también 100.

f) Lasuma de dos nimeros es 10 y también es 10 la suma del doble de uno de
los nimeros més €l triple del otro. ¢Cuéles son [os nimeros?

g) Teretiene 100 monedas més de lo que tiene Carlos. Ademas el cuadrado de
lo que tiene Tere es 400 monedas més que € cuadrado de lo que tiene
Carlos. ¢Cuantas monedas tiene cada uno?

h) Un vendedor ha comprado 15 piezas de ropa de dos clases y paga 160
monedas. Si una de las clases cuesta 11 monedas la pieza y la otra 13
monedas la pieza. ¢Cuantas piezas compro de cada precio?
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A continuacién, se presenta el analisis del problema de Chuquet, cuyo
enunciado repetimos.

Un vendedor ha comprado 15 piezas de ropa de dos clases y paga 160
monedas. Si una de las clases cuesta 11 monedas la pieza y la otra 13
monedas la pieza. ¢ Cuantas piezas compré de cada precio?

Las respuestas de los profesores se exhiben nivel a nivel, es decir, se muestra
primero el desempefio de los profesores de preescolar, después los de primaria
y acto seguido los de secundaria. La informacion aparece organizada en
cuadros con respecto a las categorias de analisis: lenguaje, método, tipo de

solucion e interpretacion de la misma.

PREESCOLAR

Método de una ecuacion (Presentado por 10 profesores).

El profesor busca mdltiplos de 11 y 13 que sumados dan como resultado 160.
(Equivale a resolver la ecuacion 11x + 13y = 160. La existenciade x +y =15 es
ignorada). Cuando el profesor no encuentra los multiplos adecuados que
resuelven el problema, esto es, 11 x 11 + 13 x 3 = 160, recurre a una
interpretacién adicional para explicar sus resultados, como se muestra en el

cuadro siguiente:

Lenguaje | Método de una sola | Solucion Interpretacion
Aritmético ecuacion
11x11 =121 160 Compré 11 de 11y 13 de 3, 121 mas
Tanteo 13x3 =39 39 monedas, son 160 monedas.
No se alcanzan a comprar las 15
Multiplos piezas.
de 11y 13

3 piezas de 13 monedas.

11 x5=55 159 Compré 5 de 11 monedas y 8 de 13
13x8=104 monedas y sobra una, es lo mas
aproximado.

de 160 monedas

Compro 11 piezas de 11 monedas y

No hay parejas posibles que al sumar
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11 x6 =66
13 x 8 =104
13 x4 =42
11 x 10 = 110
11 x9=99
13x5=65
11x11 =121
13 x4 =42

170

152

164

163

Todos lo valores son aproximados

Se compraron 11 piezas de 11
monedas y 4 piezas de 13 monedas,
le regatee y me condono6 3 monedas

Método algebraico (presentado por 2 profesores).

Planteamiento espontaneo del sistema de ecuaciones que resuelve el

problema. No encuentran la solucion.

Lenguaje | Método algebraico | Solucion Interpretacion
Algebraico
x+ y= 15 No hay | Es un numero que no es positivo, por
11x + 13y = 160 | solucion |lo tanto no hay combinacion de
—11x —11y =-165 parejas de clases y que sumados den
2y=-5 15y sumen $160.00
g2
5
X+y=15 No hay | No se puede resolver.
11(x) + 13(y) = 160 | Solucion
X+5=15
15=5-x
x=15-5

x=10
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Método de una ecuacién (Presentado por 25 profesores).

El profesor busca mdltiplos de 11 y 13 que sumados dan como resultado 160.

(Equivale a resolver la ecuacion 11x + 13y = 160. La existenciade x +y =15 es

ignorada). Cuando el profesor no encuentra los mdultiplos adecuados que

resuelven el problema, esto es, 11 x 11 + 13 x 3 = 160, recurre a una

interpretacion adicional para explicar sus resultados.

Lenguaje | Método de una sola | Solucion | Interpretacion
Aritmético | ecuacion
11 x 6 =66 170 Compré 6 de 11y 8 de 13 y sobran 3
13x8 =104 monedas. (3) No tiene solucion
exacta si se considera valor unitario.
Solo se compran 14 piezas.
Tanteo 11x11 =121 160 Compré 11 piezas de 11 monedas y
Multiplos | 13x3= 39 3 piezas de 13 monedas. En total son
de 11y 13 14 piezas..
2x13=26 169 Compro 2 de 13y 13 de 11 y sobran
13x 11 =143 9 monedas.
11x7=77 155 Compré 7 piezas de 11 monedas y 6
13x6=78 piezas de 13 monedas.
15x 11 =165 165 Compro 15 piezas de 11 monedas y
0x13 =0 0 piezas de 13 monedas.
a) No da exactamente, lo mas
cercano que da a la cantidad que
pago o es la cantidad mas baja.
Compré 14 piezas de 11 monedas y
1 pieza de 13 monedas.
b) Para cumplir con la compra de dos
diferentes tipos de ropa.
14 x 11 =154 167 Es lo mas aproximado
1x13=13 Le dan una de regalo por comprar por
mayoreo.
11x11 =121 160 Se compran 11 piezas de 11
13x3=39 monedas y 3 piezas de 13 monedas.

Solo se pueden comprar 14 piezas.
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Lenguaje | Método de una sola | Solucion Interpretacion
Aritmético ecuacion
173 No hay respuesta, el resultado que
Tanteo A B mas se acerca es 173 con 11 piezas
1= 11=>13 de 11 monedas mas 4 piezas de 13
Mdltiplos |2 => 22 = 26 monedas.
delly13 |3 = 3339
4=> 4452 No hay combinacion que dé las 160
monedas
11 13 Me falta una pieza si el valor de las
14=> 1=> 167 monedas fuera $1.00
132> 2169
12> 32171

Método algebraico (presentado por 2 profesores).

Planteamiento espontaneo del sistema de ecuaciones que resuelve el

problema, sin embargo, en uno de los dos casos no encuentra la solucién por

hacer la sustitucion equivocada, sin embargo, en el otro encuentra las

soluciones pero no las considera como respuestas al problema, sefialando que

no se puede resolver.

Lenguaje
Algebraico

Método algebraico

Solucién

Interpretacion

15
160

X+ y=
11x + 13y =

x=15-y
11(15-y)+13y= 160
165-11y +13y=160
2y =160-16 5
2y=-5
2

Y=g

y=-25

X—25=15
X =15+2.5
x=17.5

No hay
Solucién

No se puede resolver.
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x+(—2.5) = 15
X =15-25
X =12.5

15
160

X+ y=
11x + 13y =

y=15-x
11x+13(15-x)= 160
11x+195-13x=160
195 -2x=160
—-2x=-35
X = -35/-2

x=17.5

x=17.5
y=-2.5

Resultado 11 prendas de 11
monedas y 3 prendas de 13
monedas, 121 + 39 = 160

SECUNDARIA

Método de una ecuacién (Presentado por 9 profesores).

El profesor busca multiplos de 11 y 13 que sumados dan como resultado 160.

(Equivale a resolver la ecuacion 11x + 13y = 160. La existenciade x + y = 15 es

ignorada). Cuando el profesor no encuentra los mdultiplos adecuados que

resuelven el problema, esto es 11 x 11 + 13 x 3 = 160, recurre a una

interpretacion adicional par explicar sus resultados.

Lenguaje | Método de una sola | Solucion | Interpretacion
Aritmético | ecuacion
11 x 6 =66 157 Compro 6 de 11y 7 de 13 y sobran 3
Tanteo 13x7=91 monedas. (S)
Multiplos
delly13 |11 x6=66 160 Compré 6 piezas de 11 monedas y 8
13x8=94 piezas de 13 monedas. (p)
11 x11 =121 160 Compro 11 piezas de 11 monedas y
13x3 =39 3 piezas de 13 monedas. *

a) es lo mas aproximado

b) ¢No le darian una prenda de
pilon?

c) Le dan una de regalo por comprar
por mayoreo.

d) Me falta una pieza si el valor de las
monedas esde $ 1
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11x9=99
13 x4 =52
11 x14 =154
13x1=13
11 x 13 =143
13x2=26
11x7=77
13x6 =098
11 x6 =66
13x8 =104
11 x5=55
13 x 8 =104

151

167

169

175

170

159

Se compran 9 piezas de 11 monedas
y 4 piezas de 13 monedas y me
sobran 9 pesos. *

Se compran 14 piezas de 11
monedas y 1 de 13 monedas. El valor
mas cercano a 160 es 154 +13 =
167*

Se compran 13 piezas de 11
monedas y 2 de 13 monedas, pero el
resultado no es exacto. (p)

Se compran 7 piezas de 11 monedas
y 6 de 13 monedas y sobran 5. *

Se compran 6 piezas de 11 monedas
y 8 de 13 monedas. (p)

Se compran 5 piezas de 11 monedas
y 8 de 13 monedas. *

b) Método aditivo (presentado por 10 profesores)

El profesor resuelve el problema (x + y = 15; 11x + 13y = 160). Respetando el

namero de piezas que reporta el enunciado considerando los precios de 11 y

13 monedas.

Interpretaciones:

Lenguaje | Método aditivo Solucioén | Interpretacion
Aritmético
e Puede comprar de tres maneras:
A B 171 12 d ed 3 de 13
1-11 1-13 169 e once monedas y e
2-22 2-26 167 monedas (171); 13 de 11 monedas
y 2 de 13 monedas (169) y 14 de
11 monedas y 1 de 13 monedas
(167) esos son los més cercanos.
Tanteo X=5,y=10 185 e Con las combinaciones de ambas
55+ 130 =185
X=6,y=9 prendas, se demuestra que no
66 + 117= 183 183 existe ninguna  combinacion
X=7,y=8 : _ ,
77 + 104= 181 181 posible para adquirir e numero
x=10,y=5 especifico de prendas de cada
110 + 65= 175 175

x=12,y=3

clase con e nimero de monedas
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134 + 39 =173
x=14,y=1
154 + 13 0 167

A B
1-11 1-13
2-22 2-26

173

167

143
26

sefial adas.

Para cualquiera, ya sea que cueste
11 o 13 monedas, tendria que
pagar 10 pesos, por unas 1 peso
mas'y por otras 3 pesos mas. 10 x
15 son 150, solo me restan 10
monedas y no pueden repartirse,
S agrego 1 peso costarian 11
pesos, solo podria agregar a 10
playerasy las otras valdrian 10.

Si se considera que se compran 14
de 11 monedas y 1 de 13
monedas, el resultado en monedas
es de 167, por lo tanto quedo a
debe?.

Se compran 2 de 13 monedasy 13
de 11 monedas, aungue me sobran
monedas son las 15 piezas, no hay
solucion exacta.

Se compran 11 de 11 monedasy 4
de 13 monedas, le regatie y me
condond dos monedas.

14 piezas de 11 y 1 pieza de 13
monedas, en total da 167
monedas, con esta cantidad se
cumple la compra de dos

diferentes tipos de ropa.
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c) Método de reparto (presentado por 2 profesores)

Lenguaje | Método de reparto | Solucion | Interpretacion
Aritmético
e El planteamiento es correcto, solo
P N.deP. .
11 1 que no Sé S sea correcto comprar
22 2 fracciones de ropa, lo més
12y 4 aproximado es que se compran 12
prendas de 11 monedas y 4
Reparto 13 1 prendas de 13 monedas, aungque
26 2 sobran monedas.
132+ 42 =174 .
e Se compran 6 piezas de 13
X+ y=15 monedas y 7 piezas de 11
11x + 13y = 160 :
160 + 1?: 175 monedas, las piezas que faltan ya
no se pueden comprar.
15+ 2x =160
X =175 e Dado gque uno de los resultados es
175/2=72.5 negativo, no hay parejas de clases
795/13= 6 de prendas que sumadas den 15y
725/11=7 sumen 160 a mismo tiempo.

El resultado es fraccionario, por lo
tanto las prendas que se compran

son 18y 3 respectivamente.
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d) Método algebraico (presentado por 28 profesores).

Planteamiento espontaneo del sistema de ecuaciones que resuelve el

problema.

Lenguaje
Algebraico

Método algebraico

Solucidn

Interpretacion

Método de
una sola
ecuacion

x+ y=15
11x + 13y = 160

11x + 11y = 165
11x + 13y = 160

-2y=5
y=-5/2

y =—5/2
x = 35/2

=25
x=17.5

Este problema no tiene solucién
real, en virtud de que no existen
cantidades negativas ni
fraccionarias en prendas. Siempre
y cuando todas las monedas en
cuestion sean del mismo valor,
hay posibilidades de solucion.

Por este método no sale. Si divido
en partes iguales las monedas
podria comprar 7 piezas de 11
monedas y 6 piezas de 13 moneda
El resultado no es légico, ya que
no debe salir ningdn negativo, ni
fraccionario.

De las posibles combinaciones se
observa que compraria 11 piezas
de 11 monedas y 3 piezas de 13
monedas, pero no son 15 piezas
en tota son 14. Entonces el
problema no tiene solucion con
numeros naturales. Tiene nimeros
negativos y no existen cantidades
negativas en la compra de ropa.
Parece un sistema con una
solucién negativa, por lo tanto no

resuelve el problema de compra.




x+ y=15 y = 5/2 . . :
11x + 13y = 160 =175 No tiene solucion real debido al
resultado negativo
X=15-y _ S
11(15 —y) + 13y = 11 monedas = 17.5 piezas;, 13
Sistema de 160 monedas = — 2.5 monedas, pero
ecuaciones | 165-11y + 13y = . .,
(sustitucion) 160 no es posible, por deduccion son
2y =5 11 piezas de 11 monedas y 3
=-5/2 _
y piezas de 13 monedas.
25 de 11 monedas y 17.5 de 13
monedas.
Aunque mateméticamente,
Sistema de x+ y=15 .
dos 11x + 13y = 160 y=-25 considero que es correcto €l
ecuaciones x =17. procedimiento, el resultado es
con dos | -11x — 11y = -165 . .
incognitas 11x + 13y = 160 incongruente con la realidad del
(suma y -2y=5 problema.
resta) =-5/2
Este problema no tiene solucion
y=-2.5 por esos datos  (reales),
X+ (-5/2) =15 matematicamente S tiene
X =15+ 5/2 IUGiG
x = 30/2 + 5/2 Soueion.
x = 35/2 El problema representa un
x=17.5 : :
sistema de ecuaciones, pero no
puede comprar ni las 15 piezas
del valor més bajo, porque serian
11(15) = 165 y le fatarian
monedas, por lo tanto sdlo puede
comprar 14 piezas. 11 de 11
monedasy 3 de 13 monedas.
) Lo que mas se aproxima es 15 de
=—25
3(/ - 175 11 monedas.

La respuesta negativa no puede

ser posible.
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e No tiene solucion, pero por
deduccion: 11de1ly 3de 13
e Podria pensarse que 25y 175
x+ y=15
11x + 13y = 160 son € costo, pero & 25 es
x=15-y negativo y no se considera como
11x =160 — 13y
= 160 — 13 resultado en este problema
Sistema de 11
dos 15—y = 160-13 ' '
ecuaciones ] Y= = Y Esincompatible.
con  dos|11015-y)= 160 - 13y Es una ecuacion del sistema 2 x
incognitas | 165 — 11y = 160 — 13y _ _
(igualacién) | —11y+13y = 160 — 165 2, pero incompatible.
2y=-5
y =-5/2
y=—2.5
X+ (-2.5)=15
x=15+25
x=17.5

Del Andlisis de los Cuadros anteriores se concluye que en las respuestas

dadas por los profesores, se encontraron basicamente dos los lenguajes

empleados para dar solucion al problema planteado: € aritmético y el

algebraico. Dentro del lenguaje aritmético, los profesores hacen uso de

diversos métodos, que lamentablemente, en ningun caso, les permite llegar

ala respuesta correcta
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A continuacion se exhibe un sblo cuadro que representa un concentrado de

los resultados obtenidos por |os profesores de los tres niveles educativos:

Nivel Lenguaje Método o estrategia Solucién | Nimero de
profesores
Aritmético | Método de una sola ecuacion Positiva e 10
imposible
Positiva, no
hay 1
Preescolar | Algebraico solucién
Método algebraico Negativa,
no hay 1
solucion
Aritmético | Método de una sola ecuacion Positiva e 25
imposible
Primaria | Algebraico | Método algebraico Positiva
(No pueden interpretar la | Negaliva 2
solucion)
Método de una sola ecuacion Positiva e 9
imposible
Método aditivo Positiva e 10
imposible
Aritmético
Método de reparto Positiva e 2
imposible
Secundaria Método algebraico, con una | Negativa,
sola ecuacion no aceptan 5
lasolucion
Método algebraico, sistema de | Positiva 6
Algebraico | ecuaciones (sustitucion) Negativa
Método algebraico, sistema de | Positiva 2
ecuaciones (igualacion) Negativa
Método algebraico, sistema de | Positiva 7
ecuaciones (sumay resta) Negativa

En seguida se describen brevemente los métodos utilizados por los

profesores:

a) Método de una ecuacion: Este se presentd en 44 profesores de los

tres niveles de educacion bésica. En este caso, los profesores

buscaron los multiplos de 11 y 13 que sumados dieran como



b)

d)
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resultado 160. Cuando los profesores hacian coincidir los maltiplos
de 11y 13 con €l 160, es decir 11 x 11 + 13 x 3 = 160, recurrian a
una interpretacion personal para dar solucion a problema, por lo que
las respuestas son diferentes. En algunos casos hay excedentes 'y en
otros faltantes. No se tuvo en cuenta que e problema estaba formado
por dos ecuaciones. Los profesores solo consideraron la ecuacion

11x + 13y = 160. Laecuacion x + y= 15 fue totalmente es ignorada.

Método aditivo: Este se presentd en 10 profesores. En este caso,
respetaron el nimero de piezas que plantea el problema considerando
los precios de 11 y 13 monedas respectivamente. Sin embargo
llegaron a plantear que e sistema no tiene solucion y hasta
consideraron la posibilidad de poder adquirirlas por 3 precios

diferentes.

Método de reparto: Este se presento en 2 sujetos. En este caso los
profesores intentaron repartir las 160 monedas entre las dos
variables, con €ello el problema se vuelve imposible de resolver, ya
gue hacen diferentes repartos, llegando a considerar que el
planteamiento es e correcto pero la solucion es imposible

encontrarla.

Método algebraico: Este se presenta en 24 casos. En un primer
momento se da & planteamiento espontaneo de una sola ecuacion, de
tal forma que a resolverla y aparecer la solucion negativa, resulta
imposible el problema. En la mayoria de los casos se plantea y se
resuelve e sistema de ecuaciones, sin embargo, muchos de los

profesores no pueden interpretar el hecho de que haya una solucién
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positiva y otra negativa. Es de llamar la atencién que aln estando
bien los resultados del sistema, las interpretaciones son diversas y
equivocadas. En otros casos, las cambian a manera de que su
respuesta parezca la correcta. Se puede inferir que no hay un
conocimiento pleno de las soluciones negativas en los problemas
verbales. Sera necesario seguir analizando esta en otros problemas y
con otras poblaciones de docentes y estudiantes para ampliar esta

Investigacion.

Reflexiones finales

Lo que hemos realizado hasta el momento abre una via para dar algunas
respuestas a las preguntas planteadas en el trabajo, quizd no sean contestadas
en su totalidad pero si de manera parcial. Del andlisis de los resultados
obtenidos se concluye que la resolucion de problemas permite la creacién de
meétodos especificos de acuerdo al problema. La eleccion del meétodo
apropiado conlleva a la aceptacion de la solucidon negativa que es interpretada
en el contexto del problema. Ante este tipo de soluciones, los profesores
recurren a la construccion de fuentes de significado que les permitan dar
interpretaciones plausibles de la solucién obtenida.

Un problema que puede parecer imposible por métodos aritméticos, se
considera posible por algebra, una vez que la solucién negativa es validada al
ser sustituida en la ecuacion. Tanto por lo que respecta a los problemas, como
por lo que respecta a los métodos de resolucién, no puede pensarse en
establecer una separacion nitida entre lo que es aritmético y lo que es
algebraico, es mas se puede afirmar que los profesores se encuentran en el
transito de la aritmética al algebra, o, quizd mejor dicho, en un lugar en que
aritmética y algebra se solapan: la primera en su extremo superior y la segunda

ocupando el terreno del que ésta se retira.

Aceptar los numeros negativos, implica romper la vision tradicional de los

nameros como nociones que expresan el resultado de la medida de una
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cantidad de magnitud absoluta. Concluimos afirmando que los dos casos
histérico presentados al principio de este escrito, permiten comprender por
una parte, el largo camino recorrido por la comunidad matematica a fin de
arribar a la aceptacion de los negativos, y por otra, que una vez situados en el
lenguaje algebraico sea simbolico o no, es posible admitir a los negativos.
Esto ultimo queda reflejado en el Estudio de Caso presentado aqui, donde R
puede salir airoso gracias al método algebraico.

Referencias

Gallardo, A. (2002). “The extension of the natural number domain to the
integers in the transition from artihmetic to algebra”. Educational
Estudies in Mathematics. 49: 171-192, 2002. Kluwer Academic
publishers. Printed in the Netherlands.

Gallardo, A. (1994). El Estatus de los Numeros Negativos en la Resolucion de
Ecuaciones Algebraicas. Tesis de Doctorado. Centro de Investigaciones
y de Estudios Avanzados del | P N, México.

Glaeser, G. (1981). Epistemologie des nombres relatifs. Recherches en
Didactique des Mathematiques, Vol. 2, No. 3, pp. 303 — 346.

Hernandez A. y Gallardo A (2005). La negatividad y el cero en problemas
algebraicos. Un estudio con profesores de educacion bésica,
(Investigacion en curso).

Lester, F. K. (1994). Musings about mathematical problem solving research:
1970-1994. Journal for research in mathematics education, 25(6), pp.
660-675.

Lizcano, E. (1993). Imaginario Colectivo y Creacion Matematica. Ed. Gedisa,
Universidad Autonoma de Madrid.

Paradis, J. (1989). Los Origenes del Algebra: De los Arabes al Renacimiento.
Promociones y Publicaciones Universitarias S. A. Barcelona.

Puig, L. (1993). El estilo heuristico de resolucién de problemas, en Salar, A.,
Alayo, F., Kindt, M. y Puig, L. Aspectos didacticos en matematicas, 4, pp.
93-122. Zaragoza: ICE.



40

Schoenfeld, A. (1992). Learning to think mathematically: Problem Solving,
Metacognition, and Sense Making in Mathematics, en Grows, D.
Handbook for research on mathematics teaching and learning, pp. 334-
370. Nueva York: Macmillan Publishing Company.

Schubring, G. (1988). Discussions épistemologiques sur le statut des nombres
négatifs et leur representation dans les manuels allemands et francais de
mathématique entre 1795 et 1845. Actes du premier colloque franco-
allemand de didactique des mathématiques et de l'informatique. Editions
La Pensée Sauvage.

Sesiano, J. (1985). The appearance of negative solution in medieval
mathematic. Archive for History of Exact Sciences, Vol. 32, No. 2 pp. 105
—150.



