Profr. Efrain Soto Apolinar.

Funciones polinomiales de grados 3 y 4

Ahora vamos a estudiar los casos de funciones polinomiales de grados tres y cuatro.

Vamos a empezar con sus gréficas y después vamos a estudiar algunos resultados tedricos.

Funcién polinomial de tercer grado
La funcién polinomial de tercer grado es toda aquella funcién que se puede escribir de la forma:
3 2 Definicién
Yy =asx” +axx” +a1x +ap 1

donde a3 # 0.
La funcién polinomial de tercer grado también se conoce como funcion ciibica.
(.

p
La funcién polinomial de tercer grado mas sencilla es:

y= x3 Ejemplo 1

Graficala, encuentra sus raices, dominio y contradominio.
|\

e Empezamos calculando sus raices.
e Para que y = 0 se requiere que x> = 0.

e En palabras esto nos estd diciendo que debemos encontrar los niimeros que al multiplicarlos
por si mismo tres veces obtengamos cero.

e El tinico nimero que satisface la condicién anterior es x = 0.
e Esta es la tnica raiz de la funcién.

e Para encontrar el dominio recuerda que el dominio de cualquier funcién polinomial es el
conjunto de los nimeros reales. (pag. ??

e El contradominio se calcula de la sigiuente manera:

v Observa que cuando x es positivo, el resultado de elevarlo al cubo es positivo también.

v Cuando x es negativo el resultado de elevarlo alcubo es negativo.

e Entonces, el contradominio también es el conjunto de los ntimeros reales, porque cuando x
crece mucho los resultados de elevarlo al cubo también crece mucho.

e Esto mismo pasa con valores tanto positivos como negativos.

e La gréfica de la funcién esta enseguida:
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Observa que la funcién f(x) = x3 puede factorizarse como y = x - x - x.

Para encontrar una raiz de la funcién debemos contestar a la pregunta: «; Qué mimero multiplicado
por si mismo tres veces es igual a cero?» Y la respuesta es obvia: «el niimero cero multiplicado por st
mismo nos da cero», (0)(0)(0) = 0. Es decir, x = 0 es una raiz de la funcién, porque f(0) = 0.

Ejemplo 2

Grafica la siguiente funcién polinomial:

y=x>—x

Calcula, ademads, sus raices y su dominio y contradominio.

e Empezamos calculando sus raices.

e Para eso factorizamos la expresién: Profesor:
Sugiera el repaso
y=x- (x2 —1)=x-(x+1)-(x—1) de la factorizacion
extra-clase en caso

e De esta factorizacién calculamos facilmente las raices de la funcién. de ser necesario.

e Para que el producto de los tres factores sea cero se requiere que al menos uno de ellos sea

cero.
e Tenemos tres casos: x = -1, x =0,y x = 1.
e Entonces, la funcién corta alejexenx = —1,x =0y x = 1.

e De nuevo,el dominio es el conjunto de los ndmeros reales, por cerradura.
e Y el contradominio también, porque cuando los valores de x crecen f(x) crece.

e Esto ocurre para valores positivos como negativos.
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e La gréfica de esta funcién es la siguiente:
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Ahora observa que la funcién evaluada en x = —1, 0 en x = 0, 0o en x = 1 hace que f(x) =0,y
que la factorizacion queda:

y=x—x=x-(x+1)-(x+1)
Es decir, si r es una raiz de la funcién polinomial y = f(x) de grado n, entonces podemos
factorizarla como:
y=fx)=x-r -8

Donde g(x) es otra funcién polinomial de grado n — 1.

Sea y = P, (x) una funcién polinomial de grado n. Si r es una de sus raices, entonces la funcién
polinomial puede dividirse exactamente entre x — r.

Teorema 1

Si la funcién se divide exactamente entre x — r entonces se puede factorizar como:
y=Pulx) = (x=1)- Qu-a(x)
donde Q,,_1(x) es otro polinomio de grado n — 1. Entonces,
Pu(r)=(r—r)-Qu(r) =0-Qu(r) =0
Esto nos indica que r es una raiz de la funcién. ]

Esta demostracién estd incompleta. Pero después de entender el procedimiento de la divisién
sintética y que éste es equivalente a la evaluacién de un polinomio en un punto, quedard evidente
la segunda parte de la demostracion.
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Definicién Divisién sintética
2 La division sintética entre dos polinomios se realiza utilizando solamente los coeficientes.
El siguiente ejemplo ilustra la division sintética.
Calcula:
Ejemplo 3 (x> =5x—10) + (x —3) =

utilizando la divisién sintética.

«normal» o de la «division larga».

Colocamos el dividendo y el divisor en “la casita”:

x—3 | x*-5x-10

X.

x
x=3| x*-5x-10

Para ilustrar la divisioén sintética empezamos calculando la divisiéon utilizando el método

Ahora buscamos una expresién que multiplicada por x nos dé igual a x2. Esa expresion es:

Ahora, vamos a multiplicar la expresién que acabamos de encontrar por x — 3. Igual que

con la divisién con ntimeros, vamos a cambiar el signo al resultado y después sumamos

algebraicamente.

X
x=3| X¥—-5x—-10

—)/Z+3x

—2x

e A continuacién bajamos el nimero —10 del divisor.

cada por x nos dé igual a: —2x

e En este caso, necesitamos: —2

renglon...

x—2
x—3| x*—5x-10
—)/2/+3x

—2x%—10
25— 6
—16
e Entonces,
x2 —5x—10 16
7:3(_2_
x—3 x—3
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Al igual que en el caso de la divisién con nimeros, buscamos una expresiéon que multipli-

Ahora multiplicamos este ntimero por x — 3 y el resultado lo escribimos debajo del tltimo
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Profesor:

Sugiera a los
estudiantes  que
comparen los dos
procedimientos e
identifiquen  los
coeficientes de
uno en otro.
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e Ahora si, vamos a calcular el resultado usando la divisién sintética.

1 -5 -10|3
3 -6
1 2 16|

e Para considerar un caso mds general, supongamos que vamos a calcular el resultado de
dividir el polinomio a3 x3 +ap X2 + a7 x + ag entre x — k.

e Entonces, de acuerdo al procedimiento que estamos utilizando obtenemos:

as ap ay ap k
a3k a3k2+a2k a3k3+a2k2+a1k

a3 azk+ay ask*+ark+a; |askP +ark®+a1k+ag ‘

y en pasos:

v Paso1 ask

v Paso 2 azk + ap

v Paso 3 (a3k+ap) -k =ask®> +axk

v Paso 4 a3k® +ark+ay

/ Paso 5 (a3k2+a2k+a1)-k:a3k3+a2k2+a1k
v Paso 6 a3 k3 + ary k% + a1 k + ag

que es precisamente el resultado de evaluar la funcién polinomial en x = k.

Entonces, si el residuo de la division (a3 k> +ap k> + a1 k +ag) es igual a cero, se sigue que k es una
raiz de la funcién polinomial y ademds x — k es un divisor del polinomio a3 x3 4+ ap X% + ay x + ap.
Con esto queda completa la demostracién del dltimo teorema.

Observa que este resultado se cumple para funciones polinomiales de cualquier grado. No es
exclusivo para las de grado 3.

Asi, hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema del residuo

y=x>—4x*—17x+30

Si el polinomio P, (x) se divide entre x — 4, el residuo de la divisién es igual al resultado de Teorema 2
evaluar el polinomio en el punto x = a.
Demuestra que x = 6 es una raiz de la funcién polinomial

Ejemplo 4

e Por el teorema anterior, si al dividir el polinomio: x* — 4 x2 — 17 x 4 30 entre x — 6 obtenemos

como residuo cero, entonces si es una raiz de la funcién.

e Aqui estd la divisién sintética:
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1 —4 17 306
6 12 30
1 2 5 0]

e Més atn, como y = x> — 4x% — 17 x + 30 y sabemos que x = 6 es una raiz, podemos escribir:

y= (x —6)(x* +2x —5)

Usando la férmula general para encontrar las raices de una ecuacién cuadréatica, podemos
factorizar el polinomio cuadratico que estd como factor en la funcién:

x> 42x—5= (x+1—\f6) (x—i—l—i—\/é)

Esto nos permite escribir la funcién como:

y=(x—6) (x+1-6) (x+1+6)

Se te queda como ejercicio graficar la funcién.

Observa que la funcién cuadratica: y = x? + x puede escribirse como:
y=x-(x+1)

Y en general, cualquier funcién cuadrética y = ax? + bx + c tiene a lo més dos raices que estan
dadas por la férmula general:

v —b+ Vb? —4ac

B 2a

Esto nos indica que una funcién polinomial puede expresarse como:

y=@x=—n)x—n)

donde rq y r; son las raices de la funcién.

Del tltimo ejemplo vemos que una funcién ctbica y = a x> + bx? + c x + d puede descomponerse
como:

y=(x—r)(x —r2)(x —13)

y en general, una funcién polinomial de grado n puede descomponerse en n factores:
y="Pu(x) =an (x—r1)(x —12) - (x = 7n)

En otras palabras, una funcién polinomial de grado 7, a lo més tiene n raices.

Observa que algunas de las raices pueden estar repetidas. En este caso, tenemos que incluirlas
todas, repetidas o no.

Por ejemplo, la funcién polinomial:
y=(x—=1)(x=2)(x=2)(x+3)

tiene cuatro raices, las cuales son 1,2,2, y —3. La raiz x = 2 estd repetida, pero debemos contarlas
a las dos.
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Teorema Fundamental del dlgebra

ezl ¢ Sea y = P, (x) una funcién polinomial. Esta funcién tiene exactamente 7 raices.
La funcién polinomial y = P,(x) tiene exactamente n raices, algunas de las cuales pueden ser
complejas conjugadas.
Sabiendo que x = 3 es una raiz de la funcién polinomial:
Ejemplo 5 y=2x"—3x* —12x> +36x* +32x — 96

Calcula sus otras cuatro raices.

Como x = 3 es una raiz, podemos dividir el polinomio entre x — 3 y debemos obtener como
cociente un polinomio de grado 4:

1 -3 12 36 32 -9 |3
3 0 -3 O 96
1 0 —12 0 32 0 |

¢ Entonces, podemos expresar la funcién como:
y=x"—3x* —12x3 +36x* +32x — 96 = (x — 3)(x* — 12x% 4+ 32)
e Ahora debemos factorizar el segundo factor.
e Para esto vamos a definir u = x? para poder reescribir el polinomio como:
122 +32 =u? —12u+32
e Ahora debemos factorizar este polinomio cuadratico:
u? —12u+32= (u—4)(u—8) = (x* —4)(x* - 8)
e Para conocer las raices igualamos a cero cada factor y despejamos x:

¥2—4=0 = x2 =4 = x =42
2_8=0 = x2=8 = x = +2V2

¢ Entonces, la factorizacién de este polinomio queda:

(= 4)(x* = 8) = (x = 2) (x +2)(x —2V2)(x +2V2)

e Y la funcién factorizada puede escribirse como: Profesor:
Sugiera el uso de
y=x"—3x* —12x3+36x2+32x — 96 = (x — 3)(x — 2)(x +2)(x —2V2)(x +2/2) la division sin-

tética.

e Esto nos ayuda a conocer las raices de manera inmediata.
e Igualando cada factor a cero conocemos sus raices: 3,2, —2, 2 V2 y =2 V2.

e Se te queda como ejercicio:
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v Verificar que y(r) = P5(r) = 0, siendo r cada una de las raices que se calcularon.
v Graficar la funcién.

v Calcular su dominio y contradominio.

En el primer ejemplo de esta seccién se mencioné que para la funcién y = x3, cuando los valores

de x son positivos los valores de y son positivos y cuando los valores de x son negativos, los
valores de y también lo son.

En general, para cualquier funcién polinomial de grado impar, para valores suficientemente
grandes de x positivos, los valores de y serdan del mismo signo que el coeficiente principal de
la funcién.

Igualmente, para valores suficientemente grandes y negativos de x, los valores de y tendran el
signo opuesto al que tiene el coeficiente principal de la funcién.

Observa que en una direccion del eje x la funcién debe ser positiva y en la otra direccién debe ser
negativa. Como la funcién es continua, necesariamente debe cortar al eje x en algtin punto.

Esto nos obliga a concluir el siguiente teorema.

Teorema 4

Cualquier funcién polinomial de grado impar con coeficientes reales tiene al menos una raiz
real.

Ejemplo 6

Sabiendo que x = 4 es una raiz de la funcién polinomial de tercer grado:

y=1x>—15x>+68x — 96

calcula sus demads raices y graficala.

En este caso x = 4 es una raiz, asi que podemos usar la division sintética:

1 -15 68 —9 |4
4 44 9
1 11 24 0]

o Asi que:
y=x>—15x2 +68x —96 = (x —4)(x*> — 11 x +24)

e Ahora factorizamos el dltimo factor:
x> —11x+24 = (x—3)(x—8)

e Y finalmente, podemos reescribir la funcién como:

y=x—15x>+68x — 96 = (x —4)(x — 3)(x — 8)
e De aqui vemos que las raices de la funcién son: 4, 3 y 8.
e Ahora solamente falta graficarla.
e La siguiente gréfica se ha cortado a propdsito por cuestiones de espacio.
e T ya sabes que toda funcién polinomial es continua y que su dominio es el conjunto de los

nuameros reales.
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y=x> —15x2 +68x — 96

Profesor:

Dependiendo
de la impresion,

entre el texto

pueden  notarse
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Observa que el ultimo teorema mencionado se refiere splamente a las funciones polinomiales de
grado impar.

En el caso de las funciones de grado par, no necesariamente ocurre que tendran al menos una raiz
real, porque la traslacion vertical puede hacer que la fungién no corte/al eje. Para esto, basta con
trasladar la grafica de la funcién lo suficiente para que el\minimo o maximo de la funcién quede
por arriba o debajo (segiin sea el caso) del eje x.

Grafica la funcién polinomial:
y=x+1 Ejemplo 7

La gréfica de esta funcién es muy sencilla.

Cuandox =0,y = 1.

Ademas, dado que el grado de la funcién polinomial es par, la funcién siempre es positiva
(en este caso).

También, el minimo de esta funcién estd en x = 0.
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Profesor:
Puede mostrarse

e Observa que esta funcién no tiene raices reales, porque al igualar a cero el polinomio que que las raices son:
define a la funcién obtenemos: 1 ;

+— 4+
*4+1=0 = x=4vV—1=+\/V-1=+Vi

V2 V2
donde i es la unidad imaginaria.

El ejemplo anterior sirve como un contraejemplo del tltimo teorema aplicado a las funciones
polinomiales de grado par.

En conclusién, ese teorema solamente se cumple para funciones polinomiales de grado impar.
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