El puente de Occidente, erigido por el ingeniero antioquefio Jose Maria Villa, no solamente es un
trabajo original en su concepcion sino que es orgullo de la ingenieria del pais y es considerado
monumento nacional por ley de la Repablica.

Presentacion

En € capitulo 3 presentamos la relacion existente entre laintegral definiday las
Ilamadas sumas de Riemann. Vimos ademas la relacion que establece el segundo
teoremafundamenta del cdlculo entrelaintegral definiday laprimitivao antiderivada
delafunciony delacua sedijolaimportanciaquetendriaen lasaplicacionesdela
integral definida.

En este capitul o veremos como todos estos conceptos pueden usarse parael célcu-
lo de &reas de figuras planas, volimenes de solidos, longitudes de arcos de curvas
planas, momentosy centros de masa, etc. Todas estas medidas son limites de las
sumas de Riemann para cada caso, transformadas luego en integralesy soluciona-
das usando €l segundo teorema fundamental del célculo.
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Modulo 18

Area de una region plana
Contenidos del modulo

18.1 Areaentre curvas
18.2 Ejemplosresueltos de areas entre curvas

Objetivos del médulo

1. Usar laintegracion en aplicaciones geométricas. En particular, determinar el &rea
bajo unafuncién positivay definidaen unintervalo [a, b].

2. Generadlizar el objetivo anterior en determinar el &reaentredoso méscurvasenel
plano cartesiano.

Preguntas basicas

1. El valor medio de unafuncién f (x) en el intervalo [a, b] viene dado por

M=t

b-a
pruebe que el &reacomprendidaentrey =M e y =f(x) esigual al areacompren-
didaentrey=My € gex.

: f(x) dx. Calculeel valor mediodef (x) =x2enel intervalo[0, 3]y

1 1
2. SeaR laregion entre las curvas Y=; e Y=X—+1 y aladerechadelarecta

x=1. ¢El dreadeR esfinitaoinfinita? Si esfinita, calculesuvalor.

1 1
3. SeaR laregion entrelascurvas Y =; ey =7 y aladerechadelarectax = 1.

¢El &readeR esfinitaoinfinita? Si esfinita, calculesuvalor.
Introduccion

En el moédulo 13 del capitulo 3 seintrodujo laintegral definidaparacalcular €l érea
bajo una curva. En particular, cuando f(x)>0 en [a, b] considerabamos una

aproximacion parael &reaA laigualdad A=Y, T (t) AX |y comovaor real del &rea
i=1

el limite de las sumas de Riemann cuando €l nimero de rectéangulos aumentaba

indefinidamente, esdecir, A= Iimz f(t,) Ax :Ib f(x) dx.
n—oo i1 a

Isaac Barrow

El tedlogo y matematico inglés Isaac Barrow
nacio en Londres en 1630 y murid alli
mismo el 4 de mayo de 1677. Barrow es
considerado por muchos como uno de los
matematicos mas relevantes de su tiempo
(sobre todo en geometria), pero histdrica-
mente se le ha dado poco mérito al papel
que desempefié en el desarrollo del calculo
a pesar de que los métodos que empleaba
eran muy proximos a los que se usan
actualmente en esta rama de las
matematicas.

Barrow empez6 se formacion académica
en el colegio Charterhouse de Londres
(donde era tan agresivo y combativo que
se cuenta que su padre rezaba a Dios para
pedirle que si algtn dia tenia que llevarse a
alguno de sus hijos, se llevara a primero a
Isaac) y complet6 su educacion en el Trinity
College de la Universidad de Cambridge.
Fue muy estudioso y sobresalio especial-
mente en matematicas. Tras graduarse en
1648 residio unos cuantos afios en
Cambridge, luego viajo por Francia, Italia e
incluso Constantinopla, y tras varias
aventuras regreso a Inglaterra en 1659.
Fue ordenado al afio siguiente, asi como
nombrado profesor de griego en
Cambridge. En 1662 ocup6 el cargo de
profesor de geometria en el colegio
Gresham y un afo mas tarde fue elegido
para ocupar la catedra Lucasiana en
Cambridge. Mientras desempefaba esta
catedra publicé dos trabajos matematicos
de gran importancia, el primero de ellos en
geometria y el segundo en optica. En 1669
dejo la cétedra en favor de su alumno Isaac
Newton, quien fue considerado durante
mucho tiempo el Gnico matematico inglés
que le ha superado. Durante este tiempo
también escribio, entre otras obras,
Exposiciones del credo, Decdlogo y
Sacramentos. El resto de su vida fue muy
devota pues se dedicd al estudio de la
teologia. En 1672 fue director del Trinity
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

College, donde fundé una biblioteca que
regent6 hasta su muerte, a la temprana
edad de 47 afios.

Ademas de los trabajos ya mencionados,
escribio importantes tratados en mate-
méticas: Lecciones de matematicas (que
hablan en su mayoria de fundamentos de
metafisica para verdades matemadticas),
Elementos de Euclides, Datos de Euclides,
Lecciones de geometria'y Lecciones de
Optica. De esta Gltima se dice en el prefacio
que el propio Newton las revisd y corrigio
personalmente, afiadiendo ideas propias.
Como hombre, Barrow fue en todos los
aspectos digno de sus grandes talentos,
aunque tuvo una gran vena excéntrica. Ha
sido descrito como «bajo de estatura, flaco
y de pélido aspecto», despreocupado en
sus vestimentas y empedernido fumador.
Fueron notorias su fuerza y valentia, y se
cuenta que una vez cuando viajaba hacia el
Este logrd esquivar el ataque de unos piratas
gracias a su destreza. Su predisposicion e
ingenio le hicieron favorito del rey Carlos I,
quien indujo a sus cortesanos a respetarle
aunque no le mostraran aprecio.

En este médulo extenderemos la nocion parados funcionesf y g continuasy tales
que f(x)>9(x) en [a, b]. Para ello se consideraran rectangulos de area

[f(ti)—g(ti)] AX;, loscuales, d efectuar lassumasde Riemanny el paso d limite,
proporcionan el valor real del area entre las curvas como la igualdad

A= [Tt -g(0] d.
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; Médulo 18: Area de una region plana
18.1 Area entre curvas

Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo [a,b]talesque f(x) > g(x)
paratodo x en [a,b].

by
(t f (1))
/ ; y=fx) A
xX=a i E E x=b
\E ’ E/
B G5 et !
0 ar L~ 'h X
v X : Xi 1
| T~
= v =g()
1_.—--"{
(t, g(fr}]
Figura 18.1

Nos proponemos encontrar el valor del érea A delaregion R comprendidapor las
funciones g(x)y lasrectasx=a y x=bh.

f(),

Realicemosunaparticion P de [a,b] asi: a=X, <X, <...<X, =b. El intervalo

i-ésimo sera [, ,, ] , €l cual tienecomo longitud Ax, = X, — X, ; .

Tomemosun punto t; en [X, ,, ] y un elemento rectangular que tengacomo altura
h=f(t)—-g() y anchoAx.

Su area sera entonces:

AA = [f(t)-g(t)]Ax . Vea la animacion Area entre
A [ ( ') g( I)] ' curvas en su multimedia de
Elementos bdsicos de

Por tanto, unabuena aproximacion parael &reaA delaregionR ser& cdlculo integral y series

n

2LF () - g(t)]Ax.

i=1

Si ||P|| tiende acero, lasumatoriaanterior converge aun valor A que llamaremos

el areadelaregionR. Estoes: Vea el médulo 18 del

programa de television
N . Elementos bdsicos de
A=1lim Y [f(t)-g(t)]Ax = I [ (x)— g (x)] dx. ) célculo integral y series
1 a

IPl-0
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida
Laexistenciadel limite anterior estd garantizada por ser fy g continuasen [a,b] .

Observaciones
i. En la definicion anterior, si g(x) =0, entonces la integral definida

Ib f (x) dx serael valor del dreadelaregion comprendidapor lafuncién

f(x) >0, lasrectas x=a, x=b y e gex.

ii. Si sequierecalcular el areaencerradapor €l giex, lasrectas x=a,x=by

unacurva g(x) situada por debajo del eje x basta hacer f(x) =0 enla
formula(1) y se obtiene:

b
A= ‘L g(x) dx. ©
Nétese que como g(x) <0, entonces I : g(x)dx <O (propiedad iii, teorema 1 del

madulo 14) y, en consecuencia, A > 0.
18.2 Ejemplos resueltos de areas entre curvas
Ejemplo1

Encuentre el areadelaregion limitadapor larecta y = X+2, laparédbola

y=x?—4x ylasrectas x=1yx=3.
Solucion

Lafigural8.2ilustralaregion definida.

TN ()

)

10, 0)

(4,0) X

atadadel siadadn vl il |

.

e

(t, g(t))

Figura 18.2
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Tomemos el rectanguloi-ésimo deatura [ f (t;)— g(t;)] y ancho Ax;.

Un valor aproximado del area A pedida estara dado por

A= THE)- 9,
Luego

n

A= lim Z[f(ti)_g(ti)]AXi

IPl—>04=
y por tanto

A=[T100- 9001 dx

= [[x+2- (¢ - 40)] dx

X2 X3 ° 46
= 4 2X—— 4 2% | =—.
2 3 7|3

Ejemplo2

Médulo 18: Area de una region plana

Encuentre el &reade laregion comprendidaentrelacurva y = x* —x* - 6x y el

gex.

Solucién

La region se ilustra en la figura 18.3. Puesto que la funcién es positiva en €l
subintervalo [-2,0] y negativa en [0,3], es necesario dividir la region en dos

subregionesR, yR,.

Llamaremos A al &readeR, y A, a &reade R,. Entonces,

VA

(£ f (1)

R
(0, 0) l;

12,0 ¢ (3,00 x

(% f (1)

Figura 18.3
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

HnHme(t)Ax = [ £(x) dx

0 ' x® °
= j (x* =x*—6x) dx = | ————3x?
-2 4 3

-2

- _ ﬂ_ﬂ_:g(_z)? :E
4 3 3’
y
A, = H'piHTo.n [ ft)] A% =~ £(x) dx

8,03 2 X' 2 ’
:—j (X =x"—6x)dx=| ——+—+3x
° 4 3

0

:—8—1+9+27:§.
4 4

16 63 253
Por tanto, A=A + A, =
Ath = 4 12

Ejemplo3

Encuentre €l dreadelaregion comprendidaentrelacurva y = x* — 6x, lasrectas
x=2,x=4yd gex.
Solucion

Lafigura18.4 corresponde ala gréfica de una parabola que pasa por |os puntos
(0,0) y (6,0) y tienevérticeen (3,-9) .

,.
Il

(]
=
I
S

z ~
Il
£
5
|
=)
=

ra |

(0,0)

i (1, g(t)

Figura 18.4
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Médulo 18: Area de una region plana

Endintervalo[2,4], g(x) = x*—-6x < 0. Luego, paraencontrar el valor del areade
la region sefialada, se procede de acuerdo con la observacion ii, y por tanto:

3 4
A=—[ (¢ -6%) dx={%—3x2} :5—32_

Ejemplo4

Encuentre el &eadelaregion comprendidaentrelaspardbolasy = —x* e y = x> —6x.

(6 £t /__r glx) =1~ 6x
{
o, Oy {

|3 (0, &) kY

(t, g(t))

Figura 18.5

Solucién

Laregion seilustraenlafigura18.5. Paraencontrar |os puntos deinterseccion de
las dos curvas, resolvemos simultaneamente las ecuaciones que las representan;

estoes, y=-x?e y=x*-6x, cuyassolucionesson (0,0)y (3,-9).

El &rea de un elemento rectangular como el que se muestraen lafigura esta dada

por

AA =[F(t)-9(t)] AX,,
y €l dreadelaregién por
A:jj[f(x)—g(x)] dx

- J'z[—xz —(x* —6x) | dx

Ejemplo5
Encuentre el &readelaregion comprendidaentre la pardbola y* = x— 3 y larecta

y=Xx-5.
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida
Solucion

Laregion seilustraen lafigura 18.6. La gréfica corresponde a una pardbola con
vérticeen (3,0), abiertahacialaderecha, y larecta que pasa por |os puntos (5,0) y

(0,-5).

fx)=\x-3+

(0,0)

Figura 18.6

Para encontrar los puntos de interseccién de las curvas se resuelven
simultdneamente las ecuaciones y>=x-3 e y=Xx-5 cuyas soluciones son

4-Dy (2.

Si seanalizanlosrectangulosverticalesdelafigura18.6, encontramoslo siguiente:
lossituadosenlaregion R, (alaizquierdadelarectax = 4) estan limitados por las
dosramasdelapardbola; en cambio, enlaregion R, (aladerechadelarectax =4),
estan limitados por laramasuperior de lapardbolay larecta.

Cuando esta situacién se presenta es necesario dividir laregion en subregionesy
resolver un problema de 4rea para cada una de €ellas. En nuestro caso, sea

f (x) = v/x—3 laramasuperior delaparébola,y g(x) = —/x—3 laramainferior.

Enlaregion R, el rectanguloi-ésimo (figura 18.7) tendraun érea AA dada por

AA :[f(ti)_gl(ti)]Axi :

L uego,

A= T100- 90 ax= [ [Vx=3-(-Vx=3) Jax

4
=[x - 3dx=[g(x—3)3’2} =g.

3
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En la region R, el rectangulo i-ésimo (figura 18.8) tendra un area

AA =[f(t)=h(t)] Ax con f(x)=vx—3 y h(x)=x-5.

=
e

{rf-._f'(nnr/
JO)=\x-3__

L 3\
g =¥

(t; g(f:);\

(0, 0

pes
b=

3

Figura 18.7

Luego

A, =IZ[«/E—(X—5)] dx

:{3(7—3)3*2 —§+35}—F(4—3)3¢2 _15, 20} B
3 2 3 2 6

—— ) =x-5

AT

Figura 18.8

(0, 0y

9
El valor del dreapedidaespor tanto A= A + A, =5

Médulo 18: Area de una region plana
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida
Ejemplo6

Resuelvael gjemplo anterior utilizando elementos horizontes de area.
Solucién

Enlafigura18.9 se presentalaregion cuyaarease quiere calcular. Pararesolver un
problemade area por elementos horizontal es, se deben conocer las ecuaciones de

las curvas quelimitan laregién, enlaforma x = f (y), esto es, lax como variable
dependientey la y como independiente.

En nuestro caso tenemos:

x=f(y)=y+5y x=g(y)=y*+3.

En la figura se observa que cualquier elemento horizontal de area esta siempre
limitado por larectay laparabola; por tanto, no es necesario subdividir laregion.

El areadd i-ésimo elemento (figura18.9) sera

AAi = [ f (ti)_ g(ti)] Ayi = |:(ti +5) _(tiz +3):| Ayi
Luego el dreasera

A= lim [t +5)- (2 +3) Ay, :jj[(y+5)—(y2+3)] dy

IPl>07

2 3 2
= y—+2y—y— :g.
2 3)], 2

y x=f(y)=y+5

X=g(y)=)y"+3

(0,0)
11

-

Figura 18.9

Observaciones

Un procedimiento préctico para calcular la medida del &rea de una region plana
determinada se tiene desarrollando |os siguientes pasos:

i. Graficar las funciones hallando los puntos de interseccién y determinando
laregién cuyaarease quiere calcular.
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Médulo 18: Area de una region plana
ii. Se debe tener en cuenta que cualquier elemento rectangular esté limitado
siempre por el mismo par decurvas. Si esto no secumple, sedividelaregion
en subregiones apropiadas.

iii. Determinar los limites de integracion correspondientes a la regién o
subregiones y evaluar las integral es resultantes.

En lo sucesivo, en muchas aplicaciones adoptaremos, parasimplificar, el siguiente
método informal. Tomaremos:

dA enlugar de AA .
dx ody enlugar de Ax, 0 Ay, .

Ejemplo7

Encuentre el arealimitadapor lascurvas y =27*, y=¢*", el gjexy larecta
x=1.

Solucion
Puesto que

2% =2y x+1>—-xIn 2 cuando x >0,
entonces por ser lafuncidn exponencial de base e creciente,

¥l s g2 oy ox+l o o cuando x > 0 (figural8.10).

Figura 18.10

El dreadel elemento diferencial que aparece en lafiguraviene dado por:

dA= (yy—y,) = (" 27" dx = A= [ (e ~27) o

—X 1
— ex+1+2 :e(e—l)—i_
n2 In4
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En el médulo 14 del texto Elementos bésicos de calculo diferencial las preguntas
basi cas estaban encaminadas a establ ecer una primeraanal ogia entre las funciones
trigonométricas y las funciones hiperbdlicas. Si ain no ha dado la respuesta a

ellas, agui estala solucién. Las funciones x =cosht y y =senht seidentifican

con los puntos (X, y) de la rama derecha de la hipérbola unitaria x* —y* =1
(figural8.11).

P (cosh ¢, senh ¢)

Figura 18.11

Otra anal ogia importante que nos proponemos demostrar es la que establece que
lavariablet en ambos casos estarelacionadacon el &rea A por laformulat = 2A.

Ejemplo8

t
Demuestre que el areasombreadaR delafigura18.12a viene dadapor R = PR

Figura 18.12
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Médulo 18: Area de una region plana
Solucion

Deacuerdo conlafigura18.12 setiene:

Rsombreada = AAOPQ - A%ector APQ
Pero,
1 cosht
Acrg = Esenh t-cosht, y Augor o = L VX —1-dx
Deestaforma,

sombreada

=%senht~cosht—ﬁm\/x2—l-dx.

Laintegral Ix/x2—1~dx seresuelve haciendo la sustitucion x =sec 9 y

dx=secHtan 6 dg, y enlacua despuésde simplificar se obtiene:

:lcosht
1

J‘lwsmxlx2 —1.dx= {g\/xz —1—%In‘x+ X2 -1

Deestaforma:

sombreada

:%senht'cosht—[g\/x2 —1—%In ‘x+ x* -1

:|OOShI
1

:%smht'cosht—[cojt \/coshzt—l—%ln‘coshu coshzt—l‘—o}

=%senht.cosht—%senht-cosht+%ln|cosht+senht| =%In|et|

=1IneI =Et.
2 2

Enlas ultimasigual dades se han utilizado | asidentidades con funciones hiperbdlicas
presentadas en el teorema4 del médulo 14 del texto Elementos basicos de célculo
diferencial.

Ejemplo9

Usandointegracion, demuestre que €l &readeun sector circular deradioay angulo
central a (0< a < 27) viene dada por

A= Eazot.
2

Elementos basicos de calculo integral y series 215



Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

Solucién

Enlafigura18.13 hemosindicado el sector circular determinado por laporcion del
circulo de radio a, x*+y?=a® y larecta y = (tan @)x que pasa por el origen
formando un éngulo o con el gjex.

VR

y=f(x)=(tan o) x
S O @ cos o, @ sen o)

—— =\ - x!

0 Pia 0) x

Figura 18.13

En primer lugar, las coordenadas (X, y) del punto Q vienen dadas por
X = acosa,
y=asena.
Ahora
dA =[x, —x.] dy @
Donde
Xz . €esel xentérminosdey, delarecta.
Esto es,
Xg = (cot @) Y,

X. . esel xentérminosdey, delacircunferencia x> + y> = a®
Esto es,

X, =+/a°—y? -

Sustituyendo en (1) estos dos valores, se tiene;
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Médulo 18: Area de una region plana

dA = [Jaz —y? —(cot a)y} dy = A= j:sm[\/az —y? —(cot @) y} dy.

Pero,
asena a.2
jo Jai—y? dy:7[a+sen acosa| (verifiquehaciendola
sustitucion y =asena)
También,
asna y2 asena
j (cot @) y dy = (cot &)
0 2 0
1 2 2 1 2
:E(cota)-(a sen a)=5a sena cosa.
Por tanto,
a’ a’ a’
A=—[a+senacosa|-—senacosa =—a.
2 2 2
Esto es,
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Modulo 19

Volimenes de sdlidos por secciones
transversales

Contenidos del modulo
19.1 Volumen de un sdlido con secciones planas paral el as conocidas
Objetivos del médulo

1. Usar laintegracion en aplicaciones geomeétricas. En particular, usar €l principiode
Cavalieri paradeterminar el volumen de un sdlido que tiene secciones planas de
area conocida, usando el método de rebanadas.

Preguntas basicas

1. SeaAuncilindrocircular rectoderadioay aturah (figurala). SeaB uncilindro
circular inclinadoderadioay aturah (figuralb). ¢Tienen Ay B el mismovolu-
men? Explique su respuesta.

Figura 1

2. ¢Cudl esel volumen de un octante de laregién comin ados cilindros circulares
rectos deradio 1y cuyos € es se intersecan en angulo recto? (figura 2)

Francesco Bonaventura Cavalieri

El matematico italiano Francesco Bonaventura
Cavalieri naci6 en 1598 en Milan y fallecio el
30 de noviembre de 1647 en Bolonia.
Cuando alin era muy joven ingres6 a la
orden jesuita en Milan y luego fue a Pisa a
continuar su formacion religiosa. Su interés
por las matematicas fue estimulado por los
trabajos de Euclides; pocos afios después
fue discipulo del famoso astrénomo Galileo.

Cavalieri debe su celebridad a su teoria de
los «indivisibles», que llegé a ser un factor
importante en el desarrollo del célculo
integral. Esta teoria, expuesta en su principal
obra Geometria de los indivisibles (1635),
estudia las magnitudes geométricas como
compuestas de un nimero infinito de
elementos, o indivisibles, que son los dltimos
términos de la descomposicion que se
puede hacer. La medida de las longitudes,
de las superficies y de los volimenes se
convierte entonces en la suma de la infinidad
de indivisibles, o sea que es el principio del
calculo de una integral definida.

Cavalieri fue el primer matematico italiano
que aprecié en todo su valor los logaritmos
y figuré entre los primeros que ensefiaron
la teoria copernicana de los planetas. Otros
trabajos suyos dignos de renombre son el
desarrollo dado a la trigonometria esférica,
asi como el descubrimiento de las formulas
relativas a los focos de los espejos y de las
lentes. También describi¢ la reflexion del
telescopio y trabajé sobre muchos otros
problemas de movimiento. Uno de sus
varios libros sobre astronomia es Tratado
de la ruta planetaria perpetua, publicado en
1646.

Elementos basicos de calculo integral y series 219



Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

En este médulo se definira el volumen de un solido cuyas secciones transversales

cuadrante de
un circulo

cuadrante de
un circulo

Figura 2

Introduccion

son planos paralelos entre si.

Existe un método conocido como el principio de Cavalieri paracalcular volUmenes
de s6lidos. Supongamos que tenemos un cuerpo sélido como el delafigural9.1y
denotemos por A(x) el dreade su seccidn transversal medidaaunadistanciax deun
plano dereferencia. De acuerdo con el principio de Cavalieri, € volumenV del sdlido

estadado por V = J' ’ A(x) dx, dondeay b son las distancias minimay maxima a

partir del plano dereferencia. Estasideas son las que nos proponemos presentar de

maneraintuitivaen laprimera seccion de este modulo.
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Maédulo 19: Volumenes de sélidos por secciones transversales

19.1 Volumen de un sélido con secciones planas
paralelas conocidas

En esta seccién estudiaremos el célculo de volumenes de sdlidos paralos cuales

es posible expresar el area de cualquier seccidn plana, perpendicular a unarecta
fija, en términos de la distancia de la seccién planaaun punto fijo de dicharecta.

En lafigura 19.1 se muestra un sélido cuyas secciones perpendiculares a ge x
tiene un &rea conocida A(t;) (parte sombreada), en donde A(t) es una funcion

integrable en [a,b], t, esun punto del intervalo [x, ,,%] ¥ Ax, =X —X_, esd
espesor del i-ésimo elemento de volumen.

Si reemplazamos cada elemento de volumen por un «cilindro» de base A(t;)y

n
altura Ax;, su volumen sera Y su suma ZAVi tendra un valor
i=1

aproximado a volumenreal V del sélido, aproximacion que mejoraal disminuir la
normadelaparticion.

Entonces,

V = lim 3 A®) Ax = [ A d.

lpl~0 <

Av;, = A(t;) Ax, .

z i -ésimo elemento de volumen

Figura 19.1
Observacion

El volumen de un sélido de revolucién que se presentard en el préximo médulo se
puede obtener como caso particular delaformulaanterior s A(x) secambiapor el
areadeun circulo o de un anillo circular, seguin €l caso.

Vea el médulo 19 del programa
de television Elementos bdsicos
de cdlculo integral y series
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

Vea la animacion Volimenes de
sdlidos por secciones planas en
su multimedia de Elementos
bdsicos de cdlculo integral y
series

Ejemplol

Calcule € volumen de la cuia determinada por un cilindro recto de radio r, un
plano perpendicular al gede cilindroy otrointersecando a primero con un angulo o
alolargo de un didmetro delaseccion planacircular (figura19.2).

Figura 19.2

Solucién

Tomemos el plano xy perpendicular el ejedel cilindroy el origen O sobreeste gje.
Laecuacion delacircunferenciaC, queresultadeintersecar € cilindro con e plano

perpendicular asu gje, tiene como ecuacion

Toda seccion planadel sdlido perpendicular al gex y formando un anguloa: en

la abscisa  es un triangulo rectangulo de basey, =/r’-t’ y altura

h =y tana=r’ -t tana.

Por tanto su area sera:

%Jrz —t? . r’-t?tana

y en consecuencia su volumen estara dado por:

 fm 3 S e

_1 ro.2 2 _ 1 ro2 2
_EL(r —X )tanadx_(Etana)-Zjo(r —Xx°) dx

3 r
—tana| rPx—2 :gr3tana.
3], 3
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Maédulo 19: Volumenes de sélidos por secciones transversales
Ejemplo2

Halle el volumen de una pirdmide rectade alturah y unabase cuadradade lado a.
Solucién

Tomemosel plano xy perpendicular a plano delabasey pasando por el gjeprincipal
delapirdmide (figura19.3).

Figura 19.3

Toda seccién plana perpendicular a gey es un cuadrado. Para calcular su lado,
consideramos los triangul os semejantes AMN y AOB. Tenemos entonces,

W _ A o
OB AO
Pero _B=%, AO=hy AM =AO-MO =h-t,.
: TN o (h-t)a
Reemplazando en (1) y despejando MN obtenemos: MN =
Por tanto el lado del cuadrado que estamos buscando seréd ZW:W y el

volumen se escribira asi:

Piramides de Gizeh

, Una pirdmide es un poliedro limitado por

Zn:{ t)a} B h[(h—y)a} d una ba_se que puede ser un poligono

. yi —J —— | ay cualquiera (es decir, un tridngulo, un

HPH* 0 h cuadrildtero, un pentdgono, etc.), y cuyas
caras, tantas en nimero como los lados de

aquél, son triangulos que se juntan en un

( ]J (h*=2hy +y*) dy = solo punto o vértice. Las piramides de Giseh,
cerca de El Cairo (Egipto), tienen base

cuadrada y fueron construidas para albergar

la tumba de los faraones Keops, Kefrén y
Mikerinos.
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Modulo 20

Volimenes de solidos de revolucion

Contenidos del médulo

20.1 Método de las arandelas
20.2 Método delacorteza (cascarones) cilindrica

Objetivos del médulo

1. Usar laintegracion en aplicaciones geométricas. En particular, usarlaparadeter-
minar el volumen de un sélido de revolucion.

2. Diferenciar entre el método del disco (secciones perpendicularesal ejedegiro) y
el método delacortezacilindrica(seccionesparaelasa ejedegiro) paradetermi-
nar el volumen de un sdlido de revolucion.

Preguntas basicas

1. ¢Esposible que unaregién planacon areainfinitagenere un solido con volumen
finito? Explique su respuesta.

2. Enunaesferasolidade radio b se perforaun hoyo redondo deradioa (a <b)
pasando por €l centro. Determine el volumen que queda del sélido.

Introduccion

Vamos aextender el procedimiento visto en el madulo 18 parael cllculo del éreaal
célculo del volumen de un solido de revolucion. El sdlido de revolucién se obtiene
a rotar una regién del plano arededor de una recta de ese mismo plano, pero
situada de tal manera que laregion cae enteramente en uno de los dos semiplanos
en que dicharectadivide a plano en donde esta situada (figura 1).

(a) (b)

Figura 1

Evangelista Torricelli

El fisico y matematico italiano Evangelista
Torricelli naci6 el 15 de octubre de 1608 en
Faenzay fallecid en Florenciael 25 de octubre
de 1647. Sus padres notaron el talento que
tenia, pero como no disponian de recursos
para educarlo lo enviaron a estudiar con su
tio, un monje camaldulense, a un colegio
jesuita en Faenza. Su tio dispuso que
estudiara bajo la tutela del monje Benedetto
Castelli, que ensefiaba en la Universidad de
Sapienza, en Roma, y de quien se convirtio
en ayudante hasta 1632.

El 11 de septiembre de 1632 Castelli escribid
a Galileo una carta en la que informaba
sobre los notables progresos cientificos de
Torricelli. Galileo le contesté a Castelli, pero
como éste no estaba en Roma, el mismo
Torricelli aprovechd para contestar la carta
de Galileo y explicarle directamente sobre
sus trabajos matematicos. A partir de
entonces se hizo amigo del gran astronomo
y mas tarde se convirtid en su asistente y
discipulo. Torricelli permaneci6 viviendo al
lado de su maestro, cuidandolo hasta el dia
de su muerte en enero de 1642. Un afo
mas tarde lo sucedi6 en el cargo de
matematico de la corte del Gran Duque
Fernando Il de Toscana.

Para 1641 Torricelli habia completado gran
parte de su Opera geometrica (Qbra
geomeétrica), trabajo que iba a publicar en
tres partes, la segunda de las cuales, De
motu gravium, es un tratado sobre el
movimiento parabdlico de los proyectiles.

Torricelli fue la primera persona en crear un
vacio sustentable. Su nombre se asocia a la
invencion del barémetro de mercurio en
1644 para la medicion de la presion
atmosférica. Este experimento, ademas de
la importancia de sus aplicaciones practicas,
permitia demostrar la inconsistencia de las
afirmaciones de los que aln seguian las
teorias aristotélicas sobre la imposibilidad
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

de la existencia de vacio, ya que por encima
de la columna de mercurio de su barémetro
se producia dicho vacio (una unidad de
medida, el torr, utilizada en fisica para
indicar la presion barométrica cuando se
trabaja en condiciones cercanas al vacio,
se denomina asi en su honor). En De motu
gravium también probd que la velocidad
de salida de un liquido a través de un
pequeno orificio en la pared delgada de un
recipiente es proporcional a la raiz cuadrada
de la altura entre el orificio y la base del
recipiente, enunciado que ahora es
conocido como «teorema de Torricelli».
Algunos lo consideran el fundador de la
hidrodindmica. En esa publicacion estudio
el movimiento de un proyectil, desarroll6
las ideas de Galileo sobre la trayectoria
parabdlica de un proyectil lanzado
horizontalmente y dio una teoria sobre los
proyectiles disparados en cualquier angulo.
Por otra parte, construy6 los mejores
anteojos de la época. También construy6
telescopios y microscopios. Aparentemente
aprendid estas técnicas mientras vivid con
Galileo. Torricelli gand mucho dinero por
sus habilidades en la construccion de lentes
durante la Gltima parte de su vida en
Florencia y recibié muchos regalos del Gran
Duque Fernando II.

Otra contribucion de Torricelli fue la
resolucion del problema de Fermat, que
dice: «Dados tres puntos en un plano,
encontrar un cuarto punto tal que la suma
de las distancias a los tres dados sea la
menor posible» (dicho punto es conocido
como el centro isogdnico).

Torricelli también determind la longitud del
arco de una cicloide (curva plana descrita
por un punto dado de una circunferencia
cuando ésta rueda por una linea recta). El
tema de la cicloide surgié de una disputa
con el matematico Roberval. En una carta
fechada en octubre de 1643, Torricelli le
informd a Roberval sobre sus puntos de
vista y resultados sobre el centro de
gravedad de la pardbola, la superficie de la
cicloide y su historia, el sélido de revolucion
generado por una conica y un s6lido
hiperbélico. No hay duda de que ambos
matematicos llegaron a descubrimientos
similares sobre la cicloide pero ninguno
influyé sobre las ideas del otro.

En 1647 Torricelli contrajo fiebre tifoidea y
murié a los 39 afios. Como hombre de
ciencia habia abierto el camino para conocer
el océano de aire o atmdsfera en que
vivimos.

Por ejemplo, si rotamos el semicirculo C delafigural arededor del gedelasx, €
sélido resultante esunaesferaderadior, y si giramostambién alrededor del ejex el
tridngulo T, €l sdlido resultante sera un cono de alturah y base circular deradio a.

Paradefinir el volumen V de un solido de revol ucion empecemos por aceptar como

medidadel volumen de un disco o cilindro circular recto a producto nirh, en donde
reslamedidadel radioy h ladelaatura

— h —

R

Figura 2

Si el cilindro eshueco (setieneunaarandeld), R y r son losradios externo einterno,
respectivamente, y h eslamedidadelaaltura(figura2), aceptaremos como medida
del volumen delaarandela el siguiente producto:

3(R2=r?)h. @

Estos elementos geométricos son |os que usaremos en el desarrollo delos médulos
siguientes.
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Maodulo 20: Volimenes de solidos de revolucion
20.1 Método de las arandelas

Supongamos ahora que se va a rotar alrededor del ge x la region B del plano
encerradapor lascurvas f (x) y g(x), que supondremos continuasen el intervalo

[a,b], ylasrectas x=a y x=b (figura20.1).

Figura 20.1

El solido resultante se muestraen lafigura20.2.

trnnn
MU g
1
1
1
1

HRLET
My

Vea el médulo 20 del programa
de television Elementos bdsicos
de calculo integral y series

Figura 20.2

Supongamos ademas que f(x) > g(x) paratodo x de[a, b].

Realicemos unaparticién P de[a, b] tal que

a=Xy <X <X, <..<X, =D Vea la animacion Me’todo de las
arandelas para voltimenes en su
multimedia de Elementos bdsicos

donde el i-ésimointervalo tienelongitud Ax, = X, — X, ; . de cdlculo integral y series
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

Escojamosun punto cualquiera t, de[x,_,,x]. Al girar laregion B alrededor del gje
X, € i-ésimo rectangulo formaunaarandelao cilindro hueco como el delafigura2
de la «Introduccion» con radio exterior R = f (t,), con radio interior r=g(t),y

h = Ax; . El volumen Av, deestedisco, segiin laférmula(1) dela«lntroduccion,

esta dado por

La suma de los volimenes de los n discos huecos que resultan sera entonces
ZAVi :zﬂ([f(ti)]z_[g(ti)]Z)AXi . )
i=1 i=1

El volumen V del sdlido resultantelo podemos definir como el limitedelasuma(2),

cuando |[P| seaproximaacero.

Estelimiteexisteyaque f? y g? soncontinuasen [a,b], a ser producto defunciones
continuas en el mismo intervalo.

Laférmula(2) puede utilizarse para encontrar un valor aproximado del volumen,

aproximeacion que mejoraamedidaque |P|| se hace més pequefia
Definicion 1

Sean f(x) yg(x) dosfuncionescontinuasen[a,b] talesque f(x) > g(x) > 0 Mi)
o f(x) < g(x) < 0 paratodo x de [a,b]. Entonces €l volumen V del solido de
revolucién generado al rotar sobre d gex laregion limitadapor lascurvas y = f (x),

y=0(x) ylasrectas x=a yx=b estaradado por laexpresion:

= HnHmz ([ -[9@)]) ax

=] ([0 ~[900T" ) ox. ®

Observaciones

i. Si d gederotacionno ese gex, laintegra delaférmula(3) debemodificarse
en forma apropiada asi: f (x) debe cambiarse por €l radio exterior de los

discos huecos, g(x) por su radio interior y dx por la diferencia de la
variableindependiente (g emplo 3).

ii. Si laregion B que sevaarotar alrededor del gjex estalimitadapor lacurva
y = f(x), el gexylasrectas x=ayx=»Db (figura20.3), el radio exterior

sigue siendo pero el interior es g(x) =0.
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Maédulo 20: Volimenes de sélidos de revolucion

Figura 20.3

Losdiscosqueresultan a girar € i-ésimo rectangulo yano son huecosy el volumen
V total se puede obtener de nuevo a partir de (3) cambiando g(x) por cero.

Luego
V = lim Zn:ﬂ[f(ti)]zAxi :ﬂj:[f(x)]zdx. @

lpl—0

Ejemplol

Encuentre el volumen del sélido derevolucién obtenido al rotar alrededor del gje x
laregion comprendida por lapardbola y = x*, €l glexy lasrectas x=1yx=3
(figura20.4).

Figura 20.4

Solucién

El volumen del disco queresultaal rotar el i-ésimo rectangul o estara dado por

Av, = z[ 2] Ax.
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

Luego, de(4):
L 3
V= lim > att Ax, =7Z'J. x* dx
Ip|-04= 1
Vea la animacion La paradoja de x> : 2427
la trompeta de Gabriel en su = — | =
multimedia de Elementos bdsicos 1 3)

de cdlculo integral y series

Ejemplo2
Halle el volumen del sdlido de revolucién obtenido al rotar sobre el gjex laregion

limitadapor lacurva y = x* y lasrectas Y = % , x=1Y x =2 (figuras20.5y 20.6).

Figura 20.5

AR
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-
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i
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i
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mi gk
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1

Figura 20.6
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Maédulo 20: Volimenes de sélidos de revolucion
Solucion

Al rotar el i-ésimo rectangulo resulta un disco hueco con radio exterior t?, radio

t
interior—z', dtura Ax, y volumen . El volumen V del

solido resultante estara dado, seguin la expresion (3), por

n t_2
V=1im Y 7|t -4 |Ax;
2 { 4} '

37 3
5 12 60

Ejemplo3

Halled volumen del sdlido generado al rotar sobreel gje x = —1 laregion encerrada
por lapardbola x = y? y larecta x = 2y (figuras 20.7y 20.8).

Av, = ;{(tf)2 —(t—Z'J :lei

Figura 20.7

Solucién

Comencemos por hallar |os puntos deinterseccion entrelapardbolay larecta, para
lo cual resolvemos simultaneamente y = x y x = 2y.

L os puntos de interseccion son entonces (0, 0) y (4, 2).
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Al rotar €l i-ésimo rectangulo alrededor de larecta X =—1, el disco hueco que
generatiene por radio exterior (2 +1), por radiointerior (t” +1) y por atura Ay, .

Su volumen sera y €l volumen del sélido de
revolucion generado estard dado por:

n

V= Hmﬁé[(zti +1)° - (17 +1)° ] Ay,

= ”joz[(ZY+1)2 —(y*+1)*]dy = ﬂj;(—y4 +2y% +4y) dy

Figura 20.8

Ejemplo4

Calculee volumen del sdlido derevolucion generado al rotar arededor del gex la
region del plano limitadapor lascurvas y =sen x, y =cosx ylasrectas x=0y

T
X=—.
4

Solucién

En la figura 20.9 aparece sombreada la region que se va arotar y el elemento
rectangular de &rea apropiado.

Al rotar dicho rectangul o alrededor del gje x se generaun disco cuyo radio exterior
es cost; yradiointerior sent; .

El volumen V del slido resultante estara dado por :

n

V =lim > r[cos’t —sen’t ] A,

Pl-o 4
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/4

= nj ”/4(0052 x—sen® x) dx = 7[_[ “* cos 2x dx = Zsen ZX} -
0 0 2

0

(t;, cos &)

{l'-r, €N f-r}

Figura 20.9
Ejemplo5

Sea f(x) =% lafuncion definida en [1,+w). Determine si es posible asignar un

valor real al volumen del solido derevolucién generado al rotar alrededor del gjex
laregién comprendidaentrelacurva, €l gexy larectax = 1(figura20.10).

FATEATMATrS
Tr LLgiukerTel D

Figura 20.10
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida
Solucién
De ser posible asignar un volumen V al sélido resultante, éste debe ser el valor de
laintegral impropia:

V= LM [ f(x)]?dx, siemprey cuando sea convergente.

Pero,

+o0 2 _ +0 1 T € 1
jl l f(X)] olx_jl 7y = nmjl;dex

e—>+0

! [ 1}6
=limz|-=
€+ X 1
=7r- |im{1—l}:7z.
€40 e

Como laintegral impropiaconvergeal rea m, sesigueentoncesqueel volumenV
del solido resultantees V =7 .

20.2 Método de la corteza (cascarones) cilindrica

Para el cdlculo del volumen de un sdlido de revolucién se tomaron, en la seccién
anterior, elementos rectangulares de area perpendiculares al gje derevolucion, 1o
cual dio origen aelementos de volumen en formade anillo circular o disco. En esta
seccion setomarén elementos rectangulares de &reaparalelos al gje derevolucion,
los cuales al rotar generan un elemento de volumen que llamaremos corteza
cilindrica (figura20.11), que se puede asociar con la parte sélida de un tubo.

e

h

ot

Figura 20.11
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Maédulo 20: Volimenes de sélidos de revolucion

A dichacortezacorresponde un radio interior r,, unradio externo r, y unaatura

h. Si denotamos por V, €l volumen de |a corteza, entonces V, = volumen del
cilindro externo menos el volumen del cilindro interno, o sea

@

Analicemos ahora una forma para calcular por medio de cortezas cilindricas €l
volumen del sdlido derevolucidn, generado al rotar alrededor del ey laregionR

comprendidapor lasfunciones f y g continuasen [a,b], f(x)> g(x) paratodo

xen[a,b] ylasrectas x=ay x=h, con x>0 (figuras20.12y 20.13).

‘_.
=
=

x=bh

WGf@) | o
N @

~—

Al
v
SELS RN

o

Y.

x =
!

I)‘_:;\

Na¥

V, = zr7h—zr?h = z(r7 —r?)h.
Figura 20.12

Figura 20.13

Vea la animacion Método de la
corteza cilindrica en su multi-
media de Elementos bdsicos de
cdlculo integral y series
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Capitulo 4: Aplicaciones de la integral definida

Sea P = {Xy, X,...,X,} unaparticiondel intervalo[a,b].

Tomemos|os elementos de érea paralelos al gjey (figura20.12). El rectangulo

i-ésimo tiene como base Ax; y como altura ,endonde t, esel punto

mediode [x_,,x],0seat :M

Al rotar esterectangulo alrededor del gjey obtenemosunacortezacilindrica(figura
20.13), alacual corresponde un volumen Ay, .

Puede observarse ademas queel radioexterno  delaférmula(l) es x; y el radio

interno r, es x_,, luego

Av, :ﬂ-xiz[f(ti)_g(ti)]_ﬂ-xiz—l[f(ti)_g(ti)]' @

Factorizando, se tiene que

Av; =7 [ ()= a(t)] (% + X)X — %) .

Ff (

Como x; +X_, =2 y X —X_, =AX, entonces

Av; =27t [ f(t)—9(t)]AX.
Por tanto un valor aproximado del volumen esta dado por:
iZil:Zﬂ'ti[f(ti)—g(ti)] AX;. &)
Puesto quelafuncion x[ f(x)—g (x)] escontinuaen[a,b], entonces paracualquier

t; de [x_, %], lim> 27t [f(t)-g(t)]AX existe, en particular para los

Pl-0 4

considerados en (3).

Lo anterior nos permite definir el volumen delasiguiente manera:
b
V= 2ﬂja X[ f ()= g(x)]dx .
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Maédulo 20: Volimenes de sélidos de revolucion
Observaciones

i. Si g(x) =0 paratodo x en[a,b], entonces el volumen esta dado por

V= lim > 2mt 1 (t) A% = 27"t (x) d.
04~ a

il Si sequiere hallar el volumen por cortezas cilindricas sobre cualquier otro
ge de giro, hay que realizar los cambios pertinentes en la féormula (2)
(gjemplos5y 6).

Ejemplo4

Encuentre el volumen generado al rotar alrededor del gjey laregién comprendida
por la pardbola y = x> —4x, larectay=x+2 y lasrectasx=1 y x=3.Tome
elementosde &reaparalelosal gey.

Solucion
Lafigura20.14 nos muestralaregion que generael solidoy el el emento rectangular

de area, y lafigura 20.15 muestra el sdlido de revolucion generado y la corteza
correspondiente a elemento rectangular.

Figura 20.14

El volumen de la corteza cilindrica generada por €l rectangulo i-ésimo esta dado
por:

Av, = 27t [f(t)-g(t)]Ax = 27t [t +2— (" -4t)]Ax.
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Por tanto el volumen del sélido es;
V = lim > 2nt [ 5t —t7 + 2] Ax,

Pl-o 4

Entonces,

3
3 4
V= 27z.].13x(5x—x2 +2)dx = Zﬁ[%—X—Jr xzﬂ =@;z.
1

Figura 20.15
Ejemplo5

Laregion acotadapor larecta y = x, € gexy lasrectas x=2y x=4 esrotada

alrededor delarecta x = —2 . Tomando elementos rectangulares paralelos a gey,
encuentre el volumen del sélido generado.

Solucion
Lafigura20.16 indicalaregion que generaa solido y el elemento rectangular de

area, y la figura 20.17 muestra el sdlido de revolucion y la corteza cilindrica
correspondiente al elemento rectangular.

x ==2 ¥

Figura 20.16
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Figura 20.17

El volumen delacortezacilindricacorrespondiente al rectangulo i-ésimo estadado
por:

Av, =27z, T (t,) AX;, puesto que g(x) =0,
y como r, =2+t entonces
Av, =27(2+t) T (t)AX; .

Luego

V = lim Zn:27r[2+ti]f(ti) Ax, = lim Zn:2ﬁ[2+ti]ti AX,

P04 P04

3 4
:2ﬂj4(2x+x2)dx:2ﬁ @ X 2184
2 3 ) 3

Ejemplo6

Laregion comprendidapor lasrectasy = X, y =2x y x =3 giraarededor del ge
x. Encuentre el volumen del sdlido generado.

a Tomando € i-ésimo elemento deareaparaelo al gjex (método delacorteza).
b. Tomando el i-ésimo elemento de érea perpendicular a ge x (método del
disco).

Solucion

a Lafigura20.18ilustralasituacion cuando setomael elemento i-ésimo de &rea
paraleloal gex.
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wpeesccaa

Figura 20.18

En lafigura 20.18 se observan dos elementos rectangul ares limitados aderecha e
izquierda por funciones diferentes. Por tanto, es necesario dividir laregion que se

va a rotar en dos regiones R, yR,. La primera, comprendida por las rectas

y=X,y=2x y y=23, ylaotra comprendidaporlasrectas y =2X, y=3y x=3.

Para cada caso se toma un elemento rectangular paralelo a ge x, que al rotarlo
alrededor de éste generaunacortezacilindrica.

El volumen correspondiente alacortezacilindricageneradapor €l elemento dearea
delaregion R, (figura20.19) estédado por:
Av, = 2zth, - Ay,, dondeh, =t —t—é.

Luego

R t;
V= lim » 2zt |t ——= | Ay
1 HPH_’OE ﬂ-l(l 2) yl

3
3 Y go - 2V |
_JOZﬂy(y—Ejdy -3 }0_97[.

El volumen correspondiente alacortezacilindricageneradapor € elemento dearea
delaregion R, (figura20.19) estédado por:

Figura 20.19
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Av, = 27th, Ay, dondeh, = 3—t—2‘.

Luego

IPl-04

2 3\ 18
:jezﬁy(s—XJ dy=27/ Y || Z1gr.
3 2 2 6)),

Por tanto el volumen total generado por las rectas dadas esigual a

= lim sz [3——]Ay,

V =V, +V, =277

Calculemos ahora el volumen tomando un elemento de &rea perpendicular a gjex
(figura20.20). Paraeste caso se utilizael método del disco.

4 yv=[(x)=2x
(t, (1)
~y=g(x)=x
b gy
0 Xio Xi v X
Figura 20.20

El volumen del disco generado por el elemento de &rea esta dado por:

=7 ([ )] ~[9(t)]" ) ax
Luego

—HnHmz ( &) -[ot)] )
= [ 7[00 ~[9(0]") o

_j 7(4x* —x*) dx = 7Z'X:| =27r.
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Modulo 21

Longitud de arco de una curva plana
y area de superficie de revolucion

Contenidos del madulo

21.1 Longitud de arco de unacurvaplana
21.2 Calculo delalongitud de los cables en el puente de Occidente
21.3 Areade superficie derevolucion

21.3.1 Areade superficie alrededor del gjex

21.3.2 Areade superficie alrededor del gjey

Objetivos del médulo

1. Usar laintegracion en aplicaciones geométricas. En particular, usarlaparadeter-
minar lalongitud dearcosy €l areade superficiesderevolucion o areaslaterales.

Preguntas basicas

1. Determine una curvaque pase por el punto (0, 1) y cuyaintegral quedefinela

. . 2 1
longitud de arco viene dada por s =I 1+—-dy.
! y
¢Cuantas curvas cumplen con lo anterior? Justifique su respuesta.

2. Determine el arealateral (superficial) de unaesferaderadioa.

Introduccion

Intuitivamente lalongitud de un arco de curva planaes|a «distancia» recorridapor
un movil desde el punto (a, f (a)) hastael punto (b, f (b)) siguiendo latrayectoriade
lacurvay =f(x).

Cuando lospuntosA(a, f (a)) y B(b, f (b)) estén unidos por un segmento derecta, la
formula de la distancia entre dos puntos nos permite conocer la longitud del seg-
mento o ladistanciarecorridapor el mévil desde A hastaB, perosi lospuntosAy B
estan sobre una curva, dichaférmulano es suficiente paradeterminar lalongitud y
sinel clculo no sabriamosacienciaciertacua eslalongitud deun arco de curvaen
general. Paradeterminarla utilizaremos el concepto de distancia entre dos puntos,
lo que nos permitiradefinir y calcular dichalongitud como unaintegral definida.

Christiaan Huygens

Christiaan Huygens vivi6 desde el afio 1629
hasta el afio 1695. Muchos historiadores
lo consideran como el mdas célebre
matematico gedmetra de Europa tras la
muerte de Descartes. Entre las actividades
cientificas a las cuales orientd su vocacion
como investigador también se encuentra la
biologia, al margen de ciencias relacionadas
con la matematica, como son la fisica y la
astronomia.

Huygens nacié en La Haya, Holanda, y
murié en Paris. Su padre era un académico
y diplomatico de renombre que cuenta a
su haber el hecho de haber descubierto a
Rembrandt. Se puede afirmar que Huygens
crecio y se educd en el seno de un ambiente
familiar acomodado econémicamente, en
el cual tuvo la suerte de relacionarse con
importantes cientificos y pensadores de la
época. Pas6 los afios mas fecundos de su
vida en Paris, invitado por Luis XIV.

Trabaj6 con Antoni van Leeuwenhoek en
los disefios de los primeros microscopios,
realizd algunas de las primeras obser-
vaciones de las células reproductoras
humanas y propuso la primera tesis sobre
el germen como causa de las enfer-
medades, 200 afios antes de que ello se
hiciera popular. En 1658 logré construir el
reloj de péndulo (algo que Galileo habia
intentado sin éxito), dotando asi a la ciencia
de un verdadero cronémetro. Desde ese
momento quedaron en completa obsoles-
cencia y desuso las clepsidras y relojes de
arena de herencia babilénica que no habia
sido posible reemplazar por instrumento
alguno antes del acierto del gran genio
holandés.

Huygens encontr6 un nuevo método para
pulir las lentes, con lo que obtuvo una
imagen mas nitida que le permitié descubrir
el mayor satélite de Saturno, Titan, y dar la
primera descripcion precisa de los anillos
de este planeta. También estudio las estrellas
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de la nebulosa de Oridn y las caracteristicas
de la superficie de Marte, que lo llevaron a
concluir la rotacion de este planeta sobre
su eje. También inventé un ocular de
telescopio que lleva su nombre.

En 1673, en Paris, publicé la obra
Horologium oscillatorium, en la que no
solamente desarroll6 varias teorias sobre
la fuerza centrifuga en los movimientos
circulares que ayudaron al fisico inglés Isaac
Newton a formular las leyes de la gravedad,
sino que describid una solucion al problema
del péndulo compuesto, para el cual calcul6
la longitud del péndulo simple equivalente.
En la misma publicacion incluy6 también
una férmula para calcular el periodo de
oscilacion de un péndulo simple y explicé
sus leyes de la fuerza centrifuga para
movimiento uniforme en un circulo. De
regreso en Holanda construy6 algunas
lentes de grandes longitudes focales e
invent6 el ocular acromatico para
telescopios. Poco después de regresar de
una visita a Inglaterra, donde se encontrd
con Newton, publicé su tratado sobre la
teoria ondulatoria de la luz. Para él, la luz
era un movimiento vibratorio en el éter,
que se difundia y producia la sensacion de
luz al tropezar con el ojo. Con base en su
teoria pudo deducir las leyes de la reflexion
y la refraccion y explicar el fendmeno de la
doble refraccion. Pero la propuesta que
Huygens describe en este trabajo cay6 en
el olvido, aplastada por la imagen y prestigio
de Isaac Newton.

21.1 Longitud de arco de una curva plana

Para calcular la longitud del arco de curva que une dos puntos A y B del plano
cartesiano subdividimoslacurvaen muchas partesy unimos|os puntosdedivision
por segmentos de recta (figura 21.1). Este método fue utilizado por Arquimedes
(287-212 a.C.) paraaproximar el perimetro de unacircunferencia. A continuacion
describiremos el procedimiento paraunacurvaplana.

Consideremos unafuncién continuaen [a,b] y seaP unaparticién de[a,b] tal que
a=X, <X <X, <..<X =b.

A cada x; de la particion corresponde un P sobre la curva de coordenadas

(%, f(x)). Si unimos todo punto P con su correspondiente P_, mediante un

segmento de recta obtenemos una poligonal denotada por P,RP,...P,_,P, cuya
longitud viene dada por

n

> IRLRl, @

i=1

donde

PP = (6 =% )+ (Y, — Yiy)?

eslalongitud de cada uno de los segmentos de recta que forman la poligonal .

P, (a,f(a y Py (x,, f(x)))

!

P

=L

] ettt

Y

I
=

[ S L L L L

i~
=

Figura 21.1

Ahora, si lanorma de la particién es suficientemente pequefia, la sumaen (1) es
una buena «aproximacién» alo que esperamos sea el valor asociado alalongitud
del arco. Podemos entonces definir lalongitud del arco asi:
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Madulo 21: Longitud de arco de una curva plana y drea de superficie de revolucion
Definiciéon 1
Si existe un L con la propiedad «para todo €>0, existe §>0 tal que

2|R4RI-L

i=1

<e siempreque |[P|| < &, paratodaparticion P sobre[a,b]», adicho
L selellamalongitud dearcodelacurva y = f (x) desdeel punto P, a punto P,

y sedenotapor L = lim Z|P Pl

IPl-04
Cuando dicholimiteexiste, sedicequelacurvaesrectificable. Ademas, s f (x) tiene
derivada continua, es decir, f'(x)escontinua, se dice que lacurvaessuave.

Procedemos ahoraaencontrar unaférmulaque nos permitacalcular lalongitud de
arco de una curva suave.

Tomemos un elemento de arco entrelos puntos P_, (X, ;. Vi,) ¥ P.(X,Y;) (figura
21.2).

Figura 21.2

La longitud de la cuerda PP es \/(xi—xi71)2+(yi—yifl)2 , Y como

A =X =X Y Ay = ()= T(X.,), setiene que: Vea la animacién Area de

superficie de revolucion: dibuje-
corte-desenrolle en su multime-

A 2 dia de Elementos bdsicos de
=./ Axiz + Ayi2 = 1+ [A_y'] - AX, cdlculo integral y serigs
X;

_ MMJ ™ o
X =Xy

Ahora, como f escontinuay diferenciableen[a,b], lo esenparticular en [x,_;, %],
y entonces, de acuerdo con el TVM para derivadas, existe por lo menos un
t. e[x_,, %] tal que:

Vea el médulo 21 del programa
de television Elementos bdsicos
de cdlculo integral y series
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TR ER(Ch] o

Sustituyendo (2) en (1), setiene:

PLR] =41+ (F(t))* - AX, - 9

Un valor aproximado alalongitud de arco de curvas de y = f (x) desde el punto

P,(a, f(a)) a punto P, (b, f (b)) viene dado por:

VIH(F( )? A%, @)

Note que la Gltima suma es una suma de Riemann para g(x) = y/1+ (f'(x))* en
[a,b].

n n
=2 |P.4R
i=1 i=1

Lalongitud real del arco de curva se obtiene tomando €l limite de la sumaen (4)

cuando |P||—0 < n— o, transformando la suma en la integral definida

b
[ N1+ (F7(0)° - ax.
a
El razonamiento anterior nos conduce alasiguiente definicion.

Definicion 2

Seaf unafuncion que tiene derivada continuaen [a,b] y que determina una curva
suave C del punto A(a, f(a)) a punto B(b, f (b)).

Entonces, lalongitud s del arco de curva C viene dada por:

s:j: 1+(g—ij Jdx. )

Observaciones
i. En el caso de un arco de curvasuave determinado por laecuacion x = g(y)

cony enél intervalo [c,d], entonces un andlisis similar nos permite deducir
paras:

S= Cd 1+[%] -dy. 6)

ii. Las formulas (5) y (6) pueden recordarse facilmente usando la siguiente
formanemotécnica:
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Asociar el diferencial delongitud dearco ds con lahipotenusadel tridngulo
que aparece en lafigura 21.3 y cuyos catetos son dx y dy.

v

Figura 21.3

Usando €l teorema de Pitagoras, setiene:

(ds)? = (dx)* + (dy)? = {1+ (%)j(dx)z @

(sacando factor comdn (dx)*)

dx \’ )

(sacando factor comdn (dy)?)

. dy Y’ o | (dyY
De(7): ds=,/1+| — dx:s:j 1+ —=| dx.
dx a dx

dx ? d dx 2
De(8): ds = 14{—] dy=s :J’ 14{_) dy.
dy ¢ dy

iii. Lasformulas (5) y (6) paralalongitud de arco, a pesar de ser simples, se
pueden calcular en formaexactasolo paramuy pocasfunciones. Cas siempre
hay querecurrir amétodos numéricos paracal cularlaen formaaproximada.
Por esta razon en los gjercicios propuestos al final del capitulo se pide
Unicamente escribir, sin calcular, laintegral que representalalongitud de
arco paralafuncion daday en el intervalo dado.

Ejemplo1

Useintegracion paracalcular lalongitud de unacircunferenciaderadio a.

Solucién
Parasimplificar, considerelaecuacion

x> +y®=a?, @
que representa unacircunferencia centradaen el origeny radio a (figura21.4a).
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Una de las funciones que genera la ecuacion anterior es y =+a’—-x> con
x €[-2,2] (figura21.4b).

xi+ _‘l"_‘ = (1 - _1" :‘\JG:—.\‘:
/’

(a) (b)
Figura 21.4

Si denotamos por s, lalongitud del arco de la figura 21.4b, entonces lalongitud

total s delacircunferenciaes s = 2s,.

Ahora,
a dy )’
slzj_a 1+(d—§) -dx @)
Pero
dy X
dx = _; (usando derivaciéonimplicitaen (1)).
Asi que
dy )’ XY [x¥ay? a
1+(—yj = 1+ —| = y _
dx y y? 22
Luego

2 a 2 a
5 = L—m ~dx = ZIO —\/ﬂ -dx (por ser el integrando unafuncion
par).

2 48Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



s,=4s,

Madulo 21: Longitud de arco de una curva plana y drea de superficie de revolucion

Al evaluar ladltimaintegral usando lasustitucion x =asen @ y dx =acosd dé,
se obtiene
s, =78,

y en consecuencia,

§s=2s, =274,
férmulaque coincide con lausadaen geometriaparalalongitud delacircunferencia.
Ejemplo2

Determine el perimetro de la hipocicloide de cuatro cuspides (figura 21.5a)
X2/3 + y2/3 =1 (1)

Solucion

1 (0, 0) 1 X -1

(a) (b)

Figura 21.5

Una de las funciones que genera la ecuacion anterior es y = +/(1-x%*)*, con
x e[-1] (figura21.5b).

Pero

dy __@-x) y”
dx X3 XY

Notequeladerivadadelafunciénno existeen x =0 (ali latangentealacurvaes
vertical), pero esto no esimpedimento paradeterminar lalongitud.

Si denotamospor  lalongitud delamitad del arco delafigura21.5b, entoncesla
simetria de lafigura permite deducir que lalongitud total s delahipocicloide es

Ahora,

= o[ ) e ®
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Escuche el audio Historia del
puente de Occidente «José Maria
Villa» en su multimedia de
Elementos bdsicos de cdlculo
integral y series. (Adaptado, con
autorizacion, del trabajo que e
profesor Jaime Chica E. hizo sobre
esta obra de ingenieria.)

De otro lado,

dy 2 y‘_l/s 2 X2/3 y2/3 1 s
! (dxj =\ ( X SCER
Luego

1
§ = j:x*y3 dx :Bx”‘} =g.
0

Por tanto, s =4s, =6.

21.2 Calculo de la longitud de los cables en el puente de
Occidente

Consideremos ahora un cable flexible de peso despreciable y que lleva unacarga
horizontal uniformemente distribuida de intensidad w. Si suponemosque Cy E
estén alamismaaltura(figura21.6), entoncesladistanciahorizontal CE sellamara
cuerdaoluz del cable(c).

Laprofundidad del punto méasbajo del cable respecto alahorizontal que pasa por
CyE sellamaflecha(f).

Con respecto a los gjes x ey de la figura 21.6, f es la ordenada del punto de
suspension.

c
Larelacion T sellamarelacién deflecha.

Y
(\ ¢ /E
N /1
\\ A(x,y}//
N f
N /
\\ //
S~ .
| 1o] ] X
HEEEEEEENIIEEEEEEEEE
"\
W
Figura 21.6

Llamemos O el punto mas bajo del cabley pasemos por O un gje horizontal x y un
gevertical y.

Sea A(x, y) un punto del cable.
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Consideremos €l equilibrio del tramo OA del cable. Como €l cable esflexible, la
Unicafuerzaque puedetransmitir esunatension T que estangente al cable en cada
punto. Llamemos T, latension en el punto masbajo. El tramo OA de cable soporta
una carga vertical de intensidad wx y estd en equilibrio bajo la accion de tres
fuerzas.

T,, Tylacargavertical wx.

Como T, y T secortan en C, punto medio de OA, setendraquelacargavertical wx
estaaplicadaen C.

7,
T,
o~
Alx, ) T,
..‘I
A’ X
Figura 21.7
Del diagramade cuerpo libre parael tramo OA (figura21.7):
> F, =0, dedonde T, =T,, )
> F, =0, dedondeT, = wx, (%)
DM, =0, de donde —wx (gj —yT, +XT, =0. ©)
Reemplazando (1) y (2) en(3),
wx? )
- —yT, +wWx® =0,
de donde
| ¥ 1%, con [ﬂj constante, @)
y - ZTO L] 2"’0 ]
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ecuacion que nos demuestraque lacurvaque adopta el cable esunapardboladela

W

_ 2 =
forma y = Qx? con Q o

4f
Vamos ahoraaver que Q = =

En(4),s x:%, y =f. Entonces

o Woct_we
2T, 4 8T, °
de donde
~we?
0 gf
y por tanto
w w 4f
Q:—:—Zz—z_
2T, o We c
8f

La ecuacioén de la curva es entonces:

_af [_ s}
y_C—zx con 2ol

Ahora, como vimos en € mddulo 14 del texto Elementos basicos del célculo
diferencial, un cable colgante apoyado en extremos que estan a la misma altura
adoptalaforma de una catenaria de ecuacion:

y =—cosh| —x
) H )

donde

H: tensién en el punto mas bajo
o . densidad del cable (libras/pie).

Pero cuando un cable esta suficientemente tenso, es decir, cuando f es pequefio
comparado con ¢, se puede apreciar ques, longitud del cable, esligeramente mayor
gue la cuerda c y se puede asumir en estos casos que €l peso del cable se halla
distribuido uniformementealolargo delaluzc.

Tal esel caso en el puente colgante de Occidente «José MariaVilla» de Santafé de
Antioquia, donde

¢ = 956' (pulgadas) ~ 291m.

f =35'(pulgadas) ~ 10.5m.

. ©)
—=0.0366=n.

c
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Ejemplo3

Determine lalongitud de uno de los cables en el puente de Occidente. Es decir,
determinelalongitud de arco de curva y = Qx?, donde

4f cC C
=— Yy Xe|—,~]|
Q="= 6[22}

Solucién

Si llamamos s el largo de cada uno de los cables comprendidos entre las torres
soportes, entonces

= ICZ/ZZ [ jdx

Como y = Qx?, entonces g = 20x.

Asi que
(92 2,2
s_J:C/2 1+4Q°x” dx

/
[ \/ 2

c/2

(por ser el integrando una funcién par).

_4QJ'

Ahora, laintegral .[ +x dx puedeescribirseenlaforma:

a?+x?

J

donde a* = 1
4Q

Pero,
1
jx/az +x%dx = E[x\/a"’ +x*+a’In(x++va’+ x2J+ c. (Vealaférmula2s
delatabladeintegralesdel Apéndicelll)
Consulte el apéndice Ill «Tabla
1 ) de integrales» al final de este
Tomando como a® = o setiene: texto.

¢/2 =

s=2Q|x /iz+x2+izln(x+ iz+x2J (e
4Q 4Q 4Q .
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cl1 ¢ 1 c 1 ¢ 1 1
=20Q| =, [—+—+-=In| =+ |-=+— |-—In—
2\4Q° 4 4Q° |2 \4Q® 4| 4@ 0
1 ¢ 1 Cc 1 c? 1 1
=QC,|—+—+—In| =+ [—+— |-—In—.
4Q2 4 2Q 2 4Q2 4 20 20Q

Si sesustituye Q = g se obtiene luego de las simplificaciones necesarias:
c

2 4cf + coJc® +16f2
s:%w/c2+16f2 +g—fln i il )

CZ

Como n= i eslarelacion deflecha, y por tanto f = nc, setiene que
c

2 4c(nc) + c4Jc? + 16n°c?
s = %1102 +16n%¢ + —— In (nc) ,

8(nc) c?

esto es,

5= %\/1+16n2 +8£In[4n +1+16n2 ]
n

y setieneasi que s = f(c, n). Esdecir, lalongitud s esunafunciéndecy n.

En particular, al sustituir losvaloresdec y n que aparecen en (5) se obtiene el valor
des:

s ~ 960 pies.

Observacion

Existe otro procedimiento de cal culo paraencontrar lalongitud de cadacable usando
laserie binomial que aparece en el médulo 31 (veael g emplo 13 del médulo 31).

21.3 Area de superficie de revolucion

En estaseccion se presentaradn férmulas paraexpresar el &readelasuperficiedeun
sblido de revolucion en formade integrales definidas. El &rea de superficie puede
interpretarse intuitivamente como lacantidad (en unidades de &red) necesariapara
«envolver» el sélido. En particular, se mostrara que el &rea de superficie de una
esferade radio a es cuatro veces el dreadel circulo que lagenera. Este fue uno de
los grandes descubrimientos de Arquimedes en el siglo 111 a.C.
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Todas las ideas expuestas seran presentadas usando la forma diferencial o
aproximaciones locales dejando las usuales sumas de Riemman para un estudio
mas avanzado del tema.
Laformadiferencial esta basada en tres pasos bésicos:
1. Dibtjese
2. Cortese
3. Desenrollese

21.3.1 Area de superficie alrededor del eje x

Supdngase que y = f (x) es unafuncion con primera derivada continuaen [a, b] y
ademés f (x) >0 paratodo x €[a, b] (figura21.8a).

Y B(b, f (b)) Y
A(a, f(a)) ; ,«é\
: L -
0 | a b VvV x 0
(a) (b)
Figura 21.8

Cuando € arco de curvaplanadel punto A(a, f (a)) a punto B(b, f (b)) giraarededor
del gjex, generaunasuperficie (arealateral) como laque aparece sombreadaen la
figura21.8b.

Usemosentonceslaformadiferencial paraexpresar el areade superficie como una
integral definida. Paraello considere una peguefia seccion (casi recta) del gréfico
def (x) (figura21.9a) que corresponde al diferencial delongitud ds.

B v =fx) =radio

Wy

(a) (bl

Figura 21.9
Al girar ds alrededor del gje x generalafranjade &reasombreadaque apareceen la

figura 21.9b. Esta franja corresponde a diferencial de area de superficie que
denotaremos dS.
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Supbngase que la franja se corta con tijeras por los puntos AA’ y BB’ y se
despliega como apareceen lasfiguras21.10ay b.

A desenrollese A’
B e s RO

8_ amy

Figura 21.10

El diferencial de areade superficiedS puede considerarse ahoracomo el areadeun
rectangulo cuyabase BB’ = AA’ = 27y (longitud delacircunferenciaderadioy) y
cuyaalturaesds (diferencial delongitud).

Estoes:
dS =2y ds. @

Ahora se tienen dos posibilidades de escoger lads de acuerdo con las ecuaciones
(7)y (8) delasecciéon 21.1. Estoes, Si

dy 2
ds = ,[1+|—=| dx,
dx

entonces €l diferencial de area de superficie dS depende sblo de lavariable x, esto

es!
dy )’ b dy )’
ds = 27 f (x) /1+(d—i] dx =S =2z f(x) /1+(d—i] dx. ©

Pero si

&)
ds = 1+ — dy,
dy

entonces €l diferencial de area de superficie dS depende sdlo delavariabley, esto
esl

2 2
dS =2ry 1+(3—§] dy=S= 2”.[: y 1+(g—;] dy. ©)
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Madulo 21: Longitud de arco de una curva plana y drea de superficie de revolucion

Cuaquieradelasformulas (2) y (3) permite determinar €l areadelasuperficiede
revolucién generada al rotar alrededor del €je x un arco de curva de la funcién
positivay con derivadacontinuay = f (x) en el intervalo[a, b].

21.3.2 Area de superficie alrededor del eje y
Al girar ds delafigura21.9a drededor del g ey segeneralafranjade &reasombreada

que aparece en lafigura 21.11. Esta franja corresponde al diferencial de areade
superficie que denotaremos por dS.

x = radio

Figura 21.11

Supongamos que la franja se corta con tijeras por los puntosAA’ y BB’ y se
desenrollacomo apareceen lasfiguras21.12ay b.

cortese

(a)

A desenrollese A
ils P T
I B

Imx

(b}

Figura 21.12

El diferencia de superficie puede considerarse ahoracomo el areade un rectangulo
cuya base BB'= AA'=2zx (longitud de la circunferencia de radio x) y cuya
alturaesds (diferencial delongitud), es decir,

dS = 2zx ds. @
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Al igual queen caso anterior, existen dos posibilidades de expresar ladS en términos
dex odey, deacuerdo con laescogenciaque se hagadel diferencial delongitud ds
en las ecuaciones(7) y (8) delaseccion 21.1.

2
Asi, s ds=,[1+ [j—yj dx, entonces, sustituyendo en (4), se puede escribir:
X

2 2
ds = 27zx, [1+ (ﬂj dx=S = 27Z'Ib X, |1+ (QJ dx. )
dx a dx

2
Sids=, |1+ [j—ij dy, al sustituir en (4) lavariable deintegracién paraS esy, y por
tanto lavariable x deladS debe expresarse en términos dey.
Asi que:

2 2
dx d dx
ds = 2xzx 1+[d—yj dy=S :ZHJ.C a(y) 1+(@j dy ©®)

Cuaquieradelasformulas (5) y (6) permiten determinar el &readelasuperficiede
revolucion generada al rotar alrededor del ey un arco de curva de la funcion
positivay con derivada continuay = f (x) en el intervalo [a, b].

Observaciones
i. Si el gederotacionno esel gex (gjey), enlaintegral delasformulas(2), (3),

(5) y (6) deben modificarse en formaapropiadalosradiosdegiro. Asi, si la
ds giraarededor delarectay =k, entoncesel radio degiro es(y —k) (figura

21.13a). Enestecaso, dS = 2z(y — k) ds.

radio=x -k

— radio=y —k :

I I I - ‘.'_—_“5'__9_

ds

(a) (b)

Figura 21.13

Si la ds gira arededor de la recta x = k, entonces €l radio de giro es
(x—k) (figura21.13b). Enestecaso, dS = 27 (x—k) ds.

258Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



Madulo 21: Longitud de arco de una curva plana y drea de superficie de revolucion

ii. Serecomiendaal estudiante no memorizar las cuatro formulas(2), (3), (5) y

(6). Enlugar de esto selesugiere seguir en cada caso lostres pasos béasicos

dados al inicio delaseccién: dibujese, cortese, desenrdllese, y construir el

diferencial de éreade superficie apropiado.
Los gemplos siguientes ilustran la manera de proceder en cada caso.
Ejemplo4
Use integracién parahallar el &readelasuperficie de unaesferaderadio a.

Solucion

La superficie de la esfera se genera por rotacion alrededor del e x, del arco
superiorde x* + y® = a”  esdedir, y = /a? — x? endintervelo [-a, a] (figura21.14 a).

<>

(a) (b)

Figura 21.14

Al girar alrededor del gex lads, segeneralads (diferencial de areade superficie),
franjade area sombreada que aparece en lafigura21.14b.

Al contar y desarrollar la dS se obtiene €l rectangulo de lafigura 21.15 con las
especificaciones ali dadas.

:u"'.': ]
Pz zA ds =\ |

. Imy=2Inj(x)

Mo +xt B &
att

Figura 21.15

De acuerdo con lafigura:

2
dS=2;z\/a2—x2-4/ 2a ~ dx = 27a dx.
a?-x
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Entonces

S= J: 27a dx = 2.[: 2radx = [47zax]z

=4ra’.

Esdecir, el &readelasuperficie de unaesferaes cuatro veces el areade su seccién
transversal.

Ejemplo5

Determine el reade lasuperficie derevolucion generadaal rotar alrededor del e

y laporcion delahipocicloide x?° + y%* =1 en[0,1] y considerando:

a. Variable deintegracion x.

b. Variabledeintegraciény.

Solucién

El érea de superficie se generaal rotar alrededor del gjey laporcion de curvaque
apareceenlafigura21.16.

En cualquier caso:

b.
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dS = 2zx ds.

Ahora, si escogemos como variable de integracién alax, entonces:

dy 2
dS =2zx,|1+| —=| dx .
dx

dy) -
Pero 1+[d_ij =x° (gemplo 2, seccion 21.1).

Luego dS = 27x-x Y3dx = 27x7%dx .
Asi que

1 3 ‘6
S:Zﬂj x%3dx = 27| 2x%3 | = 2%
0 5 | 5

Si escogemos como variable de integracion ay, entonces:

dy :
dS =2zx,/1+| — | dy
dx

U]



Madulo 21: Longitud de arco de una curva plana y drea de superficie de revolucion

Como lavariable de integracion esy, debemos expresar x delafuncién en
términosdey. Estoes, s x¥* + y%* =1, entonces

x=(1-y*)" ®

e (15
27X

(d)

Figura 21.16
dy 2
1+[&J ZW' ©
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Sustituyendo (8) y (9) en (7) se puede escribir

v 1

ds =27(1- y**) ve dy

Deaqui,

_ y¥3)32
s =2ﬂj:2n%dy_
y

Ladultimaintegral puede evaluarse haciendo la sustitucién:

u=(1-y**)=du= —% y Py = —%
dy 3
T = ——du.
y

Deestaforma

Y332
S:ZHIIM dy =27 3 Iou”du
oy 2 1

3

0
= —SH{EUS/Z} = —37{0—3} = 97[.
5 5] 5
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Modulo 22

Momentos y centros de masa
- Contenidos del mddulo

22.1 Centro demasade unavarillao deun aambre
22.2 Centro de masa de unaregion plana o de unaldmina delgada
22.3 Centro de masade un solido derevolucion

Las torres Petronas

Obieti\los del modulo La aceleracion debida a la gravedad en la
: base de las torres Petronas de Kuala
Lumpur (capital de Malasia), cuya altura es

1. Usar laint ., licaci lafisica E ticul | det . de 452 metros, es so6lo 0.014% mayor que
. Usar lalntegracion en aplicacionesalarisica. En particular, usariaparadeterminar en la punta. EI centro de gravedad de las

losmomentosy centros de masade varillas delgadas, delaminasplanasy delga-  torres esta solo 2 centimetros abajo del

dasy de solidos de revolucion. centro de masa. (Tomado del texto Fisica
universitaria, de Sears y otros, p. 407).

- Preguntas basicas

1. Demuestre que si unaregion planaR es simétricarespecto a e x, entonces su
centroide esta sobre dicho eje. Demuestre ademés que el centroide de un circulo
se encuentra en su centro.

2. Demuestre que el centro de masa de un sistemaformado por tres particulas de
igual masaestasituado en el punto deinterseccion delasmedianas del triangulo
formado por |os puntos donde estén localizadas | as particul as.

Introduccion

Muchas estructuras y sistemas mecanicos modelados en ingenieria se comportan
€Omo Si sus masas estuviesen concentradas en un solo punto, [lamado centro de
masa. Cuando las masas de | os objetos son puntual es (caso discreto), el centro de
masa es un cociente de sumatorias, pero en el caso de cuerpos solidos, que tienen
(al menos en € nivel macroscépico) una distribucion continua de materia (caso
continuo), las sumatorias se reemplazan por integralesy nuestro propdsito en este
madulo esusar laintegral paradeterminarlo en el caso devarillasdelgadas, |aminas
planas delgadas y solidos de revolucion.

Acercade tales problemas se puede decir en forma general que:
1 Si un cuerpo homogéneo (densidad constante) tiene un centro geomeétrico,
como unabolade hierro o un cubo de azlcar, el centro de masa estéd en el

centro geomeétrico.

2 Si un cuerpotiene un gje de simetria, €l centro de masa estasobredicho gje.
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3

Antes de iniciar el estudio del objeto basico de este médulo es conveniente y

Ningunaley establece que e centro de masadebe estar localizado dentro del
cuerpo. Asi por ggemplo, el centro de masade unadonaestden el agujero. En
el gemplo 9 semuestraque el centro demasade un alambre en formacircular

estafueraded.

metodol 6gico hacer un comentario acercade ladensidad.

Ladensidad se define como el producto de la masa por la unidad de volumen; sin
embargo, en la practica se utilizan unidades que pueden medirse de manera més

apropiada. Asi por jemplo:
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Paraalambresy varillas delgadas

5 - dL

—
[} . .
densidad dif . longitud

masa = densidad x longitud. Asociar: dm

dif . masa

Para hojas planas y |aminas delgadas

dm
am
dif . masa

s, - dA

o
[ ] ”
densidag dif - de area

masa = densidad x area. Asociar:

Para solidos

dm
=
dif . masa

s, - dv

der':iaad dif . de volumen

masa = densidad x volumen. Asociar:



Médulo 22: Momentos y centros de masa
22.1 Centro de masa de una varilla o de un alambre
Casodiscreto

Supongamos un conjunto den masas m,,m,,...,m, situadas sobreel ejex enlos

puntos de abscisas x;,X,,...,X, . El momento de cada masa m, con respecto a

n
origen sera m,x; y sumomento total sera Z M X;.
i=1

Sellamacentro de masa al punto P de abscisa x dada por:

n
S
[}
CoMX mX, 4 M

m + m, + + m
L 5 h zm_
1

El centro de masaP tiene lasiguiente propiedad fisica: si |as masas son puntuales,
0 sea que ocupan solamente un punto y estan col ocadas sobre una varillaideal
sin peso o de peso despreciable, el sistema queda en equilibrio cuando se le
suspende de P.

Ejemplo1

Cuatro masas de 3, 5, 6 y 8 gramos estan colocadas sobre €l gje x en |las abscisas
-2, 3,5y —4, respectivamente. Halle el centro de masadel sistema.

Solucién

4
m. X
7:; " _3(-2)+53+65+8(-4) _ 7

Z“:m_ 3+5+6+8 22

Caso continuo

Consideremos ahoraunavarillarigidade diametro pequefio y longitud L colocada
sobre el gjex detal modo que uno de sus extremos coincide con el origen 0 (figura
22.1). Supongamos ademas que la densidad lineal (unidades de masa por unidad

de longitud) es unafuncion 8,(x), integrableen [O,L].

Si hacemos unaparticion P delavarillaen n sesgmentosdelongitud Ax, = x, — X ,, ‘T

unaaproximacion alamasadel i-ésimointervalo sera o, (t;)Ax; , endonde t, esun

puntode [X; ,, %] ¥ Ax sulongitud, unaaproximacion asu momento con respecto

. | Vea el médulo 22 del programa
al origen sera t,o(t, ) AX, . de television Elementos bdsicos
de cdlculo integral y series
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Figura 22.1

Lamasatotal m estaradadapor:

n

m = lim >°5,(t)% = [ s,(0dx. M

El momento de masatotal M sera:

M :HIPiHTo;tiél(ti)Axi = [ %6, (x)dx. @

El centro de masa estaré dado por:
.[OL X6, (X) dx

gx=20 T
[Fa0000 ©

Ejemplo2

Halle el centro de masa de unavarillade didmetro pequefio, longitud L y densidad
uniforme (constante) &, (x) = k.

Solucion
De acuerdo con laférmula(3) tenemos que:
L
L L k |:X2:|
Io X0, (x) dx B _[O X-kdx L2 L

X= L - L - K L =E-
jo 5,(x) dx _[Okdx [x],

Esteresultado confirmalapropiedad bien conocidade que s unavarillade densidad
uniforme se suspende de su punto medio, queda en equilibrio.

Ejemplo3
Unavarilladelongitud 60 cm tiene unadensidad lineal que variaproporcionalmente

al cuadrado de su distanciaauno delos extremos. Si ladensidad en € extremo méas
pesado es de 7200 g/cm, halle su masatotal y el centro de masa.
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Médulo 22: Momentos y centros de masa
Solucion

Cologuemoslavarillasobre e gex con suextremo maslivianoen € origen O (figura
2.2).

Ladensidad lineal sera 5,(x) = Rx?, detal modo que cuando x =60, P(60) = 7200,
luego R-60° = 7200, de donde obtenemos R = 2, y por tanto §,(x) = 2x°.

Yy

dL (diferencial de longitud)

0 60 x

Figura 22.2

Parahallar lamasam utilizamoslaférmula (1) y parad centro demasala(3).

Entonces:

60 X3 ®
m:j 2x2dx:2{—} =144000 g
0 3

0

X4 60
2!060 X - x%dx 2{4}
_ 0

= =45 cm.
m 144 000

X =

Este Ultimo resultado nos indica que para que la varilla quede en equilibrio debe
suspenderse de un punto a45 cm del extremo mésliviano.

22.2 Centro de masa de una region plana o de una
lamina delgada

Casodiscreto

Se tienen n particulas de masas m;,m,,...,m, situadas sobre el plano xy en los

puntos (X, ¥,), (X5, ¥,),---, (X, y,) (figura22.3).

Los momentos de estas masas respecto a los ejes x e y denotados por
Mx y My respectivamente, se definen asi:
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Mx:zn:yimi ; Myzzn:ximi.
i=1 i=1

Figura 22.3

Las coordenadas X ey del centro de masa se definen por:

- My — Mx

X= n v Y= n
xm xm
i=1 i=1

El punto (X,y) tienelapropiedad de que si las masas estan col ocadas sobre una
placasin pesoy dichaplacase suspende de él, debe entonces quedar en equilibrio.

Ejemplo4
Se tienen masas de 5, 10 y 20 kg situadas en los puntos (1, 1), (-3, 1) y (0, 3),
respectivamente. Hallelos momentos de masarespecto alos gjes coordenadosy el

centro de masa.

Solucién

3
My =>"mx =5-1+10(-3) + 20.0=-25 kg-m.

i=1

3
m=>"m =5+10+20=35kg.

i=1
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g My_-25_ -5
m 35 7

y_Mx_75 15
m 35 7

Caso continuo

Consideremos ahora una placa delgada con densidad de superficie
J,(x,y) =k (constante) en todos sus puntos y limitada por las curvas

y=1(), y=9() (f(xX) y g(x) integrablesen [a,b]) y lasrectasx =ay x =b.
Supongamos ademés que f (x) > g(x) paratodo x en[a,b] (figura22.4).

by

5 = (L f() +e))
: Eipl (‘r 77)
i y= g(x) i i E (f.", };‘(f-]]
0 a Xi1 ti X b T
Figura 22.4

Lamasa Am, del i-ésimo rectangulo que resulta al efectuar una particion P sobre
[a,b] ser4a el producto de la densidad k por el &rea, esto es,

am, =k[f(t)-g(t)]Ax,,

en donde t; es un punto cualquierade [x,_;,X] .

El momento de masa correspondiente al i-ésimo elemento, respecto al gjey, estara
dado aproximadamente por t; - Am; =tk[ f (t;)—g(t;)] A% y el momento de masa
total por:

n

My = lim >kt [ £ () - g(t,)] A :j:kx[f(x)—g(x)]dx. )

[Pl—04=
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Paracalcular e momento Mx respecto a gjex utilizaremosel resultado del gemplo
2, 0 seaqueparacalcular e momento de unavarillade densidad uniforme, respecto
auno de los extremos, basta colocar toda su masa en e punto medio. El i-ésimo
rectdngulo de nuestraparticion P se puede asimilar muy bien aunavarilladel gada,
asi que su momento respecto a extremo que se apoya sobre el ge x estard dado

por:
1
“[r@)+ge))am

Esdecir,

ZLF@)+ 0TI (0) - 90)]ax = SK[(F€))* ~ (@) ]ax.

Entonces, el momento total podréa escribirse asi:

wix=tim 3°( 21 ) - (a0

= ST 0 - a0y e @
Lamasatotal m estara dada por
_HL'HTO Am, _H“Hmk n [f(t)-9a(t)]Ax
i=1 3
="L f () - g(x)]dx S
Las coordenadas X ey del centro de masa se pueden obtener asi:
Cwy j X[ f (x) - g(x)]dx
X = .
m LX)~ g(x)]dx @
Cowmx 1 ) L0 - (g(0)? Jax
w2 | ®
Mmoo 2 [Tfe0-9(0]dx
Observaciones

i. En las formulas (4) y (5) se ha eliminado el factor k por aparecer en €l
numerador y en el denominador, y en consecuencialas coordenadas X ey

solo dependen de lageometria de lalaminay no de su masa, por lo que €l
punto dado por lasférmulas (4) y (5) sellamaratambién el centroide dela

region.
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ii. Si enlasformulas(1) y (2) seeliminaladensidad k (o mejor, sehaceigua a
1), losvaloresresultantes|os|lamaremos|os momentos de laregién respecto
alos gjes coordenados.

Al hacer k = 1 enlaférmula (3), lamasacoincide numéricamente con el &rea
delaregion.

Ejemplo5

Encuentre el centroide delaregion limitadapor laramade pardbola y = Jx d ge
xy larecta x = 4 (figura22.5).

o e R
'n'
._,f_:l
Cm——

o Y L L

Figura 22.5
Solucion

Enlafigura22.5 aparece el i-ésimo rectangul o indicando el punto medioen el cua
se asume que se concentralamasatotal. EIl momento respecto al gje x del i-ésimo
rectangulo es el producto de su area por ladistanciadel punto medio a gjex. Esto
esy

S

Entonces, el momento total Mx ser&
Mx=lim [ 2] ax
Pls045\ 2 )V o

14 1 x2T
:—_[ Xxdx==|—| =4.

270 2| 2,

Similarmente, el momento respecto a gjey del i-ésimo rectangulo esel producto de
su areapor ladistanciaal gey. Esto es,
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ti\/f AX;.
Entonces, el momento total respecto al gjey, My, sera

n

4
i _° (32 dx=| 2xo2 | = B4
My = lim 1ti\/EAxi_ij&dx_jox dx_[ X } =5

P|—0
Pl 5 1,

El &readelaregién esta dada por:

4
4 2 16

_ / —Lyy2| 2
A—J'O xdx_3x L 3

Las coordenadas X e Y del centroide seran entonces:;

64

coMy_5 12 Mx_4_
A A

E:—'_:
6 5’
3

~lw

4
16
3

Ejemplo6

Haleel centroidedelaregion limitadapor lacurva y = x* y larecta y = X+ 2 (figura
2 r
226). (2

1.1)

Figura 22.6

Solucién

Los puntos de interseccion de la pardbola y la recta son (-1,1) y y se
obtienen resolviendo simultaneamente las dos ecuaciones.
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El momento respecto a eje x del i-ésimo rectdngulo se obtiene multiplicando su
area por ladistancia de su punto medio al gex.

Entonces el momento total sera:

Mx = lim z@j (t +2)+t7)((t, +2) -t7) A,

Pl-o 4

1 2 2 2 1 2 2 4 36
:EL((XJ“Z)JFX (x+2)—x )dXZEL(X +4x+4-x") dx =5

El momento respecto al gjey es:

My = im S (6)(, +2) ) A% = [ x(x+2) -0
2, By oy D
:L(x +2x—x%) dx = "

El areadelaregiones:

_(? 2y dy = 2
A—J‘il(x+2—x)dx—5.

Por tanto |as coordenadas del centroide seran:

36
x= My
A

Ejemplo7

Demuestre quelafiguraplanaA (figura22.7), simétricarespecto a gjex, tiene su
centroide sobre dicho ge.

y

y=8x) ==f(x)

Figura 22.7
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Solucién

Como la figura A esté limitada superiormente por la curva y = f (x), entonces,
dada la simetria respecto a €je x, la curva que la limita inferiormente debe ser

y =—f(x).
Paracalcular laordenada ¥ del centroide utilicemoslaférmula(5) dadaal comienzo

de esta seccién en donde g(x) eslafuncién y =—f (x). Por tanto,

1 Lo creec
=22y _o,
2 [Tf00-900]dx

y en consecuencia el centroide esta sobre €l ge x, 0 sea que estalocalizado sobre
€l gedesimetria.

Observacion

Demanerasimilar puede demostrarse facilmente que si laregion planaessimétrica

con respecto a gey, su centroide estaralocalizado sobre dicho gje.

Ejemplo8 y =
Demuestre que €l centroide de un circulo se encuentra en su centro.

Solucion

Cualquier didmetro que setrace esun gje de simetriaen € circulo. En consecuencia,

por el resultado del ejemplo 7, el centroide se debe encontrar localizado sobre

dicho gje. Si trazamos dos didmetros diferentes, el centroide pertenece
simultdneamente a los dos, luego pertenece a su interseccion, que en este caso

coincide con el centro.

Ejemplo9

Determine el centro de masa de un alambre delgado de densidad constante 3, y
guetieneformade unasemicircunferenciaderadioa.

Solucién

Supongamos que el lambretienelaformadelasemicircunferencia
gue apareceen lafigura22.8a.
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2a
. (n.?)

(a) (b)

Figura 22.8

Como el alambre eshomogéneo, ladistribucién de masa es simétrica con respecto
a gey; en consecuencia, X =0.

Ahora
€
Pero
dy 2 a . -
dm=35,ds =5, [1+| —= | dx=3, dx (gjemplo4, seccion 21.3).
dx a, - X2
Luego
M m= j ) 81—adx =mnd,a (masademediacircunferencia) )
7 X _ 1 .
y — o i a ;az _ X2

También, si denotamos por dM, el diferencial de momento con respecto & gjex,
del diferencial ds, entonces:

dM = (dm)-(distanciaa gjex) =35, ds-y = §,/a*— x*ds.

Luego

a [ a
Mx :j_381 a2 —X2 ﬁdx

- 2a61j; dx = 2ad, [x]; = 2a%5, . &)

Sustituyendo (2) y (3) en (1) se obtiene:

2a%5, 2a

nad,

V:

2a
Por tanto, el centroide (X, y) del alambreestalocalizadoene punto(oy 7] (figura
22.80).
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Note que €l centroide no esté sobre el alambre sino sobre €l gje de simetria.

Ejemplo10

Determine el centro de masa delaléminadelgada de densidad constante 3, y que
tienelaformade un semicirculo deradioa.

Solucion
Supongamos quelalaminatienelaformadelaregion planalimitadapor
y el giex (figura22.9a).

y ¥

X a

(a) (b)

Figura 22.9

Como laldminaes homogénea, ladistribucidn de masa es simétricacon respecto al
gey, y enconsecuencia x = 0.

Ahora,

y=-—" @

dm=5,dA=38,[ f(x)] dx=5,Va’*—x* dx.

Luego

2
m=J:82\/a2—x2dx=ZI:SZ\/az—xzdx= mad; @

2

También, si denotamos dM, el diferencial de momento con respecto al gjex, del
diferencial de &readA, entonces:

dM, = (dm)-(distanciaa gex)

y 9, S, , 2 2
=08,dA- = =—=y.ydx=—=(a” —x)dx.
AA-Z =YY 2( )
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Luego

ad a 2
M =I_a72(a2—x2)dx=82.[0 (az—xz)dx=§62a3. ©)

Sustituyendo (2) y (3) en (1) se obtiene:

2. 3
Vzééza 4
ma’s, 3n
2

Por tanto, €l centroide (X, y) delalaminasemicircular y homogéneaestalocalizado

4a
enel punto (Oaj (figura22.9b).

22.3 Centro de masa de un sdlido de revolucion

El procedimiento que seguiremos paraencontrar el centro de masade un sdlido de
revolucion esandlogo al utilizado paraencontrar €l centro de masade unalamina
homogénea.

Consideremos un sistemade coordenadastridimensionales, en el cua el giez esun
gje gque tomamos perpendicular a plano xy en el origen.

Entonces un punto P en tres dimensiones se denota por P(X,y,z); ademas, €l

plano que contiene los gjes x ey se denota por xy, €l plano que contiene l0s gjes x
y zserdxzy el que contienelosegjesyy z esel planoyz.

Puesto que para un sblido de revolucion el eje de giro es un gje de simetria, se
puede demostrar que el centro de masa esta sobre dicho eje; por tanto, si el gjede

revoluciénfuerael gex, lascoordenadas Y,Z del centro de masaserianceroy en

tal caso la Unica coordenada que se debe buscar seria X. Si el ge de revolucion
fuera el gey, las coordenadas X y 7 son cero y la Unica coordenada que se

necesitabuscar es y .

Caso continuo

Supongamos ahora que f(x)>0 es unafuncion continua sobre [a,b].

Tomemos una particion de[a,b] tal que a=x, <x <X, <...<X,=b,yunt en

[x_,X%] paracadai=12,...,n.

Como se nota en la figura 22.10 se formarén n rectangulos con altura f(t,) y

ancho A; .
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Si se rota laregion definidapor y= f(x), €l gexy lasrectas x=a y x=b

alrededor del gje X, se genera el solido de revolucién de la figura 22.11 y cada
rectangul o i-ésimo generara un disco.

El volumen de cada disco esta dado por Av, = z[ f (t,)]*Ax, .

Si el sdlido de revolucion es homogeéneo (de densidad constante 6,(x) =k), la
masa para cada disco esta dada por:

m, = kz[ f(t)]?-AX, . @

El centro de masa de cada disco esta sobre el gje de revolucion y en el centro del
disco, o seaaproximadamente en el punto (t;,0,0) .

Como el momento con respecto aun plano esel producto delamasapor ladistancia
al plano, entonces el momento de cada disco con respecto a plano yz estd dado

por:

AMyz =t (k[ f ()12 Ax) @

Figura 22.10

Figura 22.11
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De (1) inferimos quelamasatotal m estd dadapor:

m=lim k[ £ )] & = [ k[ 0] ox.

Pl-o 4

De(2) inferimos que el momento del slido con respecto al plano yz estadado por:
L 2 b 2
Myz = ulp'umoz kat, [ £(t)] Ax, :j kx| f (0] dx.
—> i1 a
Llamaremos centro de masa del sdlido a punto (X,0,0) endonde

My kX[ ()] dx . [7x[ 0T ox

X = .
m o kaf [0Fdx [ TFE0] dx

Observaciones

i. Sepuedeobservar que enlaférmulafinal no apareceladensidad k, lo cual
significaquelaposicién del centro de masano depende del material sino de
laformadel cuerpo.

Para estos cuerpos de densidad constante el centro de masa se |lama

centroide.

ii. El centroidedeun sdlido derevoluciéntambién puede hallarse por el método
delacortezacilindrica

Si setiene unaregion limitada por €l gex, lasrectas x=a, x=Db y una

funcién f (x) >0 continua sobre[a,b] y serotaarededor del gjey (figura

22.12), €l rectangulo i-ésimo da origen ala corteza cilindricade lafigura
213

..%~ (64 /(X))

0 xX=da X Xi x=b X

Figura 22.12
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El centroide del solido resultante estaen el punto (0,V,0) .

El centroide de cadacortezacilindricaestaen el centro delacorteza, €l cual

1
esel punto (O, > f(t), 0).

[

Figura 22.13

Por tanto, el momento de cada corteza con respecto a plano xz estd dado por:

A;Mxz =% f(t) 2kt f(t)Ax.

El momento total del solido es
Sk b 2
Mxz = \\L'HmoZE F(t)2t F(6) Ax = [ kax[ £ (0] dx,
=0 é
y lamasadel solido es:

m= lim > 2kat, £ () Ax, = [ 2Kaxf (x)d.

P04

De donde,

Mz k" x[ £ (0] dx . [7x[ 0T o
M ke[ xgdx 2 xf(odx

y=

Cuando € cuerpo es homogéneo, esto es, de densidad constante, el centro
de masa coincide con el centroide o centro geomeétrico.
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Ejemplo11

Encuentre el centro de masa del sélido de revolucion generado al rotar alrededor
1

del gjex laregion limitadapor lapardbola Y = EXZ. el ge xylarecta

Solucién

Lafigura22.14 muestralaregiony el elemento rectangular de érea. Lafigura22.15
muestra el sélido derevoluciony el elemento de volumen.

r=11x

Figura 22.14

Figura 22.15

Como laregion giraarededor del gjex, el centrodemasaesdelaforma C(X,0,0),

Myz
.

donde x =

El momento con respecto a plano yz esta dado por:
Myz = HlPiHmOZ kat, [ £(t)]° Ax,
B

6 5
4X5dxzk_ﬂ-4_:4_

0 4 6 6

’ 2 4 x* k7
:J'a kx| f(x)] dx:jokﬂ.x.jdxzjj o
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Lamasadel sdlido es:

k_”4_5:k_7[44

n 4
m:IimZk;z[f(ti)]zAxi:'f:k;zxjdx: e

IPl-04=
De donde

Myz 10
m 3

X =

10
y por tanto el centro de masa esta localizado en el punto (3 0, 0) .

Ejemplo12

Encuentre el centro de masa del sdlido de revolucion del gjemplo 11, tomando €
elementorectangular de areaparalelo a gex.

Solucién

Lafigura22.16 muestra el elemento rectangular de areay el centro del mismo. El
centroide del solido estaen el punto (X,0,0) (figura22.17).

Vi

(- +V280), 1)

Figura 22.16

Figura 22.17

Para calcular X serequiere conocer el momento con respecto al plano yz. Puesto
que sevaadtilizar el método delacortezacilindrica, €l centroide de cadacorteza

282Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



Médulo 22: Momentos y centros de masa

1
estaen e centro de ella, 0 seaen el punto (O, 5(4+\/Z)a 0). L uego,

nmz (4+f)2m(4 J240) Ay,

_ jjg(4+\/2_y)2ﬂy(4—\/Z_Y) dy

_ 8 _ 2 2y3
_kﬁjo(le—zy)y dy—kﬁ(Sy —?H

0

3
- k;{sS —383) _kz8
3 3

Ahora, lamasadel sélido esta dada por:
HnHm Zk 27t (4—\J2t)Ay,
22 ’
8
- jo k-27y(4—+[2y)dy = 2k7{2y2 —Tywﬂ
0
- 2k7{2~82—¥\/§5jz 2k7{2-82—2—f-82-2\/§]

2
- 2k7z[2-82 —% = k-8 (gj _ kn&

5
Por tanto,
kz8
%= Myz 3 10
m 4kz8 3
5

Ejemplo13
Encuentre el centroide del sdlido de revolucién del ggemplo 11, si laregién gira
arededor del gey.
Solucién

Lafigura22.18 muestrael elemento rectangular dedreay el centro del mismo. La
figura22.19 muestrael elemento devolumen, € cual esunacorteza. El centroidedel

solido esta en el punto (0,,0).
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y
<> .5)
(. f (1)
(t;, 1:42)
0 Xi1 Xi xX=4 X
Figura 22.18

Figura 22.19

Paracalcular ¥ esnecesario encontrar e momento con respecto al plano xz.

1
El centroide de cada corteza estd en el punto [O, Etiz , 0] . Luego,

Mxz = lim Zk —t 27t £ (t)AX,

IP1—04

ZJ‘AKXZ-Zﬂ'Xf(X)dX
02

4 . X2 kex® | krd®
= k X3 ._d = = .
=" } 12

Ahora, lamasa del sélido es:

m=lim > k- 2zt f (t,)Ax
P04
4 4
=J4k-2ﬂ-x-f(X)dX=272'|(J‘4£X3dX:kﬂ—Xj| — k-4,
0 02 4 |

Luego
kr-4°
y= Mxz _ IR _16
m kr-4 12 3
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Modulo 23

Los teoremas de Pappus

Contenidos del modulo

23.1 Teoremade Pappus para areas de superficie
23.2 Teorema de Pappus para solidos de revolucion

. Objetivos del modulo

1. Relacionar el éreade superficie con lalongitud de arcoy su centroide.
2. Relacionar €l volumen de un solido de revolucién con el areay su centroide.

. Preguntas hasicas

1. Determine el volumen del sélido derevolucién generado al rotar alrededor dela
rectay =x—2lalaminahomogénealimitadapor lasemicircunferencia y = /4 x?
y el giex.

Introduccion

Enel siglolll d.C. PappusdeAlejandriadescubri6 dosformulas querelacionan los
anteriores teoremas con las areas de superficie y con los volimenes de sélidos de
revolucion. Dichasformulas simplifican notoriamente los célculos que delamanera
usual serian largosy tediosos.

En este modulo presentaremos dichos teoremas y |os ilustraremos con algunos
gjemplos ya desarrollados en los médul os anteriores.

Pappus de Alejandria

Ultimo gran matematico griego de la escuela
alejandrina, Pappus escribid comentarios a
los Elementos de Euclides y a la Gran
sintaxis matemdtica de Tolomeo, llamada
Almagesto por los arabes. Su obra principal,
Coleccion matemadtica, escrita hacia el 340,
reviste una particular importancia desde el
punto de vista histérico porque, ademas
de ser una exposicion completa y sistematica
de los conocimientos de su época, recoge
fragmentos, a veces integros, de las obras
que constituian los fundamentos de la
ensefianza de las matematicas en la ciudad
de Alejandria, hoy en gran parte perdidas.
La Coleccion, compuesta por ocho libros,
casi todos conservados (excepto el primero
y parte del segundo), contiene una serie de
problemas que introducen nociones
geométricas importantes, como el foco de
una pardbola o la directriz de una cénica, y
los enunciados de muchos teoremas, entre
ellos el que expresa la superficie y el
volumen de las figuras de revolucion.

En geometria existen varios teoremas que
son conocidos con el nombre genérico de
«teorema de Pappus», atribuidos a él. Entre
ellos esta el «teorema del centroide de
Pappus», que dice que el drea de una
superficie de revolucién generada mediante
la rotacion de una curva plana C sobre un
eje externo a C sobre el mismo plano es
igual a la longitud de ¢ multiplicada por la
distancia recorrida por su centroide. Es
decir que, por ejemplo, el area de la
superficie de un toroide de eje menor ry
eje mayor R es

A=(Q2rr)(2zR) = 4=Ar.

¢Saben matematicas las abejas?

Esta cuestion fue «constatada» por Pappus
de Alejandria. Su «afirmacién» se basaba

en la forma hexagonal que imprimen a sus
celdillas las abejas para guardar la miel. Las
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abejas, cuando guardan la miel, tienen que
resolver varios problemas. Necesitan
hacerlo en celdillas individuales, de tal
manera que formen un mosaico sin huecos
ni salientes entre las celdillas, ya que hay
que aprovechar el espacio al maximo. Solo
podrian hacerlo con tridngulos, cuadrados
y hexdgonos. ¢Por qué? La respuesta es
un problema isoperimétrico (del griego
«ijgual perimetro»). Pappus habia demos-
trado que, entre todos los poligonos
regulares con el mismo perimetro,
encierran mas area aquellos que tengan
mayor nimero de lados. Por eso, la figura
que encierra mayor drea para un perimetro
determinado es el circulo, que posee un
nimero infinito de lados. No obstante, un
circulo deja espacios cuando se rodea de
otros circulos. Asi, de todas las figuras
geométricas que cumplen la condicion
«mayor namero de lados y adyacencia sin
huecos», matematicamente es el hexagono
la mas 6ptima. Debido a ello, las abejas
construyen sus celdillas de forma
hexagonal, ya que, gastando la misma
cantidad de cera en las celdillas, consiguen
mayor superficie para guardar su miel. La
pregunta es: ¢y quién les ensefo esto a las
abejas?...

Pappus vivié aproximadamente entre los
afnos 290 y 350.

23.1 Teorema de Pappus para areas de supetficie

Teoremal
Si un arco de curvaplana suave s giraarededor de unarectal en el plano, detal
formaqueL no cortael interior del arco (figura23.1a), entoncesel areade superficie

S es el producto de lalongitud del arco por la distanciarecorrida por el centroide
durante larotacion. Es decir,

S =2nts. @]

dondet esel radio delacircunferenciaquerecorree centroidey s eslalongitud de
arco.

En particular, y es el caso que demostraremos, si € ge de rotacion es el ge x,
entonces:;

S=2nys. @

(a) (b)

Figura 23.1
Demostracion

Supongamos que €l arco de curvaes el determinado por lafuncién positivay con
derivadacontinuay = f (x) desdeel punto A(a, f (a)) a punto B (b, f (b)) (figura
23.1b).

Sabemos que el dreade superficie S viene dada por:
b b
S:IaZnyds=2njayds_ @

Deotro lado, lacoordenada y del centroide del arco viene dada por

M, J':Slyds _":yds
F: Ib61ds - s @

7:
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b
De (2) se deduce que L yds=y-s. (€)
Sustituyendo (3) en (1) se obtiene finamente:
S=2nys.

Ejemplol

Use el primer teorema de Pappus para determinar el area de la superficie de una
esferaderadio a.

Solucién

Como lo demostramos en el ejemplo 9 del médulo 22, el centroide de un alambre
delgado homogéneo en forma de una semicircunferencia de radio a es el punto

2a
sobreel gjey [07) (vealafigura22.8b).
Ahora, €l &readelasuperficie de unaesferase generaal rotar alrededor del gjex la
semicircunferenciadelafigura22.8a cuyalongitud es s = na.

Asi que de acuerdo a teorema de Pappus,

2a

S =2nys = 27:(
s

jna = 4na?,

resultado que coincide con el del jemplo 4 delaseccién 21.3.

23.2 Teorema de Pappus para solidos de revolucion

Teorema?2
Si unaregion R del plano giraalrededor de unarectal en el plano, detal formaque
estadltimano cortael interior deR (figura23.2a), entoncesel volumenV del sdlido

derevolucién esel producto del areadelaregionR por ladistanciarecorridapor el
centroide durante larotacion. Es decir,

V =2nt-A, @

dondet esel radio delacircunferenciaquerecorre el centroidey A esel &readela
regionR.

En particular, si el gjederotacidn esel gjex, entonces:

V=2rnyA @
Vea el modulo23 del programa
de television Elementos bdsicos
de cdlculo integral y series
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(a) (b)
Figura 23.2
Demostracién de(2)

Supongamos quelaregion R delafiguragiraalrededor del gjex (figura23.2b).

Sea w(y)lalongitud del elemento diferencial de area. Al girar dicho elemento

alrededor del gje x genera una corteza cilindrica de radio y y atura w(y). El
diferencial de volumen dV dela cortezaviene dado por:

4V = 2nyw(y)dy y V =2 yw(y) dy. @

Deotro lado, lacoordenada y del centroide estal que:

M, [ ywn)dy

y=—x == [ Tyw(y) dy=yA @

Sustituyendo (2) en (1) setiene:
V = 2nyA.
Ejemplo2

Use el segundo teorema de Pappus para determinar €l volumen de una esfera de
radioa.

Solucién
Como sedemostré end giemplo 10 del médulo 22, € centroidedelalaminahomogénea

4a
y semicircular de radio a esta en €l punto (O: g] sobre el gey (figura 22.9b).

Ahora, € volumen delaesferasegeneraal rotar alrededor del gex € semicirculode

. , a’
lafigura22.9by cuyadreaes A= % .
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. . . . 4a
Deotro lado, el centroide recorre unacircunferenciaderadio ——.

3n
. . . da) 8
Asi que lalongitud que recorre el centroide es 2n o :éa.
T
Por tanto,
2
v=Sa T ﬂr:ag,
2 3

que corresponde a volumen de una esferaderadio a.

Ejemplo3

Determine el volumen del sélido de revolucion generado al rotar alrededor de la
recta y=X-2 la ldmina homogénea limitada por la semicircunferencia

y=v4-x* yd gex.
Solucion

En lafigura 23.3 aparece sombreadalaregiony el gje de giro escrito en su forma
general.

b =1

Figura 23.3

L oselementostedricos dados en el médulo 21 serian insuficientes paradeterminar
& volumen del sélido. Sinembargo, el teorema 2 de Pappus nos permite determinar
el volumen exacto del sélido generado.

En primer término, de acuerdo con el ggemplo 10 del médulo 22, €l centroidedela

8
j (figura23.3).

l&minaestaen el punto (O, E
T
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Al girar laregién semicircular sombreada alrededor de larecta x—y—-2=0, €l

centroide recorre unacircunferenciaderadio d. Esto es, si | denotalalongitud de
dichacircunferencia, entonces

| =2nd - @
N 8 :
Pero d esladistanciadel punto (07 aj alarecta de ecuacion:

X—y-2=0,

‘1- (0>+(—1)38n+<—2)‘

VI +(-1)?

seccion 2.5, Apéndice |1 del texto Elementos bésicos de calculo diferencial)

Asique d = (vea «Distancia de un punto a una recta»,

2
_ 3 _ 8+ 61 ) (2)
V2 3J2n

Esdecir,

|:2n(2}—§:j:%(4+3n).

También el areadel semicirculoderadio2es A = 2.

Por tanto, de acuerdo con el teorema 2 de Pappus, €l volumen del sélido vienedado

por:
Vol Az 2n—2 (4+3m)
32
= ﬂn(4+ 3n).
3
Ejemplo4

Utilice el teorema de Pappus para solidos de revolucion para calcular €l volumen
del toro (dona) generado a rotar un circulo de radio a, alrededor de unarectal
situada en su mismo plano y aunadistanciab de su centro (b > a).

Solucién

Lafigura23.4ilustralasituacion enlacua asumimosquee circuloderadioa gira
alrededor del gjey.

Ahora, el centroidedel circulo que estaen su centro (gjemplo 8, madulo 22), a girar

alrededor del gjey, recorre una circunferencia de radio b. Entonces la longitud
recorrida por el centroide es
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| = 2xb. @

Deotrolado, el &readel circulo es

A=ma? @
De acuerdo con el teorema 2 de Pappus:

V=IA ®)
Sustituyendo (1) y (2) en (3) se obtiene finalmente:

V =2r°a’,

que corresponde al volumen pedido.

LTl (b—a, 0)
/ ,~".‘:Z::::-—---------:::i\jm
— \‘ I R ——— —l
N AL \/\ X
S
‘_‘.- —-—’ (”

) +a, 0)
S DU 5

Figura 23.4

Seinvitaa estudiante a desarrollar el gjercicio anterior usando el método de la
cortezacilindricadescrito en el médulo 21, paraque notelaventgjadel teoremade
Pappus frente a cual quier otro método paradeterminar el volumen de un sélido de
revolucion.
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Modulo 24

Trabajo mecanico
Contenidos del modulo

24.1 Trabajo realizado por unafuerzavariable
24.2 Ejemplosilustrativos sobre trabajo

Objetivos del médulo

1. Usar laintegracion en aplicacionesfisicas. En particular, usarlaenladetermina
cion del trabajo necesario para desplazar un objeto bajo la accién de unafuerza
variablef (x) sobreunintervalo[a, b].

Preguntas basicas

Un tanque deformasemiesféricaderadio 5 msellenadeaguahastauna aturade 3 m.

1. ¢Cud esel trabajo necesario parabombear el agua hastala parte superior del
tanque?

2. ¢(Cudl esel trabajo necesario parabombear el aguahasta2 m por encimadela
parte superior del tanque?

Introduccion

Una aplicacion de laintegral definida en problemas de la Fisica setiene en el estudio
del concepto de trabajo. Para calcular el trabajo realizado por una fuerza constante
que desplaza un cuerpo una distancia d basta multiplicar la magnitud de la fuerza
por la distancia recorrida. Si queremos calcular el trabajo realizado por una fuerza
cuyamagnitud variaalo largo del recorrido, es necesario utilizar laintegral definida.

Asumiremos que se cumplen las siguientes propiedades:

1 Si sobre un sistema fisico acttan las fuerzas F (x), F(x),..., F, (x) y realizan
trabajos W,, W,,...,W , entonces el trabajo total W es la suma de los trabajos

n
parciales, esto es, W =Y "W,.
i=1
2 El trabajo realizado por una fuerza de magnitud F(x) para mover un objeto
desde a hasta b y luego hasta c esigual al trabajo que realiza dicha fuerza
para moverlo desde a hasta c.
3 Si se tienen dos fuerzas de magnitudes F(x) y G(x) tales que F(x) < G(x) en
[a, b], entonces el trabajo realizado por F en [a, b] esmenor o igual a trabajo
realizado por G en [a, b].

Mediante estas propiedades y las consideraciones adicionales que haremos se
estudiara el concepto de trabajo realizado por una fuerza variable.

Robert Hooke

Robert Hooke nacié el 18 de julio en 1635
en Freshwater, frente a la costa meridional
de Inglaterra, y fallecio el 3 de marzo de
1702 en Londres. Fue un nifio sensible y
enfermizo que no podia correr ni jugar
como los demds. Confinado en su hogar,
desarrolld su mente inventiva haciendo toda
clase de juguetes mecanicos, como relojes
de sol, molinos de agua y barcos. Su padre
lo instruy6 no sélo en lectura y escritura,
sino también en aritmética y en las obras de
los autores clésicos.

Tenia dieciocho afios de edad cuando
ingreso en Oxford y su pobreza fue, en el
fondo, una ventaja, pues el tiempo que
utilizaban los otros estudiantes en
diversiones frivolas, Hooke lo dedicaba a
ganarse la vida. Su aplicacion en los estudios
y su genio cientifico incipiente atrajeron
pronto la atencién de uno de sus maestros,
Robert Boyle, el notable quimico y fisico
que realiz6 en su laboratorio algunos
experimentos sobre la naturaleza de los
gases. Hooke se considerd muy afortunado
cuando Boyle le dio el puesto de ayudante
de laboratorio para auxiliarlo en sus
experimentos. Asi naci6 entre los dos
cientificos una amistad cordial que duré
toda la vida.

La primera mision de Hooke en el laboratorio
de Boyle fue la de disefar y crear una homba
para comprimir el aire y producir el vacio.
Boyle us6 la bomba de aire construida
ingeniosamente por Hooke para completar
los experimentos que se tradujeron en la
formulacion de la ley de los gases, o ley de
Boyle-Mariotte (pues también fue formu-
lada, en forma independiente, por su colega
francés Edme Mariotte), que establece que
a una temperatura constante la presion y el
volumen de un gas son inversamente
proporcionales.

Hooke realizé algunos de los descubri-
mientos e invenciones mas importantes de
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su tiempo, aunque en muchos casos no
consigui6 terminarlos. Formulé la teoria del
movimiento planetario como un problema
de mecdanica, y comprendid, pero no
desarroll6 matematicamente, la teoria
fundamental con la que Newton formuld la
ley de la gravitacion. Entre sus aportaciones
mds importantes estan la formulacion
correcta de la teoria de la elasticidad (que
establece que un cuerpo eldstico se estira
proporcionalmente a la fuerza que actia
sobre él), conocida como ley de Hooke, y
el andlisis de la naturaleza de la combustion.
Ademas fue el primero en utilizar el resorte
espiral para la regulacion de los relojes y
desarroll6 mejoras en los relojes de
péndulo. También fue pionero en
investigaciones microscopicas, entre las
que se encuentra el descubrimiento de las
células vegetales.

A Hooke se le considera el fundador de la
meteorologia cientifica, pues ided los
instrumentos usados para registrar los
cambios de las condiciones del tiempo y
perfecciond los métodos para registrar
sistematicamente la informacion obtenida.
En la lista de instrumentos que inventd
figuran el barémetro de cuadrante, un
termometro de alcohol, un cronémetro, el
primer higrémetro, un anemdémetro y un
«reloj» para registrar automaticamente las
lecturas de sus diversos instrumentos
meteoroldgicos. La supremacia sobre los
mares, que conservaria Inglaterra durante
varias generaciones, debié mucho al genio
inventivo de Hooke, pues en los dias de los
barcos de vela el dominio de la navegacién
dependia de la habilidad para predecir con
exactitud los cambios de tiempo.

24.1 Trabajo realizado por una fuerza variable

Tomemos un intervalo cerrado [a,b] y sea P unaparticién del intervalo tal que:
A=Xy <X <X, <...<X, =Db.

Supongamos que f (x) eslamagnitud de unafuerza variable que acttia sobre un

cuerpo desplazéndolo sobre €l gje x, desde un punto x =a hastaun punto x=b;
ademas f (x) es continua sobre [a,b].

Ahora consideremos la cantidad de trabajo realizada por f para mover el objeto
cada AX .

Si hacemos la norma de la partici6n suficientemente pequefia, lafuerzaf cambia
muy poco en el subintervalo [x._,,X.], esdecir, es «casi constante» y la podemos

aproximara f (t;),con x,_, <t <x;.

Por tanto, un valor muy aproximado del trabajo realizado por lafuerzaen el i-ésmo
subintervalo ser&

AW, = f (t)Ax,,

y aplicando lapropiedad 1 dela«Introducci6n», unabuenaaproximacion al trabajo
total es

Zn:wi = Z f(t,)AX,.

Lo anterior nos permite definir el trabajo total W delasiguiente manera:

W= lim > f (t)Ax, ="t (xax.

[Pl>0 4=
Observaciones
i. Si f(x) escontinuasobre[a,b] y c esun punto de[a,b], el trabajo W.” que

realiza la fuerza para mover un objeto desde a hasta b se puede calcular
mediante lasumade lasintegral es definidas

W2 =[x+ [ F(x)ax.

ii. El trabajo realizado por lafuerzaparamover el objeto desde b hastaa esel
opuesto del trabajo realizado por la misma fuerza para moverlo desde a

hastab. Esto es, W,* =-W?.
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24.2 Ejemplos ilustrativos sobre trabajo

Ejemplo1

De acuerdo con laley de Hooke, en un cuerpo eléstico la fuerza restauradora es
proporcional a la deformacién o cambio de longitud x. Con base en lo anterior,
encuentre el trabajo necesario paraestirar unresortede unalongitud L, unadistanciad.

Solucion

Lafigura24.1ilustralasituacion planteada. Inicialmente, € resortetieneunalongitud
igual aL (figura24.1a). Luego seleaplicaunafuerza f (x) enladirecciondel ge
X que permite extenderlo aunadistanciax (figura24.1b).

De acuerdo con laley de Hooke, Por tanto, el trabajo realizado para
estirarlo aunadistanciad esta dado por:

() 000000000000000000 .

f (%) =,k. ,
W:jo f(x)dx:kJ.O X d
— x ——

(b}|UUUUﬂDUUﬂDUQQﬂQHQ
| L |

0

Figura 24.1

Ejemplo2

De acuerdo con el ejemplo anterior, encuentre el trabajo necesario paraestirar un
resorte 2 pulgadas, si se sabe que lafuerza necesariapara mantenerlo extendido 1
pulgadaesigua a31b.

Solucion

Como lafuerza necesaria para mantenerlo extendido 1 pulgadaesigua a3 b, se
tiene, delaformula: f (x) = kx.

Asi que,
3-k-1 Vea el médulo 24 del programa
- R de television Elementos bdsicos
de cdlculo integral y series
dedonde k=3.
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Por tanto, del g emplo 1, ,Y como d = 2 pulgadas, se concluye entonces

que

Ejemplo3

Un tanque que tiene forma de cono circular recto de alturah y radio de labase r
estalleno de agua. Calcule el trabajo necesario parabombear toda el aguahastala
parte superior del tanque.

-
=

p—

Figura 24.2

Solucién

Lafigura24.2 muestralaformacomo setoman las coordenadasy |os elementos de
volumen.

El disco i-ésimo tendraun volumen Av, = zx?Ay, .

Por tanto, lafuerza necesariaparabombear el aguacorrespondienteadicho elemento
serd igual a su peso, 0 sea prx’Ay, (donde o es la densidad por unidad de
volumen).

Ahora, la distancia que debe recorrer este elemento esta dada por y €
trabajo realizado para bombearlo hastala parte superior esta dado por:

W, = prr(h—t) X Ay, -

Deotrolado, losvaloresde x; y t; sepueden relacionar mediantelaecuacion dela

recta que pasa por los puntos (0, 0) y (r,h), esto es,
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r
de donde X = Fti .
Por tanto, el trabajo necesario parabombear el agua alaparte superior sera

2

h _1; 3 r 2 _ h rz ,
e _”IPIHTO;M pzt (M=t Ay =], pr gy (h-y)dy
h
p7zr2 h o, 4 pm.z hy3 y4 1 N
= hy? - y*) dy = hy v e
h2 jo( y y) y h2 |: 3 4 0 12p7l'
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Modulo 25

Presion de liquidos
| Contenidos del modulo

25.1 Fuerzahidrostética
. Objetivos del mddulo

1. Usar laintegracion en aplicacionesfisicas. En particular, utilizarlaenladetermina-
cion delafuerzaejercidapor un liquido sobre unaplacasumergidaen é.

. Preguntas basicas

1. Cdculelafuerzatotal gjercidapor €l aguasobrelasuperficiedeareaAy limitada
por el gje x, lacurvay =f (x) y lasrectasx =ay x = b delasiguientefigura.
Demuestre que lafuerzatotal eslamisma que resultariasi laplacase colocara

horizontalmente a una profundidad X , siendo la abscisa de su centroide.

0 nivel del agua v

Introduccion

Si se sumerge horizontalmente una placa dentro de un liquido, éste gerce una
fuerza constante en todos |os puntos de ella. Al cociente de dividir lamagnitud de
lafuerzapor el areadelaplacaselellamapresion del liquido.

Ladireccion delafuerzaesnormal alasuperficiedelaplacay lamagnitud estadada
por w- h-a,en donde w es el peso por unidad de volumen del liquido, h es la
profundidad de la placasumergiday a es el areadelamisma. Lapresion P estara

3 wha
entonces dada por laférmula P = a = wh.

Si tenemos una placa sumergida en un liquido y su posicion no es horizontal,
entonces lapresion yano esuniforme, y es mayor en los puntos que estan sobre la
misma horizontal. Estamos interesados en calcular la fuerza total que gerce un
liquido sobre unaplacavertical sumergidaen él.

Blaise Pascal

El fisico, matematico y fildsofo francés Blaise
Pascal nacid el 19 junio de 1623 en Clermont
y fallecio el 19 de agosto de 1662 en Paris.
Su padre, Etienne, tenia una educacion
ortodoxa y decidié educarlo él mismo.
Decidi6 que no estudiara matematicas antes
de los quince afos y todos los textos de
esta ciencia fueron sacados de su hogar.
Pascal, sin embargo, sinti6 curiosidad por
todo esto y comenz6 a trabajar en geometria
a la edad de doce afios. Pronto descubri¢
que la suma de los angulos de un triangulo
correspondia a dos angulos rectos, y
cuando su padre lo comprobhd, se
enternecio tanto que le entregd un texto de
Euclides.

A la edad de catorce afios Pascal acudia a
las reuniones con el monje y matematico
jesuita Mersenne, cuyo cuarto en Paris era
lugar frecuente de reuniones de Fermat,
Gassendi y otros matematicos famosos de
la época. A los dieciséis afios presentd, en
una de las reuniones de Mersenne, un trozo
de papel con escritos que contenia algunos
teoremas de geometria proyectiva y que
incluian lo que se ahora se conoce como el
hexdgono mistico de Pascal. En afos
posteriores trabajé en las secciones conicas
y desarroll6 importantes teoremas en la
geometria proyectiva. En su correspon-
dencia con Pierre de Fermat dejo establecida
la creacion de la teoria de la probabilidad.

Pascal inventd la primera calculadora digital
en el afio 1642. El aparato, llamado
«pascalina», se asemejaba a una calcula-
dora mecéanica de la década de 1940.
También invent6 la jeringa y llevé a cabo
estudios en geometria, hidrodinamica,
hidrostatica y presion atmosférica.

Su mas famoso trabajo en filosofia es
Pensées, una coleccion de pensamientos
personales del sufrimiento humano y la fe
en Dios. «Si Dios no existe, uno no pierde
nada al creer en él; mientras que si existe,
uno pierde todo por no creer», dijo alguna
vez.
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Su ultimo trabajo fue la cicloide, la curva
trazada por un punto en la circunferencia
de un rollo circular. Pascal muri¢ a la edad
de 39 afos, después de sufrir un dolor
intenso debido al crecimiento de un tumor
maligno en su estdmago, que luego se le
propag6 al cerebro.

El principio de Pascal y sus aplicaciones

La presion aplicada en un punto de un
liquido contenido en un recipiente se
transmite con el mismo valor a cada una de
las partes del mismo. Tal enunciado,
obtenido a partir de observaciones y
experimentos por este genial matematico,
se conoce como «principio de Pascal», y
puede ser interpretado como una
consecuencia de la ecuacion fundamental
de la hidrostética y del caracter incom-
presible de los liquidos.

La prensa hidraulica constituye la aplicacion
fundamental del principio de Pascal y
también un dispositivo que permite
entender mejor su significado. Consiste,
en esencia, en dos cilindros de diferente
seccion comunicados entre si, y cuyo
interior esta completamente lleno de un
liquido que puede ser agua o aceite. Dos
émbolos de secciones diferentes se ajustan,
respectivamente, en cada uno de los dos
cilindros, de modo que estén en contacto
con el liquido. Cuando sobre el émbolo de
menor seccion se ejerce una fuerza la
presién que se origina en el liquido en
contacto con él se transmite integramente
y de forma instantanea a todo el resto del
liquido; por tanto, serd igual a la presion
que ejerce el liquido sobre el émbolo de
mayor seccion (esto significa que si, por
ejemplo, una seccion es veinte veces mayor
que la otra, la fuerza aplicada sobre el
émbolo pequefio se ve multiplicada por
veinte en el émbolo grande).

La prensa hidraulica es una méaquina simple
semejante a la palanca de Arquimedes, que
permite amplificar la intensidad de las
fuerzas y constituye el fundamento de
elevadores, prensas, frenos y muchos
otros dispositivos hidraulicos de maquinaria
industrial.

25.1 Fuerza hidrostatica

Consideremosla placaque se muestraen lafigura25.1y que estalimitadapor las
rectas x=a, x=b y por las curvas y= f(x) y y=9(x) que supondremos
integrablesen [a,b] y talesque f(x) > g(x) paratodo x en[a,b], sumergidaen
un liquido de densidad de peso w.

Figura 25.1

La presién sobre todos los puntos del i-ésimo elemento de &rea variara entre
Wx._, Y WX, ys setomat, tal que x_, <t <x, wt serdun valor intermedio
entre los dos anteriores.

Un valor aproximado de la magnitud de lafuerza gjercida por € liquido sobre el
i-esimo elemento dedreasera AF, = wt[ f (t;) — g(t;)]Ax; , en dondelosdos tltimos

factores representan el area AA del elemento.

Un valor aproximado de lamagnitud de lafuerza ejercida sobre todalasuperficie
estar dada por:

F =Y wiaA = wt [ f(t)-a(t)] Ax.

Lafuerzatotal sera entonces:

F- HLiHTOZn:wti (1) -g(t)]a% = [ wx[ £ (x)-g(x)]dx.

Ejemplo1

Se sumerge verticalmente unaplacaen formadetriangulo isdéscelesdebase 6 my
altura5 m detal modo que su vértice superior quedaa3 m por debajo del nivel del
agua(figura25.2). Calculelafuerzatotal gercidapor € aguasobrelasuperficiedel
triangulo.

300Ude@ - Para ser, saber y saber hacer



Madulo 25: Presion de liquidos

Solucion

Laecuacion delarecta que pasa por los puntos (3, 0) y (8, 3) estd dada por:

1=[555 -9 y=S0-a,

y laque pasapor (3, 0) y (8, —3) tiene como ecuacion

Lafuerzasobree i-ésimo elemento de &reaser&:

3 3
en[-o o]

y lafuerzatotal:

Como parael agua w =1ton/m*, F = 95 ton.

) =%(_\'—3)

(8. 3)

Vea el médulo 25 del programa
de television Elementos bdsicos
de cdlculo integral y series
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Figura 25.2
Ejemplo2
Un depdsito limitado en sus extremos por dos semicirculos deradio 20 cm (figura
25.3) esta lleno con un liquido cuyo peso w es de 3 g por centimetro cubico.
Calculelafuerzatotal ejercidapor el liquido sobrelas paredes semicircul ares.
Solucion

La ecuacion de la circunferencia de radio 20 cm y centro en el origen es
Resolviendo paray obtenemos:

y =+4/400-x? .

AX; \%% 3

(20, 0) (1. \[300—77)
X

Figura 25.3

Lafuerzadel liquido sobre el elemento de &reaes

Wt - 2,/400—t? AX,

entonces lafuerzatotal ser&

F= \\Liumoizmi’/m_tiz AX

i=1

= §° 2wx+/400— x? dx

2w 243/277%0
——?(400—x) 1.

_ 8000w _ oo
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Ejercicios

I. Areasentrecurvas

Enlasfiguras1a8 queaparecen acontinuacion elijael elemento diferencial de areamésapropiadoy luego calcule
el &readelaregion.

y=x+1

)
{

=y

-1 0

Figura 1 Figura 2

Figura 3 Figura 4
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¥ y=x-x+2 ¥
|
I y= s X
\ 4
: ‘ y=senx
I
! ||| /[
1 1 0 X
I I
-1 0 2 X
Figura 5 Figura 6
y
y=x-6x ¥ y=x-5
X
0 X
Wi=x-3
y=-x
Figura 7 Figura 8
9. Calculelas &reasde lasregiones de lasfiguras 3, 8 tomando diferenciales de &rea perpendiculares a gjex.

10. Calculelaséreasdelasregionesdelasfiguras 4, 6 tomando diferenciales de dreaparalelosal gjex.

11.  Enlosegjerciciosa-s dibujelaregion limitadapor las gréficas delas ecuaciones dadas, construyael diferencial de
areamés apropiado y luego use unaintegral paracalcular el valor del area.

a y=2x% y=x*+1. b. y=4x-x* y=0, entrex=1yx=3.
C. y=~/x—4, y=0yx=8. d  y=x*-4x+3, x-y-1=0.

e y=x"-2, y=2x>+x-4. f. X=-y*+y+2, x=0.

g. x=y>-3y, x+y-2=0. h. y>-2x=0, y*+4x-12=0.

. y=2-x°, y=X, y=-X I y=3-x3, y=2x, y=-2x

k. y=x% y=3. l. Xx=Yy? x=2, x=4.

m x*—y-9=0, y—x+3=0. n. y=x>-x, y=0.

Ejercicios de los modulos 18 al 25




14.

16.

o. y?=x-3, y* =9-x considerando primero elementos verticales de &reay luego elementos horizonta-
les.

p. y>=4-x, 3y-2x-9=0, 9y-x-3=0.
-3 3 .

. =—x*+x2-2x, x=—, x== yd gex.

q y 5 2 ye g

r. y> -2y +4x-7=0, y=-X.

s. x=y% x=1

Calcule por integracion €l areadel triangulo determinado por lasrectas Y =X, Yy =2X, y=3X-2.
Calcule por integracion el areadel trapecio determinado por lasrectas Y =3x, y=X-8, y=3 y d gex.

Encuentre el dreadelaregion que esta por encimadelapardbola x? = py einternaal triangulo formado por las
py

rectas y=x+3p, y=3p—-x yd ge x.
) dA
Encuentre larazon de cambio de A con respectoa m | €StO €S, am ) si A esel &eacomprendida por lapardbola

y? =x ylarecta y = mx.

Useel cdlculointegral parademostrar quesi S esun sector circular limitado por lacircunferencia x* + y* =a? y

angulo centra o, 0< o < 1t/ 2, entoncesel areadeS viene dadapor A(s)=1ca’ (ayuda considerelafigura9).

J,u
¥ = (tan o) x_\% €OS &, @ Sen ]
I —
1 y=ilat-xt
1
1
1
i
[E] 1
(0, 0y {a cos o, 0) {a,0) -
Figura 9

17.  Encuentred &eadelaregionlimitadaporlacurva y = e™ y larectaque pasapor lo puntos(0, 1) y (1, Ve).

18. SeaRlaregionacotadapor x=0, y=e* y larectatangente a y = e* que pasa por €l origen. Determine
el dreadeR.

19,  Encuentreel &readelaregion limitadapor lacurva y =Inx, el gex ylarecta x =e.
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24,

18
Encuentre el areadelaregion limitada por el ejedelasx, lacurva y=———— vy lasrectas
X*\x?+9
x=+/3 y x =3V3.
Encuentre el areadelaregion limitadapor yzL y=0,x=-6y x=0.

(x-1*’

Encuentre el dreadelaregionbajolacurva y = 4)(#1 aladerechadex =1 (ayuda: usefracciones parciales).

Encuentre el &readelaregionbagolacurva y = aladerechadex =1.

X2

Pruebe que el &readelaregionbajolacurva y 1 , €l gex, enelintervalo [1,+w) esinfinita
X

Halle por integracion el areadel cuadrilétero, determinado por lasrectas 3Xx—8y+21=0, 2x+y-24=0
y el gex.

Volumenesde solidos por seccionesplanas

1

Encuentre el volumen de un sdlido que tiene base circular deradior, y todas | as secciones planas perpendi-
culares aun diametro fijo de la base son triangulos equil&teros.

Encuentre el volumen de un sdlido que tiene base circular de radio r, y todas | as secciones planas perpen-
diculares a un diametro fijo de la base son triangul os recténgul os i soscel es que tienen la hipotenusa en €
plano de la base.

Encuentre el volumen de un tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpendiculares si lastres aristas
mutuamente perpendicul ares tienen medidasa, by c.

Doscilindroscirculares rectos de radio 3 cm cada uno seintersecan en angul o recto. Encuentre el volumen
del sdlido comuin alos dos cilindros.

Se cortaunacufiaen un cono circular recto por medio de un plano perpendicular al gjedel conoy otro plano
gueformaun angulo de 60° con el primeroy lo cortaalolargo de un diametro delaseccién planacircular que
resultadelainterseccidn del primer planoy el cono. Halleel volumen delacufiasi € conotiene 6 mdealtura
y €l radio delabaseesde 2 m.

Un sblido tiene como base laregion acotada por lascurvas y =e*, y=e™ y larecta x=1. Si toda
seccién plana perpendicular al ge x es un cuadrado, encuentre el volumen del sdlido.

Un sdlido tiene como base laregion acotadapor lascurvas y =3, y =3y larecta x =1. Si todaseccion
planaperpendicular a eje x esun semicirculo, encuentre el volumen del solido.

La base de un solido es el conjunto de ordenadas de una funcién no negativaf en el intervalo [0, a].
Todas las secciones perpendiculares a ese interval o son cuadrados. El volumen del solido formado viene
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dado por V = a®-2acosa+(2—a®) sen a, paratodo a>0. Suponiendo que f es continuaen [0, a],

cacule f(a).

I1l.  Volumenesdesdlidosderevolucion

1 Encuentre por integracion el volumen del como circular recto de alturah y radio delabasea.

2 Encuentreel volumen delaesferaobtenidaal rotar alrededor del gex € &readel semicirculo y = +R? — x2.

3 Encuentre el volumen del sélido generado a rotar alrededor delarecta x = —4 laregion limitadapor esta

rectaylapardbola x = 4+ 6y — 2y?.
4, Encuentre el volumen del sélido generado al rotar laregion limitada por lascurvas y® = 4x ey = x arede-
dor del gex.

5. Un tanque esférico de radio 3 m estalleno de agua hasta una alturade 1,5 m. Calcule por integracion el
volumen de agua que contiene.

6. Encuentre el volumen del s6lido obtenido a rotar el triangulo devértices (0, 0), (2, 2) y (2, 1) alrededor del
gey.

7. Encuentre por integracién el volumen de un tronco de cono de alturah y radiosR y r.

8 Halle el volumen del paraboloide obtenido al rotar alrededor del gjey laregidn encerrada por lapardbola
y=x’ylarecta y =5.

Enlosejercicios9al7 utiliceel método delacortezacilindrica.

9. Encuentre el volumen del s6lido generado al rotar, alrededor del gjex, laregion limitadapor laparabola

y =x*ylarectay = 4.

10.  Encuentred volumendd sdlidogeneradod rotar d tridngulocomprendidopor lesrectas y = X, y=2x e y=3x-2
alrededor de: a) el gjex, b) el gey.

11.  Encuentreel volumen del sélido generado al rotar laregion comprendidapor larecta y = x+ 2 y laparabola

y = x* —4x alrededor de: a) larecta x = -1, b) larecta y = —4.

2

12 Encuentred volumendel slido generadoa rotar laregion comprendidapor laspardbolas y = —x*, y = x* — 6x

alrededor del gje x. Tome elementos de areaparalelosal e degiro.

13.  Encuentreel volumen generado al rotar, alrededor del gjey, laregion comprendidapor lapardbola y? = x -3
ylarecta y=Xx-5.
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14.

16.

17.

Demuestre que el volumen del sélido generado al rotar alrededor del gjey laregion comprendida por los
ejes coordenados y la recta que pasa por los puntos (R, 0) y (0, H) esta dado por V = %ﬂ'RZ H.
Encuentre el volumen generado al rotar el rectangul o cuyosvérticesson (0, 0), (R, 0), (0, H), (R, H), alrede-
dor del gjey.

Encuentre el volumen delaesferageneradaal rotar lasemicircunferenciasuperior a gjex, quetiene5cmde
radioy centroen (0, 0), arededor del gjex.

a Encuentre el volumen del solido resultante si al solido del gjercicio 8 selehaceun orificiode2 cm
deradio, alolargo del gjex.

b. Encuentre el volumen ddl orificio.

En losliterales a-h calcule el volumen del sélido de revolucién generado al rotar laregion planadada
arededor del gje dado.

a Laregion planadelafiguradel gjercicio 1, seccion 1, alrededor del gjex.

b. Laregion anterior alrededor delarecta x = 2.
C. Laregion planadelafiguradel gjercicio 2, seccion 1, alrededor del gjex.

d. Laregion planadelafiguradel gercicio 3, seccion 1, alrededor del jex y alrededor del gjey.

e Laregionplanadelafiguradel gercicio4, seccion 1, arededorde: x=1, y=2, x=2.

5
f. Laregion planadel giercicio 6, seccion 1, alrededor de: €l gjey, X = % X =Tn

, y=1
0. Laregion planadelafiguradel gercicio 7, seccion 1, alrededor de: €l gjex, € gey, x=3.

h. Laregionplanadelafiguradel gercicio 8, seccion 1, alrededor de: x=1, y=-1y=2.

Laregionplanalimitadaporlacurva y = f (x) =e™™ y €l ejex giraarededor del ejex. Determine el volumen
del solido generado.

El mismo gjercicio anterior, girando alrededor del gjey.

Laregion planalimitadapor lacurva y = f(x) = 1 ,€l gexylarectax =1giraarededor del gjex. Determine
X

su volumen.

Bosqugielaregion R del plano limitadapor y:ig, x=1, x=3 ey=0. Formule(peronoevall) integraes
X
paracada uno delosliterales a-d:

a AreadeR.

Ejercicios de los modulos 18 al 25



b. Volumen del sdlido generado al rotar R alrededor a gjey.
C. Volumen del sdlido generado al rotar R alrededor a gjey = —1.
d. Volumen del s6lido generado a rotar R alrededor a ejex =4.

23 Enunaesferasodlidaderadio b se perfora un hoyo redondo de radio a (b > a) pasando por €l centro.
Encuentre el volumen que queda del solido.

24.  Formulelaintegral (usando cortezas cilindricas) del volumen del toro generado al rotar laregioninterior

del circulo x* + y? = a? alrededor del rectax=b (b > a).

2. Laregion sombreada(figura10) entreunarcode y=senx, 0< x<gn Yylarecta y=k, 0<k <1 segira

arededor delarecta y =k, generando un sdlido V. Determine el valor dek paraque:

a V seaun volumen méximo.
b. V seaun volumen minimo.
y

V A

Figura 10

26. Lagréficadelaregionlimitadapor y = x+senx, y =0, X =m, giraalrededor del gjedelasx. Encuentreel
volumen del sdlido resultante.

T

27.  Laregionacotadapor y = (senx®)®, y=0 y x =— segiraarededor del gey. Encuentre el volumendel

NI

solido resultante.
28.  SeaRlaregiondel primer cuadrante bajolacurva y = x *'® y alaizquierdadex = 1.
a Demuestre que el areade R esfinitay encuentre su valor.

b. Demuestre que €l volumen del sdlido generado al rotar R alrededor del gje x esinfinito.

29,  Laregionlimitadapor y = e, y=0,x=0y x=1 giraarededor del ejey. Encuentre el volumen del
sélido resultante.
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30. SeaRlaregionacotadapor x =0, y =e* y larectatangentea y =e* que pasapor €l origen. Encuentre:

a El &readeR.

b. El volumen del sélido obtenido cuando R giraalrededor del eje x.

Momentos, centrosdemasay losteoremasde Pappus

1

Un conjunto demasasde5, 10, 15y 20 g estén situadas sobre el ge x enlospuntosdeabscisas —3,—2,0y 5cm,
respectivamente. Halle el centro de masadel sistema.

Halle el centro de masade un conjunto de masasde 5, 10y 50 kg situadas sobre el gjey en los puntos cuyas
ordenadas son—3, 0y 10 m, respectivamente.

Lalongitud de unavarillaesde 50 cmy ladensidad lineal aunadistancia x deuno delosextremoses
(3x+1) g/cm. Encuentre lamasatotal delavarillay su centro de masa.

Unavarillamide2 my su densidad lineal en cadapunto es proporcional a cubo deladistanciade ese punto
auno de susextremos, siendo ladensidad maximade 16 kg/m. Encuentrelamasatotal delavarillay su centro
demasa.

Lalongitud deunavarillaesL cmy el centro de masa esta situado a 3/4 del extremoizquierdo. Si la
medida de la densidad lineal en un punto es proporcional a una potencia de su distanciaal extremo
izquierdoy ladensidad lineal en el extremo derecho es de 20 g/cm, encuentre la densidad en cual quier
punto delavarillay su masatotal.

Demuestre que si lamasatotal deunavarilladelongitud L y densidad lineal uniforme se colocaen su punto
medio, el momento respecto acualquieradelosextremosesigua a delavarillarespecto al mismo extremo.

Unavarilladelongitud 60 cm tiene unadensidad lineal 3, (x) = kx* (ladensidad varia proporcional men-

te al cuadrado de ladistanciax de uno de sus extremos). Si la densidad en el extremo més pesado es de
7200 g/cm, halle lamasatotal y €l centro de masasdelavarilla.

Lalongitud de una varillaesde 50 cmy ladensidad lineal a unadistancia x de uno de sus extremos
es §,(x) = (3x+1) g/lcm. Determine su masay el centro de masas.

Enlos gjercicios a-i encuentre el centroide (X, y) delaregién limitada por las curvas dadas. Esbocela
graficadelaregiony use lasimetria cuando sea posible.

a y=4-x>ey=0.

b. Lapardbola x = y—y? yel gey.
C. y=ix2,y=0yx=4.
2
d. Lacurva y = 2x° y larecta y = 2x en €l primer cuadrante.
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e El semicirculo yzm y el gex.
f. Lascurvas y=x*-4 e y=2x-x°
g. y=x*ylarectay=x+2.
h. x=y?-3y—4ylarecta x=-y-1.
i. y=x3,y=0y x=2.
10.  Useel teoremade Pappus paraencontrar €l volumen del sélido generado al rotar laregién del gjercicio del

literal ianterior alrededor del gjey. Resuelvael volumen del sélido por cortezas cilindricas paraverificar su
respuesta.

11.  Used teoremade Pappusy laconocidaférmuladel volumen de unaesferaparaencontrar €l centroide de
unaregién semicircular deradio a.

12 Usee teoremade Pappus paraencontrar el volumen del toro obtenido cuando laregiéninterior del circulo
x* +y? =a’ giraentorno alarecta x = 2a.

13 Considereel tridngulo T delafigurall.

.HI
S p=4k
h ic, h)

Figura 11

_h
a Pruebeque Y = 3 (y, por tanto, que € centroide ddl tridngulo estd en lainterseccion de las medianas).

b. Encuentre el volumen del s6lido obtenido cuando T se gira alrededor dey =k (use el teoremade

Pappus).

14.  Used teorema de Pappus para demostrar que el volumen del sélido obtenido mediante larotacion dela
regionR limitadapor y =senx, x=0, y=0, x=n alrededor del gjey es 2r°.

15.  Encuentre el centro de masadetresparticulasde 1, 3y 5 g, situadas en los puntos (-1, 0), (2, 3) y (4,-2).

16.  Demuestre que el centro de masa de un sistema formado por tres particulas de igual masa esta situado en
d punto de interseccién de las medianas del tridngulo formado por 1os puntos donde estén localizadas | as par-

ticulas.

17.  Pruebequeladistanciadel centroide de un tridngulo a cualquiera de los lados esigual auntercio dela
longitud de la altura sobre dicho lado.
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Encuentre el centro de masadelaladminalimitadapor lapardoola 2y® =18—3x y €l gey, si ladensidad de

superficie en cualquier punto (x,y) es V6—x g/lcm?.

Utilice el teoremade Pappus paracalcular el volumen del toro generado al rotar un circulo deradio a alrededor
de una recta situada en su mismo plano aunadistanciab de su centro (b > a).

Utilice d teoremade Pappus paraencontrar €l centroide delaregion limitadapor un semicirculoy su didmetro.

Utilice el teorema de Pappus para encontrar el volumen de unaesferaderadio a.

Enlosegjercicios 22 a32 encuentre el centroide del sdlido generado al rotar laregién plana arededor de larecta dada.

22

24,

3L

Laregion acotada por lapardbola y = x? y larecta x = 4, alrededor del eje x. Tome elementosde drea
perpendicularesal gje derevolucion.

Laregion del gercicio 22, tomando elementos de éreaparalelosal g e derevolucion.

Laregion acotadapor 2y® =3x* y larecta x = 3, alrededor del gjex. Tome elementos de dreaparalelos
a ejederevolucion.

Laregion del gercicio 22, alrededor del gjey. Tome elementos de &reaparalelosal €je derevolucion.

Laregionacotadapor larecta y = X+ 2 ylapardbola y = x* — 4x, alrededor delarecta x = —1. Tomeelemen-
tos de &rea perpendiculares el gje de revolucién.

Laregion del gercicio 26, tomando elementos de areaparalelosal g e derevolucion.

Laregion acotadapor lapardbola y? = x— 3 y larecta y = x—5, alrededor del ejey. Tome elementosde drea
perpendicularesal gje.

Laregion del gjercicio 28, tomando elementosde areaparalelosal eje derevolucion.

Laregion acotadapor x*y =1y y = 4, drededor del ejey. Tome elementos de &reaparalelosal eje degiro.
Laregion del gercicio 30, alrededor del gjex.

Laregion acotada por |os ejes coordenados y la recta que pasa por los puntos (R,0) y (0,H), alrededor

del ge x. Tome elementos de area paralelos al e (ladensidad variaproporcionalmente aladistanciaala
base).
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33 Encuentre el centroide del solido que resultaa rotar |a semicircunferencia superior con centro en (0,0) y
radio 2 cm, alrededor del gjex.

34, Demuestre que el centroide de un cono de alturah y radio de labase a esta a 2/3 de ladistanciadel vértice
alabase.

3. Halee centro de masa de una semiesfera solida homogénea deradior, si ladensidad en cada punto P es
proporcional aladistanciadeP alabase del hemisferio.

V. Longitud dearcoy areadesuperficie

1 Enlos gjercicios a-f establezcay simplifique laintegral que proporcionalalongitud del arco de curva
suave de lafuncion dada (no evalUe laintegral).

a y=x% 0<x<1 b. y=x"% 1<x<3.
C. y=2x>-3x*; 0<x<2 d. y=x*3 —1<x<1.
e x=4y-y? 0<y<1 f. xy=1 1<x<2

2 Enlosgerciciosa-h establezcay ssimplifiquelaintegral que dad areadelasuperficie derevolucion generada
al girar el arco de curvasuave arededor del eje dado. No evalGelaintegral.

a y =x?, 0< x <4, drededor del gjex.
b. y=x% 0<x<4, arededor del gjey.

0

y=x-x?, 0<x<1, arededor del gjex.

d. y =x?, 0< x <1, arededor delarectay =4.
e y =+/x, 1< x <4, arededor del gjex.

f. y =+/X, 1< x < 4, arededor del gjey.

g. y =x¥?, 1< x < 4, drededor delarectay =-2.

y =x*¥?, 1< x < 4, drededor delarectax =-1.

3 En los gercicios a-e determine lalongitud de | os arcos suaves dados.

a y=§(x2+1)3/2, dex=0 a x=2.

b. x=%(y—1)”,dey:1 a y=5.

C. y=£x3+i, dex=1 a x=3.
6 2x

1 1
d. X==y*+— dey=1ay=2.
8y 4y y y

e y® =8x%, de (1,2)a(8,8).
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4, Enlosegjerciciosa-e determine €l areadelasuperficie derevolucion generadaal girar lacurvadadaalrededor

del gje dado.

a y:\/§; 0< x <1, drededor del gjex.
y=x% 1<x<2, arededor del gex.

c y=lx5+ 1 ; 1< x < 2; alrededor del gjey.

' 50 12 T '

d. y*=3x; 0<x<09, alrededor del gey.

e y=§x3’2; 0< x <8, arededor del gex.

5 Use integracién paracalcular lalongitud de unacircunferenciaderadio a.
6. Use integracion paracalcular el éreasuperficial de un cono dealturah y radio delabasea.
7. Use integracién paracalcular €l areasuperficial de unaesferaderadioa.

8 Determine el perimetro delahipocicloide de cuatro cuspides x** + y#* =1 (figura12).

x4 y?-‘f‘: 1

= (0.0) X

Figura 12

9 Determine el areadelasuperficiegeneradaal girar lahipocicloide del gjercicio 8 alrededor del gjey.
VI.  Trabajomecanicoy presion defluidos
1 Unresortetiene unalongitud natural de4 pulgadas. Si unafuerzade5Iblo estiral pulgada, encuentre el

trabajo realizado paraestirarlo 4 pulgadas.

2 Un resortetiene unalongitud de 87 pulgadas. Si unafuerzade 1000 Ib comprime €l resorte media pulgada,
encuentre el trabajo necesario paracomprimir el resorte 1 pulgada.

3 Cual es€l trabajo necesario parabombear €l agua de un recipiente lleno que tieneformacilindricaderadio
2P y alturah pulgadas, hasta 1 pulgada por encimadel recipiente.
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4 Un tanque de formasemiesféricaderadio 5 m se [lena de agua hasta una alturade 3 m. ¢Cud esel trabgjo
necesario para bombear el agua hastala superficie del tanque?

QQ,
r2
ambas. ¢Cudl esel trabajo necesario para separar las cargas desde una distanciade 1 cm entre sus centros

hasta una distanciade 5 cm?

5 Lafuerzade repulsion entredos cargas Q, y Q, estadadapor F =k , donde r esla distancia entre

6. Lafuerzagravitatoriagjercidapor la Tierra, de masaM, sobre un cuerpo de masam situado aunadistancia
x desu centro estadadapor F = RTZM , endondeR eslaconstante de gravitacion universal. Halle el trabgjo
realizado al mover unamasam desde lasuperficiedelaTierrahastaunaalturah, sabiendo que el radio dela
Tierraesr.

7. Un balde que pesa51by que contiene 10 Ib de arenaesamarrado a extremo inferior de unacadenaque mide

20 pulgadas'y peso 8 Ib y que esta colgada en un pozo. Encuentre el trabajo necesario para subir €l balde al
borde del pozo.

8 Unalaminarectangular de 100 cm de ancho por 80 cm de alto se sumerge verticalmente en un tanque con
agua de tal maneraque el borde de 100 cm queda aras del agua. Encuentre lafuerzatotal ejercidapor el
agua sobre cadacaradelalamina.

9 Resuelva el problemaanterior cuando el borde superior quedaa 200 cm por debajo del nivel del agua.

10.  Unal&minaen formadetridngul o rectdngul o de catetos 30 y 40 cm se sumerge verticalmente en un liquido

de w =5 g/cm® detal maneraqueel cateto mayor coincide con lasuperficiedel liquido. Encuentrelafuerza
total glercidapor €l liquido sobre unade las carasdelalamina.

11.  Lacaraen contacto con €l agua en una presa es vertical y tiene laformade un trapecio en donde labase
superior mide50 m, lainferior 30 my laaturaentrelasdosesde 10 m. Hallelafuerzatota gercidapor el agua
sobre lacaraexpuestaal aguasi €l nivel del agua coincide con la base superior.

Resuelva el problemaanterior cuando el nivel del aguahabajado 30 m.

Untangue tiene laformade un cilindro circular recto deradio 1 my estacolocado con su gje horizontal . Si
sellenacon aceite de w = 800kg/ m®, ¢cud serdlafuerza sobre cadaunade las caras circulares?

14.  Resuelvad problemaanterior:
a Si el cilindro sellenasolamente hastalamitad.
b. Si sellenahastaunaaturade1,5m.

15.  Lacaraen contacto con el aguaen unapresaformaun angulo de 30° con lavertical. Laformadelacaraes
rectangular, con 30 m deanchoy 20 m de profundidad. Halle lafuerzatotal que gjerce el aguasobrelapresa

cuando ésta se encuentra llena de agua.

16.  Resuelvael problemaanterior cuando laformadelacaraesun trapecio de base superior 50 m, baseinferior
30myaturalOm.
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17.  Untanque lleno de agua tiene una compuerta vertical en formade circulo de 60 cm de radio con su centro
aunaprofundidad de 3m. Hallelafuerzatotal ejercidapor el aguasobrelacompuerta.

18.  Calculelafuerzatotal ejercida por el agua sobre lasuperficie de area A y limitada por € gex, lacurva
y=f(x) ylasrectas x=a y x=b (figural3). Demuestre quelafuerzatotal eslamismaqueresultarias

laplaca se colocara horizontal mente a una profundidad X , siendo X laabscisa de su centroide.

.

Figura 13
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