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CAPITULO 3.- ANALISIS CONJUNTO DE DOS VARIABLES

3.1 Presentacion de los datos. Tablas de doble entrada.

En el capitulo anterior nos hemos interesado por el andlisis y descripcion de una sola
variable. Para ello hemos definido un proceso de reduccion de la informacion inicialmente
disponible. Esta reduccion ha dado como resultado la construccibn de una tabla
estadistica donde se daba la distribucion de frecuencias de la variable. Posteriormente se
ha analizado la forma, se han definido medidas de tendencia central, medidas de
dispersion, de simetria y curtosis. También se ha estudiado el problema de la
concentracion. Pero este andlisis es de tipo unidimensional, pues de todos los caracteres
de los elementos de una poblacién solo nos ha preocupado observar un de ellos que, por
lo regular, siempre ha sido de tipo cuantitativo. Pero que duda cabe que los elementos de
una poblacién cualquiera gozan de mas de un caracter susceptible de ser observado. En
este sentido, imaginemos que los elementos observados son las empresas. En ellas se
pude observar de forma conjunta los beneficios y los costes de las mismas o cualquier
otro par de caracteres. Asi podriamos pensar en los gastos en publicidad y sus beneficios,
o los costes y el niumero de empleados. El nimero de ejemplos que podriamos dar es tan
amplio que no merece la pena seguir mencionandolos.

El objetivo de este capitulo sera similar al del anterior, pero ahora buscando el analisis
conjunto de dos variables o andlisis bidimensional. Para ello se procedera a la
observacion de dos caracteristicas de todos los elementos de una poblacion. Inicialmente
supondremos que esas caracteristicas son de naturaleza cuantitativa. El resultado de esa
observacion conjunta sera la definicién de dos variables a las que llamaremos X e Y, las
cuales pueden ser discretas o0 continuas, y nuestra primera preocupacion sera la de
presentar de forma conjunta las frecuencias de los pares de valores de esas variables (x;,
y;))- El instrumento que se utiliza para alcanzar ese objetivo es lo que se conoce como
tabla de doble entrada, tabla de correlaciones o tabla de contingencia. Esta Ultima
denominacion se reserva especialmente para los casos de caracteres cualitativos. De
todas las denominaciones que hemos sefialado, usaremos la de tabla de doble entrada,
pues la denominacion de tabla de correlaciones tiene un significado que va mas alla de la
mera representacion numerica de las la distribucion conjunta de frecuencias.
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Una tabla de doble entrada no es méas que la representacion de (x; y;, ny) en la forma que

se muestra en la Tabla 1.

Tabla 1. Distribucién conjunta de dos variables

Y
V1 Y2 ... )/ T Yk | Ni.
X1 M1 N2 | ...... Nyj | weeeens N1k | N1,
Xo 1758 Noo | ...... Ngj | oveens Nok | No.
X | % N1 Ni2 Njj Nik [ N
Xh Nh1 Nh2 | ..... Nhi | ... Nhk | Nh.
n; ny n, | ... nj| ... ngl| N

La lectura del contenido de esta tabla seria el siguiente. El valor n; nos da la frecuencia
conjunta con la que se presentan el valor x;de Xy el valor y;de Y. A su vez ny da la
frecuencia conjunta de x; y de y;. De forma similar habria que leer e interpretar el resto de
las frecuencias conjuntas que son las que estan dentro del cuerpo central de la tabla, es
decir, las que llevan un doble subindice alfanumérico.

Mencion aparte merecen la ultima fila y la dltima columna. A esa fila y a esa columna se
les conoce como distribuciones marginales de Y y de X, respectivamente. Se trata de la
distribucion de frecuencias de cada una de las variables tomadas por separado. Asi pues
la distribucion marginal de X vendria dada por los pares (xi, ni), mientras que la marginal
de Y vendria dada por los pares (y;, n;), es decir:
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Tabla 2. Distribuciones marginales de Xy de 'Y

X n;. Y n;
X1 ny. Y1 Nni
Xo N, Yo n,
Xi nl y] nJ
Xh Nh. Yk Nk
donde
Ni=Njp+Np+.... +n;+ .. + Ny = S Njj ] =1,2, ... , k (31)
n_j = nlj + nzj + ... + nij + ... + nh,- = S ni,- i= l, 2, ....... y h (32)

Finalmente se cumple que

Sn=5n=S§n;=N (3.3)

Ademas de las marginales, para una tabla de doble entrada, se pueden definir también las
distribuciones condicionadas, que también son de tipo unidimensional. Estas hay que
darlas en términos de una condicion previa. En este sentido se tendria la distribucién de
los valores de la variable X condicionada a que la variable Y tome un valor concreto. De
igual forma se podria hacer para la variable Y con respecto a los posibles valores de X. Si
se define la condicionada de X, entonces los valores que puede tomar esta variable son
los mismos que los de su marginal. Lo Unico que varia son sus frecuencias, que se
representaran por ny. A su vez, si de lo que se trata es de la condicionada de Y, los
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valores de esta distribucion son los de la marginal de Y, pero las frecuencias son distintas
y se representa por ny;. Estas nuevas distribuciones aparecen en la Tabla 3.

Tabla 3. Distribuciones condicionales de Xy de 'Y

X/y] Nijj Y/X; Nyji
Xy Ny Y1 Ny
X

2 Ny; ye Niz
X. .

' n; 4 n;
Xn iy Yi Mk

La distribucion condicional no es Unica, al el contrario de lo que ocurre con la marginal.
Habra tantas como valores pueda tomar la variable condicionante. Asi, para variables
continuas el numero de distribuciones condicionales sera infinito.

Todas y cada una de esta nuevas distribuciones univariantes que se han definido es
posible tratarlas con los instrumentos de analisis definidos en las lecciones anteriores.
Ademas, aunque la tabla de doble entrada que se ha disefiado antes lo es para variables
de tipo cuantitativo, también es posible hablar de tablas de doble entrada para variables
de tipo cualitativo 0 mixto, en cuyo caso se les conoce como tablas de contingencia. Por
otro lado, en la Tabla 1 se recogen dos variables discretas con frecuencias unitarias o
mayores que la unidad. Sin embargo ese disefio de tabla de doble entrada es también
valido para el caso de variables continuas. Bastaria con sustituir los valores puntuales de
cada variable por intervalos.

A continuacion vamos a dar un ejemplo que permita aclarar todos estos conceptos.
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Ejemplo 1. Para un conjunto de 2005 empresas de menos de 9 empleados se han
observado dos caracteres de las mismas. El nimero de sus empleados (X) y el nimero
de dias perdidos por bajas (Y) en esas empresas. Los resultados son los que se dan en la

siguiente tabla de doble entrada:

O[ I [ 23456 7] 8T]n.
1 o0 45 40 30 20 15 10 o> 5 220
2 40 50 45 40 30 20 15 10 5 255
3 | 20| 4 | 50| 40| 3 | 25| 20| 15| 10 | 255
4 15 30 30 o0 40 30 25 20 15 | 255
X 5 10 20 20 40 50 40 40 35 30 | 285
6 | 5| 10| 15| 30| 40| 50 | 45 | 40 | 35 | 270
7 5 5 10 20 30 40 50 45 40 | 245
8 5 5 5 10 20 30 45 50 50 | 220
n, | 150 | 205 | 215 | 260 | 255 | 250 | 250 | 220 | 200 | 2005
A partir de esos datos, obtenga
a) Lamarginal de Xy la condicional de X/y=5.
b) Lamarginal de Y y la condicional de Y/x=3
a) b)
Marginal de  Condicional Marginal de  Condicional
X de X/y=5 Y de Y/x=3
Xi N Xly=5 niy=s y N YiXx=3 N
1 220 1 15 0 150 0 20
2 255 2 20 1 205 1 40
3 255 3 25 2 215 2 50
4 255 4 30 3 260 3 40
5 285 5 40 4 255 4 35
6 270 6 50 5 250 5 25
7 245 7 40 6 250 6 20
8 220 8 30 7 220 7 15
8 200 8 10
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Ejemplo 2. En la tabla siguiente se recoge la distribucion de los asalariados fijos en

explotaciones agrarias segun edad y tamafio de las mismas en Andalucia para el afio
1997.

Menos de De 1 De 2 Deb De 10 De 20 De 30 De 50 Mas de
1 Ha. a2Ha. a5Ha. al0Haa?20Ha.a30Haa50Ha.al1l00Ha. 100 Ha. Total

< 35 afios 336 195 1203 1145 671 577 234 518 2400 7279
35 a 44 afios 409 468 788 452 592 448 349 852 4256 8613
45 a 54 afios 231 144 657 581 751 341 418 801 5152 9076
55 a 64 afios 62 601 559 212 1008 231 225 835 3260 6992
> 65 arfios 2 0 33 208 71 160 35 231 569 1309
Total 1041 1407 3239 2598 3094 1758 1261 3237 1563733270
Tleme. Web INE.

A partir de esos datos, obtenga: a) la distribucion marginal de la variable “edad de los
asalariados fijos”; b) la distribucion condicional de la variable “edad de los asalariados
fijos” para explotaciones de mas de 100 Ha.

a) La distribucion marginal que se nos pide viene dada por la primera y ultima
columna de la tabla anterior. En concreto, seria la que aparece en la tabla

siguiente:
Edad Asalariados
< 35 afios 7279
35 a 44 afios 8613
45 a 54 afios 9076
55 a 64 afios 6992
> 65 afos 1309
Total 33270

b) La distribucion condicional de la variable “edad e los asalariados fijos” para
explotaciones de mas de 100 Ha. es la que se recoge en la tabla siguiente:

Asalariados en
explotaciones de mas

Edad de 100 Ha.

< 35 afios 2400
35 a 44 afios 4256
45 a 54 afios 5152
55 a 64 afios 3260
> 65 afos 569

Tota | 15637
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3.2 La covariacion.

En el apartado anterior hemos presentado una distribucién frecuencias conjunta para dos
variables. En ese apartado se ha sefialado que tipo de distribuciones unidimensionales o
univariantes se pueden definir a partir de la bivariante, y se ha indicado que las mismas
podian ser tratadas con los instrumentos definidos en lecciones anteriores. Sin embargo,
el interés de este capitulo no es precisamente el de realizar un andlisis individualizado de
todas y cada una de las distintas distribuciones univariantes que se pueda definir a partir
de una distribucion bivariante. Ahora, nuestro objetivo es el analisis conjunto de las dos
variables que se definen en tabla de doble entrada.

Ya no se trata de estudiar solo los promedios y las medidas de dispersion de cada una de
esas variables. El siguiente paso que se pretende dar con este capitulo es el analisis de la
relacion o dependencia que pueda existir entre dos variables. A esa relaciéon la vamos a
denominar covariacion o variacion conjunta.

La covariacion es un fendmeno bastante habitual entre variables de caracter econémico y

de otra naturaleza. La covariacion que puede darse entre dos variables X e Y
cualesquiera puede ser de distinto tipo. Asi puede hablarse de:

1° Dependencia causal unilateral. Este tipo de covariacién se da cuando una variable
influye en la otra y no al contrario. Es decir las variaciones de una variable pueden

explicarse por las variaciones de otra, pero no a la inversa.

En este tipo de andlisis, a la variable que ejerce influencia en la otra se le llama variable
independiente, explicativa, variable causa o exogena. A la otra variable se le llama
dependiente, explicada, variable efecto o endogena. Generalmente a la independiente se
le suele representar por la letra X , mientras que a la dependiente se le representa por la
letra Y.

A titulo de ejemplo se puede sefialar los siguientes pares de variables: los impuestos y la
renta, los benéficos empresariales y el volumen de ventas, los salarios y la cualificacion
profesional, etc.
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2° Interdependencia. Esta situacion se da cuando la influencia es reciproca entre las dos

variables. En este caso se habla de una relacion causal bilateral o interdependencia.

Un ejemplo muy claro en Economia de este tipo de relacion se encuentra entre precio y
produccion de un bien. Es bien conocido que, en un sistema de mercado en régimen de
competencia perfecta, estas dos variables estan interrelacionadas.

3° Dependencia indirecta. Este tipo de covariacion se da cuando existe una tercera
variable que influye simultaneamente sobre X e Y. En estos casos no existe una relacion
de causalidad entre esas variables. Sin embargo, la presencia de una tercera que influye
en ambas hace que ellas se muevan de forma sincronizada. Pensemos en la superficie
guemada por incendios forestales y el nUmero de viajeros en zonas turisticas. Estas dos
variables se comportan a lo largo del afio de una forma parecida. Pero no puede hablarse
de una relacién causa efecto entre ellas. En realidad es la variable temperatura

climatolégica la que condiciona su evolucion paralela.

4° Concordancia. A veces se sabe que las variables X e Y son por naturaleza
independientes. Sin embargo puede que muestren un movimiento sincronizado, lo que
nos llevaria a pensar en un cierta dependencia. Tal podria ser el caso el resultado de las
opiniones de un panel de expertos relativas a expectativas de crecimiento de la economia
de un conjunto de paises.

5° Covariacion casual o espurea. Ocurre cuando dos variable se mueven de forma

sincronizada pero sin que exista una relacion de causalidad entre ellas.

Es conveniente sefialar que el tipo de relacion que pueda existir entre dos variables no se
puede determinar facilmente mediante instrumentos estadisticos, por lo que ese tipo de
covariacion habra que buscarla en el conocimiento previo que se tenga de esas variables.
Lo que si puede hacer la Estadistica, en cualquier caso, es cuantificar y formalizar
matematicamente la relacion o covariacion previamente sefialada, con el fin de confirmar
tal relacion y utilizarla luego para describir el fenébmeno, para explicarlo y para realizar

predicciones.
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La forma mas sencilla, desde un punto de vista estadistico, de iniciar el estudio de la

covariacion entre dos variables es mediante un andlisis grafico. Ahora, como tenemos dos
variables, recurriremos al eje de abscisas para representar los valores de la variable X y al
de ordenadas para situar los valores de Y. Si en este diagrama bidimensional llevamos las
parejas de valores de X e Y, el resultado es lo que se llama un diagrama de dispersion o
nube de puntos. En este tipo de diagramas se representan parejas de valores con
frecuencia unitarias. Si las frecuencias fueran mayores que uno, entonces habria que
recurrir a un tercer eje donde llevariamos las frecuencias de cada una de esas parejas de

valores.

Admitiendo que trabajamos con parejas de valores con frecuencias unitarias, los
diagramas de dispersién mas habituales serian los siguientes:

Figura 1. Covariacién directa Figura 2. Covariaci6n inversa
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Mediante este método grafico lo que se consigue es descubrir la posible relacion que
existe entre las variables. Esto representa un paso importante para un instrumento tan

sencillo como es un simple grafico.

En la Figura 1, denominada como covariacion directa, se detecta una relaciéon lineal
positiva o directa. La Figura 2 nos advierte de una relacién lineal negativa o inversa; la
tercera nos indica que entre las variables X e Y no existe relacion evidente de tipo alguno;
finalmente, la Ultima grafica nos pone de manifiesto una relacion que no es lineal.

Que duda cabe que estos cuatro modelos de diagramas de dispersion no son los Unicos,

pero si los mas representativos.

Una vez agotada la via gafica para el estudio de la covariacion, hay que recurrir a otros
procedimientos que nos permitan cuantificar la covariacion. Los dos procedimientos mas
utilizados son la correlacion y la regresion.

Antes de finalizar este epigrafe seria conveniente resaltar que para los distintos tipos de
covariacion que hemos definido hay un concepto que aparece de forma recurrente. Se
trata de la independencia o dependencia entre variables. Para definir este concepto en
términos estadisticos haremos uso a la tabla de doble entrada que se vio en el apartado
anterior. Con la terminologia utilizada en esa tabla, se dice que dos variables X e Y son
estadisticamente independientes si se cumple la siguiente relacion:

nij/N = (n|/N)(n]/N) (34)

es decir, que la frecuencia relativa conjunta sea igual al producto de las frecuencias
relativas marginales.

Otra forma de dar el concepto de independencia estadistica es haciendo uso de las
distribuciones condicionales. En este caso se dice que dos variables son estadisticamente
independientes si las frecuencias relativas condicionales son iguales a sus
correspondientes frecuencias relativas marginales.
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fi;=ny/n; = (Ni/N) = f; (3.5

fii = nyni. = (N/N) = f; (3.6)

Ejemplo 3. Estudie si las variables del ejemplo 1 son o no independientes.

En este caso, como en otros de naturaleza similar, para determinar si esas dos variables
son o no independientes se procedera a aplicar alguna de las condiciones de
independencia dadas con anterioridad. Para ello nos centraremos en un punto del espacio
de XeY, porejemplo el par de valores (x=3, y=6). En este caso se tiene que

20/2005 = f;s T (f)( fo) = (255/2005)(250/2005)
(255/2005) = (fs) * (f sy )= 25/250

Lo anterior nos lleva a concluir que esas variables no son independientes. La seleccion
del par (x, y) es indiferente, pues basta que para un par no se cumpla la condicion de
independencia para que se pueda concluir gue las variables no son independientes.

A la independencia estadistica definida de esta forma se le llama determinista, frente a la
estocéstica.

3.3 Correlacion: covariancia y coeficiente de correlacion lineal.

De los distintos diagramas de dispersion que hemos mostrado en el epigrafe anterior, dos
de ellos implicaban una covariacion de tipo lineal, en un caso directa y en el otro indirecta
o0 inversa. También se dijo anteriormente que una forma de cuantificar la covariacion entre
dos variables es mediante el andlisis de la correlacion. Pues bien, en lo que sigue vamos
a definir un instrumento que nos va a permitir cuantificar el grado de covariacion lineal
entre dos variables. Se trata del coeficiente de correlacion lineal.
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Para deducir su expresion de célculo y su significado haremos uso del diagrama de

dispersion representado en la Figura 5.

Figua 5. Diagrama de dispersion
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En este diagrama se ha realizado un cambio de origen en los ejes de forma que el nuevo
origen se sitUa en el punto correspondiente a las medias para las variables X e Y. Ahora
el diagrama de dispersion o nube de puntos esta repartido en cuatro cuadrantes. EIl primer
cuadrante se corresponde con los valores de X e Y mayores que sus medias. El segundo
se corresponde con los valores de X menores que su media y con los de Y mayores que
la suya. En el tercero estan situados los valores de X e Y menores que sus medias
respectivas. Finalmente, en el cuarto aparecen los valores de X mayores que su media y

los de Y menores gue la suya.

De acuerdo con esta distribucion de puntos del diagrama, si ahora definimos las

desviacionesde X eY como x =X, - X e y =Y, - Y, resulta que

a) el producto x;y; del primer cuadrante sera positivo
b) el producto x;y; del segundo cuadrante sera negativo
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c) el producto x;y; del tercer cuadrante sera positivo
d) el producto x;y; del cuarto cuadrante sera negativo.

Teniendo en cuata esos resultados, resulta que Sixy: sirve como medida de covariacion
entre X e Y. Esto es asi porgue si esa suma es positiva, la mayor parte de los puntos
estaran en los cuadrantes | y lll, con lo que la relacion sera directa. Por el contrario, si la
mayoria de los puntos estan en los cuadrantes Il y IV, la suma sera negativa y la relacién
serd inversa. En cambio si los puntos estan muy repartidos entre los cuatro cuadrantes, la
suma sera pequefia, tendente a cero, lo que nos informara de que no hay relacion lineal
alguna.

Pero ese indicador del grado de asociacién lineal entre dos variables adolece de dos
defectos. Por un lado bastaria con cambiar el nimero de pares de valores de X e Y para
gue el mismo fuera distinto. Por otro, el mismo viene influido por las unidades de medida
de X e Y. La forma de corregir estos inconvenientes es promediar la suma (se elimina el
primer problema) y expresarla en términos de la desviacion estandar de Xy de Y. El
resultado es

axy,
r=—N_ - So (37)
55 S8

gue se conoce como coeficiente de correlacion lineal.

Al numerador del coeficiente de correlacion se le llama covariancia (Sxv), siendo Sx la
desviacion estandar de X y Sy la de Y. Como las expresiones de calculo de las
desviaciones estandares las conocemos, habra que dar ahora la correspondiente a la

covariancia.

é.xiyini é.(xi-YXYi-V)n é.xiYini é.xini éYini

SXY = N = N = N - N N (38)
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Mediante el coeficiente de correlacion lineal lo que se busca es un nimero que indique,
de forma objetiva, el grado de variacion lineal conjunta entre las dos variables. El signo de
este coeficiente puede ser positivo 0 negativo, segun cual sea el de la covariancia. Los
valores de este coeficiente oscilan entre menos uno y mas uno. La forma de interpretar el
significado de esos valores es la siguiente:

a) Sir =1, la correlacion lineal es perfecta y directa, o sea, la nube de puntos se sitla
sobre una linea recta creciente.

b) Sir= -1, la correlacién lineal es perfecta y inversa, o sea, la hube de puntos se sitla
sobre una linera recta decreciente.

c) Sir =0, no existe relacion lineal, bien porque no exista covariacion entre las variables
0 porque ésta no sea lineal. En este caso decimos que las variables estan
incorrelacionadas linealmente, lo que no significa que necesariamente sean
independientes. Si el coeficiente de correlacion lineal es cero, entonces las variables
puede que sean independientes o bien que no lo sean y que presenten otro tipo de
covariacion distinto al lineal. En cambio si las variables son independientes, entonces
el coeficiente de correlacion lineal sera siempre cero.

d) En los demas casos se puede hablar de una correlacion débil o fuerte segin que el
valor de r esté proximo a0 o a 1.

En cuanto a las propiedades del coeficiente de correlacion lineal, hay que indicar que el
mismo es invariante frente a cambios de origen y de escala. Para probar que esta
afirmacion es cierta se estudiara el comportamiento de la covariancia frente a cambios de
origen y de escala en las variables X e Y, pues ya se sabe cual es la respuesta de la
desviacion estandar frente a este tipo de cambios. Supbéngase que se definen las
siguientes variables: X’=h + kX eY’'=f+ gY. Entonces:
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él_(x-XXyI )_ | (h+kx- h- kx)(f+gyl- f-gy)_

S': = =
Y N

kgé (Xi - ;(XYi - K/)
= i N = kgsxy

Asi pues se comprueba que, al igual que la variancia, la covariancia solo se ve afectada

por cambios de escala, por lo que el coeficiente de correlacion resulta invariante a los
cambios de origen y de escala.

Para finalizar esta exposicion sobre el coeficiente de correlacion lineal, hay que sefialar
gue para el calculo del mismo no se asume ningun tipo de relacion de causalidad. Por otro
lado debe quedar claro que este coeficiente lo que mide es la intensidad de la relacion
lineal entre variables. Asi un coeficiente r = 0,8 indica una covariacion mas fuerte que r=
0,4, pero ello no implica que la covariacion lineal en el primer caso sea doble que en el
segundo.

Ejemplo 4 Obtener el coeficiente de correlacion lineal entre las variables X e Y si los

valores observado de las mismas son los siguientes:

P
=<

(=Y

NN ~ANPFRPOOW
O~NOOUITNEFRL, A~AOOW

Para calcular el coeficiente de correlacion pedido es aconsejable ampliar la tabla anterior
con tres columnas adicionales como las que aparecen en la siguiente tabla:
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Z ra

Xi Vi X Vi XYi
3 3 9 9 9
10 9 100 81 90
9 10 81 100 90
1 4 1 16 4
2 1 4 1 2
4 2 16 4 8
6 5 36 25 30
5 6 25 36 30
7 7 49 49 49
7 9 49 81 63
54 56 370 402 375
[e] o] o]
V. N g ‘N
N XN XN AN g5 gyeg_
Y N N N 10 1010
axn
_en (—)z _ [370 @m48
g_\ - X = 2=-=+ =2
N 10 ¢él10g
.2
402 868 _,
10 @10g
= Sxv 7,26 = 0,873

'Tss, @8R

7,26
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Ejemplo 5. Obtenga el coeficiente de correlacion lineal para las variables que se recogen
en la tabla siguiente.

Y
1 2 3 4
1 [0 853
7 (12 6 | 3
X 2
3 [ 68 82
2 T [ 4[5 10

En este caso, se trata de obtener el coeficiente de correlacién cuando las frecuencias de
los distintos pares de valores de las variables no son unitarias y, ademas, todos esos
pares tienen frecuencias distintas de cero, cosa que no ocurria en el Ejemplo 4. Para
calcular la correlacion existente entre X e Y, es aconsejable, cuando se tiene una
distribucion de frecuencias como la presente, determinar previamente las marginales y

después dar esa tabla de doble entrada en forma de pares de valores. Todo ello nos lleva
aque:

Xi N Xim | Xy Yi n; yn o yin

1 26 26 26 1 24 24 24

2 28 56 | 112 2 32 64 128

3 26 78 | 234 3 24 72 216

4 20 80 | 320 4 20 80 320
Total | 100 | 240 | 692 Total 100 | 240 688

o >
A0 e 692 aR408°
=l / 077
S N o = =100 00, -
ayn
S A S (@408 _ e
N 100 €100




Introduccién a la Estadistica Empresarial. Capitulo 3.- Andlisis conjunto de dos variables.

Jesus Sanchez Fernandez

x
<

Xi Yin

10
16
15
12
14
48
36
24
18
48
72
48
4
32
60
160

ARADDWWWWNNNNRRERR
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= = =)
BobrrooowogNwa ol =

=
o
o

Total 617

. _axahoaxta i 57 540040
= _ _

N N N 100 100100

co Se 04
SxS,  (L077)(1,058)

0,36

3.4 Regresion

El segundo procedimiento que se indicé que podia utilizarse para cuantificar la
covariacion entre dos variables era el analisis de regresion. La aplicacion del mismo se
limitard, inicialmente, al caso de dependencia causal unilateral entre dos variables.

El objetivo que se busca con el andlisis de la regresion es determinar una funcién del tipo
y=f(X) que relacione a estas dos variables y nos indique la forma en varian conjuntamente.
Pero esta funcién, que se intenta cuantificar mediante el analisis de la regresion, sera una
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linea que intentara resumir toda la nube de puntos del diagrama de dispersion. Como tal

tendra un caracter de linea media, y esta linea nos medira la dependencia estadistica
existente entre las variables. Este tipo de dependencia es distinta a la dependencia
funcional o exacta. La diferencia entre las mismas radica en que en el primer caso,
aunque las variables estén fuertemente relacionadas, las observaciones suelen tener una
componente aleatoria que les impide que la nube de puntos aparezca exactamente
distribuida a lo largo de una linea. Pero esa falta de alineacion perfecta no impide que
esos puntos tiendan a agruparse con mayor o menor intensidad en torno a esa linea

“ideal” 0 media de la que se ha hablado.

Pues bien, el andlisis de regresion consiste en obtener esa linea “ideal” o media, linea de
regresion, hacia la cual tienden los puntos de un diagrama de dispersion. De lo que se
trata, en realidad, es de determinar la dependencia exacta que se haya contenida en la
dependencia estadistica observada mediante la eliminacion de los factores aleatorios.

Para centrar un poco estas ideas se hara uso de la Figura 6. Admitamos de entrada que
esa linea media es conocida y que es la que se ha representado en el mismo como AB".
En ese grafico podemos comprobar como para un determinado valor de X (x;) observado,
la variable Y puede tomar, y de hecho los toma en este caso, mas de una valor (yi1 € yi2),
mientras que por la linea de regresion le corresponderia solo uno (y*,). Este paso de la
dependencia estadistica a la dependencia exacta implica que a cada valor de la variable
independiente le asignemos uno solo de la variable dependiente. Ese valor de la variable
dependiente, dado por la linea de regresion, tiene categoria de valor medio, pues como ya
hemos indicado, la linea de regresion tiene ese caracter de linea media.

! Pese a que en el gréfico la linea media o linea de regresién se ha representado como una recta,
la misma puede ser una curva cualquiera.
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Figura 6. Diagrama de dispersién
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Mediante este grafico también es posible comprobar como cada valor de y; observado se
puede descomponer en dos partes. Una de ellas viene dada por el valor de la linea de
regresion, y*=f(x;), y la otra seria la diferencia entre el valor observado y el asignado por
nuestra relaciéon funcional exacta a la que llamaremos error o residuo, €. Formalmente
tendriamos:

yi=f(x) +e=y*+e. (3.9)

En consecuencia el andlisis de regresion lo que persigue es obtener los valores medios y*;

de la variable dependiente que corresponden a los valores x observados.

El siguiente paso en el andlisis de la regresion es definir los procedimientos que nos
permitan obtener esa linea media que es la linea de regresion. No vamos a entrar a
describir todos los posibles métodos que existen para determinar esa linea de regresion.
Solo vamos a mencionar tres. El primero es el mas sencillo y consiste en trazar la linea
gue mas se ajuste a la nube de puntos. Este procedimiento gréfico, frente a su sencillez,
tiene en su contra la falta de rigor.
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Un segundo procedimiento consiste en sustituir todos los valores de Y, para un valor dado

de X (x;), por su media. Se trataria de una media condicional, (xi ;f//xi) y habria tantas

medias como valores tome la variable independiente. Con la unidon de esos valores

medios se tendria la linea de regresion.

Figura 7. Linea de regresion

y=f(x)=

X1 X2 e X e X«

El tercer método es aquel que hace uso de una funcibn matematica para explicar la
dependencia exacta existente de forma implicita entre las dos variables observadas.
Haciendo uso de los simbolos ya utilizados, esa funcién, que es la linea de regresion, es

y*i = f(x) (3.10)

Esta relacion, a parte de decirnos que la variable Y depende de la variable X, y de servir
para describir la relacion causal exacta, permite realizar predicciones de la variable
dependiente conocidos los valores de la variable independiente. Pero esas predicciones
tienen un caracter de valores medios, pues los errores o residuos son impredecibles.

El siguiente paso supone la eleccion de la funcion matematica f(x) que ha de ser nuestra
linea de regresion. Se trata pues de elegir aquella funcion f(x) que describa de la forma
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mas adecuada la dependencia entre las variables. A esas funciones se les denomina
genéricamente como modelos. Los modelos mas sencillos son los siguientes:

a) Modelo lineal : y* = a + bx.

b) Modelo parabdlico de segundo grado: y* = a + bx + cx>.
c) Modelo potencial: y* = Ax" .

d) Modelo exponencial: y* = AB* .

e) Modelo hiperbdlico: y* = a/x

En cada caso, la eleccion de uno de ellos dependera de lo que digan los datos (analisis
empirico) o de lo que indique la teoria. En todos esos modelos hemos introducido,
ademas de las variables independiente y dependiente, los simbolos a, b, ¢, Ay B. Los
mismos reciben el nombre de coeficientes 6 parametros. Una vez seleccionado el modelo
gue se ajusta a la linea de puntos o que responde a una teoria existente, lo que debemos
realizar a continuacion es definir un método que nos permita cuantificar esos coeficientes
a partir de los datos observados. El procedimiento mas utilizado es el denominado método
de los minimos cuadrados ordinarios (MCO).

3.4.1 Método de los minimos cuadrados.

Este método consiste en determinar unos valores para los coeficientes 6 parametros de la
funcion seleccionada, y* = f(x;), con la condiciébn de que haga minima la suma de los
errores al cuadrado, conforme se definieron en (3.9) (e; =(y; - y*)), es decir:

ae=aly-y)=mnmo (3.19)
De forma mas general esta expresion se puede dar como

den=4(y- ) = minimo 312)
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es decir, admitir frecuencias mayores que uno para los distintos pares de valores de X e

Y. Con este planteamiento, y para el caso de un modelo lineal, la funcion a minimizar

serfa

j (ab)= é_ e’n =g (yi -y )Zni = é (v, - a- bx)’n, (3.13)

Si a esta funcion le aplicamos la primera condicion de minimo se llega al siguiente

sistema:

20 - 28 (y, - a- by =0 (319
L 1(TZ, b) = Zé (Yi - a- bx )Xi n=0 (3'15)

Estas dos ecuaciones se pueden expresar como:
den=0 (3.16)
& exn=0 (3.17)

A partir de este sistema de ecuaciones se llega a otro donde se aprecia, de forma mas
clara, que las soluciones del mismo son funciones de los valores observados de las

variables:

a yin =Na+bd xn (319

é yixin, :aé xn, +bé xn, (3-19)
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A estas ecuaciones se les conoce con el nombre de ecuaciones normales. A partir de

ellas se pueden obtener unas formulas de calculo de los parametros de la recta. Esas
formulas son:

b= SV(XY) _ Sy (3.20)

va(x) S
a=y- bx (3.21)

Al parametro b del modelo lineal se le llama también coeficiente de regresion. Este
coeficiente mide la tangente o pendiente de b recta. Su signo sera el de la covariancia,
gue a su vez le daba el signo al coeficiente de correlacion. Asi pues cuando la relaciéon es
directa, el signo sera positivo y cuando al relacion es negativa o inversa el signo sera
negativo. Este coeficiente mide la variacion de la variable Y frente un cambio unitario de la

variable X. También se puede interpretar como la razén de una progresion aritmética.

Al parametro a del modelo lineal se le conoce como término independiente u ordenada en
el origen. Nos daria el valor de la variable dependiente cuando la independiente valiese
cero.

De igual forma que se han obtenido las ecuaciones normales para este modelo lineal de
dos variables (Y, X), también es posible llegar a un sistema de ecuaciones normales para
cada uno de los modelos indicados anteriormente o para un modelo lineal donde el
nuimero de variables explicativas sea mayor que uno. Cada sistema tendra tantas
ecuaciones como parametros existan en la linea de regresion. Para el caso del modelo
parabalico las ecuaciones normales son:

o

& y,n =Na+bd xn, +ca x'n

é yixn :aé xn +bé Xizni +Cé Xi3ni

& yx'n =ad x'n +bd x’n +cd x'n
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A este modelo se le puede considerar como un modelo lineal de tres variables, una
dependiente (Y) y dos explicativas o independientes (X , X?), pues el mismo se podria

haber formulado como: y’ =a+bx, +cx,, donde x,=x y X=x°. Tanto a este modelo,

como a los otros sefialados, se les conoce como modelos no lineales pero linealizables
mediante las transformaciones adecuadas. Asi, si en el modelo potencial, que como se ha
visto viene dado por y* = Ax®, se toman logaritmos, entonces el nuevo modelo es lineal, y
vendria dado por: Iny* =InA + binx = & + bx. En este modelo, el parametro b es la
elasticidad de Y con respeto de X, que es, ademas, constante, pues:

e=WX_ a1 X _— (322).
xy AX

De forma similar se podria proceder con el modelo exponencial y*=AB*. En este caso la
linealizacion del mismo se obtendria, también, mediante el uso de logaritmos:
Iny*=InA+xInB=a’+b’x. Ahora en este modelo, el coeficiente b es la razon de una
progresion geométrica y a partir del mismo puede obtenerse la tasa de crecimiento de la
variable Y.

Ejemplo 6 En la tabla siguiente se recoge la evolucion, para el periodo 1999-2000, de
dos de las principales macromagnitudes de la Economia de Espafia. La Renta Nacional
Disponible Neta a precios corrientes asi como el Gasto en Consumo Final de los
Hogares, expresadas las dos en miles millones de euros. Con estos datos: a) ajuste la
funcion agregada de consumo, dando una interpretacion del significado de los
coeficientes obtenidos; b) obtenga la elasticidad del consumo para una renta de 450 miles
de millones de euros asi como la propension media al consumo para esa renta.

Renta Consumo
1995 381,5 258,6
1996 402,3 273,6
1997 426,9 289,7
1998 456,1 309,3
1999 486,0 331,8
2000 519,0 356,2

Fuente: Web INE
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a) Antes de realizar ajuste alguno hay que preguntarse por la relacion funcional de la
funcién agregada de consumo, pues la Teoria Econdémica, de entrada, solo dice que el
consumo de las familias es una funcion del la renta, sin especificar mucho mas. Sin
embargo, la teoria keynesiana sefiala que la relacion entre ambas variables es de tipo
lineal. En cualquier caso parece aconsejable realizar un analisis gréafico exploratorio previo
gue confirme o desmienta ese planteamiento tedrico. A tal efecto se ha realizado la Figura
8 donde se aprecia que, al menos a corto plazo, el planteamiento keynesiano no es del
todo errdneo, pues las seis parejas de valores estan casi alineadas. Esto nos permite
ensayar un ajuste lineal. Este resultado se puede confirmar calculando el coeficiente de
correlacion lineal.

Figura 8. Relacion entre la renta disponible y el consumo de los
hogares en Espafia. Periodo 1995-2000

370000

310000 ’

Consumo

270000

250000
370000 390000 410000 430000 450000 470000 490000 510000 530000

Renta

Los célculos necesarios para su realizacion son los que aparecen a continuacion.

Renta (X)  Consumo (Y) X* XY Y*

1995 381,534 258,647 145568,2 98682,6 66898,3

1996 402,283 273,561 161831,6 110048,9 74835,6

1997 426,908 289,675 182250,4 123664,6 83911,6

1998 456,102 309,279 208029,0 141062,8 95653,5

1999 486,049 331,825 236243,6 161283,2 110107,8

2000 518,999 356,225 269360,0 184880,4 126896,3

Total 2671,875 1819,212 1203282,9 819622,5 558303,1

6} XY, aI X ay _ 8196225 2671918192

= - ' =15841
S N N N 6 6 6
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Como puede observarse, la relacion lineal entre estas dos variables es muy fuerte.

Var(x) S 22439

a=y- bx=3032- (0,706)(445,3) = - 11,2

Todos estos calculos nos llevan a que, finalmente, la funcion lineal ajustada pueda

expresarse como:
y, =y, +g =-112+0,706x, +e

En este ajuste, donde la variable dependiente es el consumo agregado y la independiente
la renta disponible, a la pendiente de la recta se le conoce como propension marginal al
consumo, indicando la proporcion que de cada unidad monetaria de renta se dedica al
consumo. En este contexto se habla de proporcion porque se asume la identidad
fundamental de la renta, segin la cual una unidad de renta cualquiera solo puede
destinarse al consumo o al ahorro. Asi, para esta funcion agregada de consumo se tiene
que la diferencia entre la unidad y la propension marginal al consumo es la propension

marginal al ahorro.
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A la ordenada en el origen o término independiente de esta funcién ajustada se le conoce
como consumo auténomo. Es decir, se trataria de un consumo minimo o de subsistencia
correspondiente a niveles de renta nulos. En nuestro caso el signo de este coeficiente es
negativo, lo que econdmicamente carece de sentido, pues el consumo debera ser siempre
mayor o igual que cero. La razon de este “absurdo” economico hay que buscarla en que
en este ejemplo la ordena en el origen, desde el punto de vista estadistico, es una
prediccion, pues nos da el valor del consumo bajo el supuesto de que la renta fuera nula.
Pero esos valores de la renta no han sido observados. Esto nos lleva a plantearnos
nuevas cuestiones tales como la calidad del ajuste y la fiabilidad de las posibles
predicciones que se puedan realizar con un modelo de regresion. Pero esto son
cuestiones que se iran respondiendo en los siguientes epigrafes de es capitulo.

b) Sabemos que la elasticidad se define como

o= Ty x
Xy
En nuestro caso tendremos que:
o= X _ 070629 _ 10365
Xy 306,5

lo que significa que cuando la renta varia en 1%, en un entorno préximo a los 450 miles
de millones de euros, el consumo cambia en 1,0365%.

A su vez la propension media al consumo se define como:

PMC = — =% =0,6811
450
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3.4.2. Regresion multivariante.

En los epigrafes anteriores se ha hablado de distribuciones bivariantes, en las que se
estudiaba la distribucién conjunta de dos variables, las cuales eran el resultado de
observar dos caracteres de una poblacion. Pero los caracteres observables de una
poblacion no tienen porqué limitarse a solo dos. Mas bien al contrario. Lo normal es que
puedan observarse mas de dos. En estos casos se tendria, también, una distribucién de
frecuencias conjuntas cuya representacion mediante una tabla de doble entrada se hace
dificil (caso de tres variables) o no puede realizarse (para mas de tres variables). Pero
estas dificultades que plantea su tabulacion no impiden que la técnica del andlisis de
regresion vista anteriormente no le sea aplicable. Por el contrario, es precisamente para
este tipo de situaciones donde la regresion se convierte en un instrumental de analisis
realmente potente. Pero cuando lo que se pretende ajustar es una funcion a una nube de
puntos de mas de dos dimensiones, entonces el procedimiento descrito anteriormente
para determinar los coeficientes de la linea de regresion, basado en la obtencion de un
sistema de ecuaciones (ecuaciones normales), resulta poco operativo, pues la resolucion
del mismo, cuando se tienen muchas incognitas (muchos coeficientes de regresion), se
hace tedioso por el elevado numero de ecuaciones del que puede constar. En estos casos
lo que se hace es recurrir al algebra matricial. Para centrar un poco las ideas,
supongamos que tenemos una variable Y que depende de k variables explicativas X. Para
estas k+1 variables (las k independientes mas ordenada en el origen) se realizan N
observaciones. Si admitimos que la relacién funcional entre la variable dependiente y las
independientes o explicativas es de tipo lineal, entonces tendriamos la funcion:

y, =a+bx, +byXy + i, +bx, +€ =y, +e (3.23)

Pero este modelo, en términos matriciales, y para todas las observaciones realizadas se
puede expresar como:

y=Xb+e=y*+e (3.24)

donde y es un vector de dimensién Nx1, correspondiente a las N observaciones de la
variable Y, X es una matriz Nx(k+1) correspondiente a las N observaciones de las k+1

variables (las k variables explicativas mas un vector columna de unos correspondiente al
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términos independiente a), b es un vector (k+1)x1 de coeficientes y e es el vector Nx1 de

errores. De forma expandida el modelo queria como:

Yo = atbxg F0Xo e +hx, + €
Y, =a+bX, +b,X,, +..ccc.eeu. +b X, te
Yy =atb X, b, e, +b Xy + €y
O bien como:

6%0 L Xy e Xg0620 650

é, u ua é

3V, 0 Al Xy e o :

y=70-¢ % 2082 04 €20 xp ve (3.25)

8.l € s .0 é.d

& U é q

- - X G0 6850

Ahora, si lo que se pretende obtener es el vector de coeficientes b por minimos
cuadrados, entonces hay seleccionar aquel b que minimice la suma de cuadrados de los

errores dada por:
e'e = (y— Xb)'(y-Xb) = y'y — 2b’Xy + b’X'Xb (3.26)

Si esta suma de cuadrados la derivamos respecto del vector b se obtiene la condicion

necesaria para que esa funcion sea minima:
fe’e)/ b =-2Xy+2X'Xb (3.27)
De este resultado se deduce que la condicién necesaria de minimo buscada es:
X'Xb = Xy (3.28)
Por lo que el vector de coeficientes b vendra dado por:

b = (X'X)"'Xy (3.29)
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De la condicion necesaria para minimizar la suma de cuadrados se deduce que:
X'Xb = Xy =XXb + X'e (3.30)

Es decir, que X'e = 0. Este es el mismo resultado que se obtuvo en el caso de dos

variables, donde se vio que § en =0y que § exn =0. Estos resultados nos llevan

-z ] o] * - .
también a que: g y, =q vy, en el caso multivariante, pues la suma de los errores es

cero, y, en consecuencia, la media de los valores observados de y es igual a la media de

los valores ajustados y*.

Ejemplo 7. Para un conjunto de empresas, de caracteristicas similares, se han obtenido
los siguientes datos de produccion y costes medios totales. Ajuste el modelo mas
adecuado a esos datos en que los costes sean funcion de la produccion.

Produccién Costes medios

2 7
7 3
5 4
6 3.5
4 5.5
8 3.5
3 5
10 4
12 5
15 6

En primer lugar hay que seleccionar la forma funcional que relaciona los costes medios de
una empresa con sus niveles de producciéon. Para ello se puede recurrir a dos vias
distintas. Por un lado esta el andlisis grafico y por otro esta la informacion que pueda
suministrar la teoria ( en nuestro caso la teoria econémica). En general, sera siempre
preferible recurrir a la segunda fuente de informacién, pues el método grafico nos puede
llevar a cuantificar relaciones funcionales que se ajusten muy bien a los datos observados
cuando, en realidad, se esta trabajando con variables que no estan relacionadas entre si.
Se trataria del caso de covariacion casual o espurea. Al recurso grafico hay que acudir
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cuando no existe teoria alguna que nos informe sobre la posible relacién existente entre
esas variables.

Segun los criterios establecidos en el parrafo anterior, lo primero que habria que hacer es
indagar, desde la microeconomia, que tipo de relacion hay entre los costes medios de una
empresa y su produccion. En este caso, la teoria nos dice que los costes medios
decrecen inicialmente (debido a la caida de los costes medios fijos) hasta que se alcanza
un cierto nivel de produccion y después crecen. Asi pues seria poco razonable pensar en
un modelo lineal como el mas adecuado para este ejemplo. Para confirmar lo que nos
dice la teoria se puede recurrir, de forma complementaria, al andlisis grafico. En este
caso, los datos de esas empresas esta representados en la Figura 9.

Como puede comprobarse, y segun indicaba la teoria, la relacion no es lineal. Sin
embargo, y a titulo de mero ejercicio, se va a proceder al ajuste lineal de estos datos
mediante minimos cuadrados. En primer lugar se calculara el coeficiente de correlacion
lineal, el cual nos indicara si la covariacion lineal entre esas variables es fuerte o débil.
Para obtener este coeficiente, y los demas que iremos obteniendo, resulta aconsejable

construir la tabla siguiente:

Xy Xy X X X

14 28 4 8 16
21 147 49 343 2401
20 100 25 125 625
21 126 36 216 1296

22 88 16 64 256
28 224 64 512 4096
15 45 9 27 81

40 400 100 1000 10000
60 720 144 1728 20736
90 1350 225 3375 50625

331 3228 672 7398 90132
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Figura 9. Relacion costes-produccion
Costes
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En la misma aparece recogida toda la informacion necesaria para la resolucion de este
ejemplo.

El coeficiente de correlacion lineal, como sabemos, es igual al cociente de la covariancia
entre el producto de las desviaciones estandares.

axyn axnawn

Sy = - = 331- 7_246'5 =-0,38
N N N 10 10 10
a xn 672 a2
; (0]
=4/ - &22 =3019
> 10 &0y
" 23075 o658
v 5
= . = 128220 -1205
S (y) \/ 0 $10, 1

S, _ -038

7SS, BogL09
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Como puede verse, la relacion lineal entre estas dos variables es muy débil y el signo del
coeficiente de correlacion es intranscendente en este caso, pues la curva tiene dos
ramas, una decreciente y la otra creciente.

Si a pesar de todos los indicios detectados hasta ahora contra la relacion lineal se siguiera
adelante con este tipo de ajuste, los resultados serian los siguientes:

_Cov(xy) _Sy _-038_

a=y- bx=465- (-0,0247)(7,2) = 4,828

Y, =Y +e =4,828- 0,0247x +¢

Este ajuste lineal, como puede comprobarse por el signo negativo del coeficiente de
regresion b, solo recoge el tramo decreciente de la curva, aquel donde los costes fijos
medios prevalecen sobre los costes variables medios. En cambio no es capaz de detectar
la rama creciente de la curva.

Si en lugar de ajustar una funcion lineal se trabajara con una funcion parabolica, entonces
el sistema de ecuaciones normales asociado a ese modelo seria el siguiente:

465 =10a +72b + 672c
331 =72a+672b+ 7398¢C
3228 =672a+7398b+90132 c

con lo que los parametros o coeficientes calculados son:

a=8616 b=-122 c=007177
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de forma que el modelo ajustado quedaria:

Y, =y, +€ =8616- 122x +0,07177 x? +¢,

Al mismo resultado se habria llegado si en lugar de resolver ese sistema de ecuaciones

se hubiera trabajado en términos matriciales. En este caso la matriz X vy el vector y

vienen dados por:

x

RO RRODRROD RRPD D

y a partir de ellas se obtiene que:

(X'X)=

D> D> (D~

[o]

A

RO

X

N

672 u

. U 72 7398 90132

2 44 ¢74
u enu
7 494 €3
5 254 244
6 363 e35ﬂ
4 16@ y:‘?’S‘;
8 64u €3,5(
u e_u
3 94 &5
10 100y a4
12 14U ég (
u e u
15 225 86
o o l:l
aXx aX a g0 72
| i u ~ ”
é}xj éixﬁxzi@:gn 672 7398
éxﬂxz éxzi u
i i u
6o U
éavy a ga650
1 e I l:l a !
X'y =63 vix = §33Ly
€o U &92
8 % § 3228

donde x: son los costes y x 2 son los costes al cuadrado.
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Costes

2163816 - 042595 002275 (gel650 28,6162 ¢
b=(X'X)"X'y= g 042595 012619 - 0,0071&_8 331-= g 12207~
% 002275 -0,00718 000043 ;X3228; & 00718

Figura 10. Valores observados y ajustados
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® y*(parabola)

y*(recta)

Produccion

3.4.3 Varianciaresidual y coeficiente de determinacion.

Si ahora quisiéramos analizar cual de los dos modelos se ajusta mejor a los datos de

partida se podria proceder a la inspeccion grafica (Figura 10) o a calcular los errores que

se cometen con los dos modelos.

Como puede apreciarse con estos resultados, tanto grafico como numérico, la parabola

representa un ajuste mejor que la linea recta, pues los errores que se comenten con la

recta son mayores que con la pardbola. Pero hay que fijarse no en los errores de cada

uno de los modelos, pues como sabemos la suma de ellos es siempre cero de acuerdo

con la primera de las ecuaciones normales, sino en el cuadrado de los mismos que es lo

gue se pretende hacer minimo. En este sentido diremos que un modelo es tanto mejor
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cuanto menor sea la suma de los cuadrados de sus errores, y mas concretamente la
media de esa suma. Este es precisamente el criterio que habra que usar para medir la
bondad o representatividad de un modelo.

Modelo lineal Modelo parabdlico

X Yi y* € e’ y* € e’

2 7 47786 2,2214 49344 6,4619 0,5381  0,2896
3 5 4,7539 0,2461 0,0606 5,6000 -0,6000 0,3600
4 55 4,7292 0,7708 0,5942 4,8817 0,6183 0,3823
5 4 4,7044 -0,7044 0,4962 4,3069 -0,3069  0,0942
6 3,5 46797 -1,1797 11,3917 3,8756 -0,3756  0,1411
7 3 4,6549 -1,6549 2,7389 3,56879 -0,5879  0,3457
8 3,5 4,6302 -1,1302 1,2774 3,4438 0,0562  0,0032
10 4 45807 -0,5807 0,3372 3,5861 0,4139 0,1714
12 5 45313 0,4688 0,2197 4,3025 0,6975 0,4865
15 6 44570 1,5430 2,3808 6,4537 -0,4537  0,2058

0,0000 14,4310 0,0000 2,4797

Esta forma de proceder descansa en dos argumentos. El primero es el indicado antes, es
decir, la seleccion del modelo adecuado ha de realizarse en funciéon de que la media del
cuadrado de sus errores sea minima. En segundo lugar hay que recordar que la linea de
regresion (y*) se ha definido como una linea media que trata de resumir toda la nube de
puntos. Pues bien, como tal media es aconsejable acompanarla de una indicador que
mida su representatividad o bondad de ajuste, al igual que se hacia con la media
aritmética y la variancia. La mayor o menor bondad dependera de que las desviaciones de
los valores observados de Y con respecto a los que se obtienen mediante la linea de
regresion sean pequefias o grandes. Si esas desviaciones son pequefias la bondad sera
alta. Por el contrario, si las desviaciones son grandes la bondad sera pequefa. Lo ideal es
gue esas desviaciones fueran siempre nulas. Pero como la suma de esas desviaciones es
siempre nula (la suma de esas desviaciones es simplemente la suma de los errores)
entonces la media de esa suma no nos sirve. Por esa razon, y de forma similar a como se
procedio con la media y la variancia, el indicador de la bondad del ajuste se basara en la
media del cuadrado de los errores. Este promedio se define como la media cuadratica de
las desviaciones de los valores observados de Y respecto de sus valores “medios” Y*.
Esta media cuadratica, que seria una variancia, quedaria como:
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g = = (3.31)

A esta media cuadratica se le llama variancia residual. Se le llama asi porque a los

errores e se les conoce también como residuos. Esta variancia no es la misma que la ya
definida para Y ('s?), pues en un caso las diferencias se toman con respecto a Y y no con

respecto a Y*.

La anterior definicion de variancia residual es vélida para cualquier ajuste, sin importar el
tipo de modelo, lineal o no. Ahora bien, el calculo de la misma dependera del modelo con

el que se esté trabajando. En el caso lineal para dos variables la variancia residual es:

ali-vJ &e¢ A&sly-a-bx) fey-ade-bdex &ey

82: = = =_1 = =

¢ N N N N N

é. (Yi - a- bx )Yi é v - aé. Yi - bé. XY

= = (332)
N N
De forma similar se llega a que la variancia residual para el caso de la parabola es:
o 2 o] o o] 2
a_yi 'aayi'ba. Xiyi-Ca.Xi Yi
Sez — i i i (333)

N

Finalmente, esa variancia, para el caso lineal multivariante, viene dada por:

,_€e_Yy- 2D Xy+b' X'Xb _y'y-20'X'y+b X' X(X' X)Xy _

Se
N N N

yy- 20 X'y+b' X'y _y'y-b' Xy
N N

(3.34)
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A la raiz cuadrada de esta variancia se le conoce como error estandar del ajuste y es el
equivalente a la desviacion estandar ya definida previamente. Como tal, nos da el tamafio

medio de los errores del ajuste. Las unidades de medida de este error estandar son las de
la variable Y. Pero el hecho de que este indicador de los errores del ajuste no sea
adimensional impide realizar comparaciones cuando se trabaja con variables
dependientes de distinta naturaleza. Este problema se resolvié haciendo uso del
coeficiente de variacion cuando se trabajaba con una sola variable. Ahora, en el contexto
de la regresion, el problema se resuelve recurriendo a lo que se conoce como coeficiente
de determinacion. Este coeficiente se utiliza para estudiar la representatividad de la linea

de regresién o bondad del ajuste.

Debe recordarse que el objetivo en el analisis de la regresion es explicar las variaciones
observadas en la variable Y mediante las variaciones de la variable explicativa X. Como
ya se ha podido comprobar, la variable X no es capaz, por si sola, de explicar todas las
variaciones de la Y, por lo que se admite la posibilidad de cometer un error, de manera
que los valores de Y, como se indicé en (3.9) y (3.24), se pueden descomponer en dos
términos:

yi=y*it+ei (3.35)
Partiendo de esa relacion se va a demostrar que se cumple la siguiente igualdad:
S2= 5% + S (3.36)

La demostracion es como sigue. En (3.35) se le resta la media de Y en ambos lados de la
igualdad:

i—y)=(*i—y)+e; (3.37)

A continuacion se eleva al cuadrado (3.37) y se suma para las N observaciones resultado
que:
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ali-v=aly-v)+e)f=a0-7+ae+280-Vk-

Al eae o)

§? = = +-L =8 +8? (3.39)
y este es precisamente el resultado al que se queria llegar.

Esta descomposicién dada en (3.39) se puede interpretar como que la variancia total (%)
es la suma de la variancia explicada por el modelo (Syz') mas la variancia residual ( Sez).A

partir de esta relacién entre variancias, y dado que todas ellas seran siempre no
negativas, si dividimos ambos miembros de la igualdad por al variancia total y ordenamos

términos, tendremos que:

S; 2
2 =1- S_Z (340)
Sy Sy

es decir, que la proporcién de variancia explicada por el modelo respecto del total sera

igual a la unidad menos la proporcion no explicada por el modelo. Pues bien, a esa
proporcién explicada por el modelo se le conoce como coeficiente de determinacion (R°),

es decir:

§7)
H
1

R? =

(3.41)

w,
Q|4

<

Como se ha indicado antes, al ser la variancias magnitudes no negativas, el coeficiente de
determinacion sera siempre mayor o igual que cero. Por otro lado, como la variancia de Y*
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es una parte de la variancia total, resultara que los valores del coeficiente de
determinacién estaran comprendidos siempre entre cero y uno. El valor cero lo tomara
cuando la variancia explicada por el modelo sea cero, en cuyo caso diremos que el
modelo seleccionado para el ajuste no es el adecuado, pues las variaciones de X no
explican ninguna de las variaciones de Y. Por el contrario, cuando toma el valor uno ello
implica que la variancia residual es nula. En tal caso la dependencia estadistica se
convierte en dependencia exacta. Esta es la situacion que se da cuando todas las
variaciones de la variable dependiente quedan perfectamente explicadas por las
variaciones de la variable explicativa.

Todo lo anterior nos lleva a decir que el coeficiente de determinacion da la proporcion de
la variaciéon total de la variable dependiente que viene explicada por el modelo o la
variable explicativa. Asi cuando el coeficiente de determinacién tome valores préximos a
la unidad diremos que la bondad del ajuste es muy buena o que el modelo seleccionado
para el ajuste es representativo, ya que explica una elevada proporcién de las variaciones
de la variable dependiente. Por todo ello resulta aconsejable que cada vez que realicemos

un ajuste lo acompariemos de una medida de su bondad, y esta medida es el coeficiente

de determinacion.

El coeficiente de determinacion definido para el caso lineal de dos variables se puede
generalizar al modelo de k variables. También en este caso la variancia total se puede
descomponer en la suma de la variancia explicada por el modelo méas la variancia
residual. Concretamente, el coeficiente de determinacion vendra dado por:

-8_82:1- yly_ blxly:blxly_ Nyz
2

S ' o . ~ (3.42)
y yy-Ny  yy-Ny

R*=1

Ejemplo 8. Obtener el coeficiente de determinacion para los ajustes realizados en el

Ejemplo 7.

a) Para el caso de larecta:
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o 5 o o
avy 'aa. yi'ba XY

st _ 230,75 4,828(46,5) +0,0247 (331)

N 10

=1,44237

S,% = 1,452499

2 S
R? =1- =2 =0,00697
Sy

y* = 4,828 — 0,0247; R? = 0,00697
b) Para el caso de la parabola el resultado es

2
R*=1- =£=0829
Sy

y* = 8,616 —1,22x + 0,07177x>; R®=0,829

Como se puede comprobar el modelo lineal es una mala eleccion, pues no llega a
explicar ni siquiera el 1% de las variaciones de la variable dependiente. En cambio la
parabola explica méas del 82%, lo que nos permite calificarlo como un modelo bastante
adecuado. Es decir, en este caso la bondad del ajuste es bastante buena, aunque

mejorable, pues hay méas de un 17% de variaciones no explicadas por el modelo.

A continuacibn vamos a mostrar una relacion muy interesante que existe entre el
coeficiente de determinacion y el de correlacion para el caso lineal. En esta situacion se
cumple que el coeficiente de determinacion es igual al de correlacion al cuadrado, es
decir, R?=r? Para comprobar que esto es cierto debemos recordar que:
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alv-y &l+bx-a-bx b8 (x-xf

2
Re= - N N TN _bSE_ SS
= Sz - Sf - SZ - SZ - Sz - (82)2 SZ -
y y y y X y
SZ
= S;éz =r2, (3439
x =y

Ejemplo 9 Para el modelo de regresion lineal y; = f(x) + € = y* + g =a + bx; + e,
demuestre que:

a)ei=yi-y-b(xi-X)
b)de =0

98 e=8ly -y -b&k-xf

d) ¥ - y=blx - ¥

e) é_e,(xi - §)=0

Demostracion:

e =y-y =y-(a+bx)=y - [y- bxrbx )=y - y- bl - X)

b) e =&y - Ny-bdlx-x=8y-Ny=8y%-8v =0

c) A patrtir del resultado obtenido en (3.38) y de uno de los pasos intermedios de (3.43)
gueda demostrada la igualdad planteada en este apartado.

d) v - y=a+bx - y=y- bx+bx - y=blx - X
e) Este resultado es una consecuencia inmediata de (3.16) y (3.17), pues la suma dada
en este apartado se puede poner como:

é_ e'(xi i X):éeixi -xg e =0
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Ejemplo 10. Analice la veracidad de los siguientes resultados cuando se trabaja con un

modelo de regresion lineal de dos variables.

a)ry=05 b=0,7 R?*=0,9
b)b=0,7 Su=-10

c)s,°=15 S%.=20
d)s?=15 $.=10 SS°=5

a) Estos resultados no pueden ser ciertos pues, aunque el signo del coeficiente de
correlacion lineal y el de la pendiente de la recta coinciden, dado que tienen el mismo
numerador (la covariancia) y sus denominadores seran siempre no negativos, sin
embargo no se cumple la relacion que existe entre el coeficiente de correlacion y el de
determinacion, que, como se ha demostrado, es: R* = r?.

b) Este resultado tampoco es posible. El signo de by el de S,, debe ser siempre el mismo.

c) Teniendo en cuenta que en un modelo de regresion lineal de dos variables se cumple
(3.36) y que la variancia no puede ser negativa, resulta que este resultado es imposible.

Ademas la variancia explicada por el modelo nunca podra ser mayor que la total.
d) Este resultado si es cierto, pues satisface la relacion (3.36).

Ejemplo 11. A veces, la relacion entre las variables es de tal naturaleza que la linea de
regresion debe pasar por el origen. En tales casos lo que se hace es imponer que la
ordenada en el origen sea nula. Esto es equivale a introducir una restriccion al modelo
lineal de dos variables. Cuando se procede de esta forma algunos de los resultados
obtenidos anteriormente dejan ser validos. Veamos a continuacion como afecta esta

restriccion a los resultados obtenidos en epigrafes anteriores.
Para empezar hay que sefialar que nuestro modelo es ahora el siguiente:

yi=y*i+te=bx;+e.
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Como en este modelo solo hay un parametro desconocido, entonces la aplicacion del

método de los minimos cuadrados nos llevaréa a una sola ecuacién normal

Ademas, como solo se trabaja con una ecuacion normal, la segunda, resulta que la
primera ni siquiera se cumple. Es decir, la suma de los errores ya no es cero, como
comprobaremos a continuacion.

de=aly-vy)=av-bdx

Pero para que esta expresion fuera cero es necesario que se cumpla que

lo cual no es cierto, como se ha visto en lineas anteriores. Asi pues, la suma de los
errores en este tipo de modelo lineal que estamos analizando no es cero. Una
consecuencia de este resultado es que la media de los errores no es nula y ademas la
media de la variable dependiente no sera igual a la media de la linea de regresion. Es
decir:
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Ademas, todo lo anterior lleva a que (3.36) tampoco se cumpla. En este caso solo es

cierto que:

dyi=dy’+ae

Para comprobar que esto es cierto vamos a desarrollar el Ultimo sumando.

ae=8(y-v) =Y +a Yy -2 vy =4 V' +b°§ X - 26 yx =
i i i i 1 i i 1

:é’yiz_i_bzébxiz_ %2éxi2:éyiz_b2é. Xiz:é.yiz_é.(bxi)zz
I I 1 1 1 I I
:éyﬁ-éy:z

a yix
Para llegar a este resultado se ha hecho uso de que y* =bxi y de que b= ——

Ademas, como (3.36) no se cumple, ahora no es aplicable la definicion del coeficiente de
determinacién dada en (3.41) ni su relacion con el coeficiente de correlacién lineal que se
mostro en (3.43).

3.4.4. Cambios de origen y de escala.
En este apartado se analizara como afectan los cambios de origen y de escala sobre las
variables dependiente e independiente a los distintos coeficientes que se han definido y

estudiado en este capitulo.

1° Efectos de cambios de origen y de escala en los parametros de la linea de regresion,
es decir, en la ordenada en el origen y en la pendiente.

a) Si se realiza un cambio de origen en la variable X, la ordenada el origen se ve afectada

por ese cambio, pero no la pendiente.

Si se define X’ = X + k, entonces se tiene que: X = X' — Kk, por lo que el modelo inicial

y, =a+bx setransformaen: y. =a+bx =a+b(x-k)=a- bk +bx'=a- bx
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b) Si se realiza un cambio de escala en la variable X, cambia la pendiente pero no la

ordenada el origen.

Si se define X' = kX, entonces se tiene que: X = X/k, por lo que el modelo inicial

y' =a+bx setransformaen y =a+bx =a+b(x'/k)= a+€%9x': a- b'x
ék g

c) Sise realiza un cambio de origen en la variable Y, la ordenada el origen se ve afectada
por ese cambio, pero no la pendiente.

Si se define Y’ =Y + k, entonces el modelo inicial y, =y’ +e =a+bx, +e se transforma

en:y =y, +k=a+bx +e +k=a'+bx +e

d) Si se realiza un cambio de escala en la variable Y, cambia la pendiente y la ordenada el
origen.

Si se define Y’ = kY, entonces el modelo inicial y, =y +e =a+bx +e se transforma
en: y =ky +ke =ka+kbx +ke =a+b'x +e
Los resultados obtenidos anteriormente se podrian haber alcanzado también si se hubiera

trabajado directamente con las expresiones de célculo de la pendiente (3.20) y la
ordenada en el origen (3.21).

2° Efectos de cambios de origen y de escala en las variables X e Y sobre los coeficientes

de correlacién y de determinacion.

Estos coeficientes son invariantes frente a cambios de origen y de escala. Esta afirmacion
no es necesario comprobarla, pues para el coeficiente de correlacién ya se hizo en el
apartado 5.4, y para el de determinacion resulta innecesario, dada la relacion existente

entre ambos.

Ejemplo 12. Obtenga el valor de los coeficientes del ejemplo 6 si el consumo y la renta se

expresaran en pesetas.
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En este caso se trata de un cambio de escala realizado simultaneamente sobre X e Y.

Sabemos que tanto X como Y vienen expresadas en €. Para expresarlas en pesetas
tendriamos que realizar los siguientes cambios: X’ = kX. A su vez Y’ = kY. Tanto en un
caso como en otro sabemos que k = 166,386. Todo ello nos lleva a que de la relacion
inicial en euros dada por:

y, =a+bx +e¢

se pase a la siguiente:

i:a+bﬁ+ei
Kk Kk

de forma tal que la relacion expresada en pesetas quedaria como:
y, = ka+bx +ke

es decir, la propension marginal al consumo no cambia, mientras que el consumo
auténomo si que cambia.

3.4.5.- Prediccion.

Adelantarse al futuro es y ha sido siempre un continuo deseo para el ser humano, pero a
la vez inalcanzable. Muchas han sido las técnicas puestas al servicio de esa empresa.
Pero ninguna de ellas consigue unos resultados aceptables sin un minimo de “arte”,
porque la prediccion es, en buena medida, un arte, incluso aunque las técnicas que se
utilicen para la realizacion de esas predicciones sean, en términos estadisticos, robustas y
potentes.

Como ya se ha indicado, el andlisis de la regresion es una de esas técnicas que sirve
para describir el comportamiento conjunto de dos variables y también para realizar
predicciones. Pero lo que se predice con una linea de regresion ajustada son los valores
medios de la variable dependiente, pues la componente erratica de la dependencia
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estadistica no es predecible. Es, como se ha sefialado en otro lugar, un simbolo de la

ignorancia residual del estadistico.

Aln teniendo en cuenta estas limitaciones, los resultados de estos ejercicios de
prospectiva deben tomarse con mucha cautela y la validez de los mismos estara sujeta a
una serie de requisitos previos que han de tenerse en cuenta.

Las predicciones que se realizan a partir de la linea de regresion estan condicionadas a
los valores de la variable independiente. Esto hace que las mismas puedan agruparse en
dos categorias distintas. Por un lado estan las interpolaciones y por otro las
extrapolaciones. Las primeras se corresponden con valores de la variable independiente
pertenecientes al recorrido de valores observados de esta variable. En cambio, las
segundas son las que se realizan cuando a X se le asignan valores fuera de su recorrido
observado.

Para que la validez del primer tipo de predicciones sea aceptable sera requisito necesario
que el ajuste realizado sea bueno. Esto se puede medir en términos del coeficiente de
determinacion. Solo se deberia depositar confianza en esos resultados cuando el valor de

R? sea suficientemente alto.

Por lo que se refiere al segundo tipo de predicciones, la validez de las mismas estara
condicionada a que el ajuste sea bueno (R* alto) y a que la relacién cuantificada entre las
variables X e Y en el recorrido de los valores observados de las mismas se mantenga
incluso para aquellos que se alejen. Esta segunda condicion es fundamental, pues la
bondad del ajuste no es en absoluto suficiente para realizar pronésticos cuando nos
alejamos de los valores observados.
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Ejemplo 13. A lo largo de 26 dias se han observado los precios de venta (X) y las
cantidades demandas (Y) de cierto producto. Los resultados de esas observaciones son
los siguientes:

Precio Cantidad Precio Cantidad
3,5 20 6,3 17
3,8 19 6,5 16,5

4 18 7,3 16
4,9 19 7,2 16
4,5 19 7 16,8

5 18 7,1 16,5
5,2 19 8 16

5 18 8,6 16
5,3 18 8,7 15,3
5,7 18 8 15,2

6 17 9 15,5
6,2 17 9,1 15
6,7 16 9 14,5

Con esta informacion:
a) Ajustar una funcién de demanda lineal.
b) Interpretar el significado de los coeficientes.
c) Obtener la elasticidad demanda-precio media.
d) Predecir la cantidades demandadas cuando los precios son 5,5y 20.

Ejemplo 14. En unos grandes almacenes se ha observado que las compras de los
clientes (expresadas en euros) de productos de marca blanca dependen de forma lineal
del total de compras de los mismos. Con la informacion de 200 compras realizadas en un

dia se obtuvieron los siguientes resultados:
b =0,1023; r=0,9886; Mediade X=181,5€;, MediadeY =18,2€; V(Y)=95,76 €’

1) Obtener la recta de regresion.

2) Dar una interpretacion del significado de los coeficientes obtenidos.

3) Estudiar la bondad del ajuste y cuantificar la variancia de la variable de dependiente
no explicada por el modelo.

4) Obtener la elasticidad media.



Introduccién a la Estadistica Empresarial. Capitulo 3.- Andlisis conjunto de dos variables.

JesUs Sanchez Fernandez
5) Si admitimos que la relacién ajustada se mantiene para cualquier volumen de

compras, determine las ventas de productos de marca blanca que cabria esperar en
un cliente que realiza una compra por valor de 400€.

Ejemplo 15. La direccion de un restaurante ha observado que el nimero de botellas (Y)
de vino gran reserva que se sirven en una noche depende linealmente del gasto medio
por persona expresado en euros (X). Para ver hasta que punto es cierto que hay ese tipo
de relacion se anotaron a lo largo de diez semanas el nimero de botellas diarias vendidas
en las cenas asi como el coste medio por persona de esas cenas. Los resultados de esos
70 dias, de forma resumida, son los siguientes:

Media de X =50; Mediade Y =10; V(Y)=20,25; V(X) = 325; COV(X,Y) = 80

Con estos datos:

a) Hallar la recta de regresion.

b) Analizar la bondad del ajuste.

c) ¢Cuadl seria la demanda esperada de botellas si el coste medio por persona de la cena
en una noche se eleva a 70 euros?

Ejemplo 16. En unos grandes almacenes se ha realizado una campafa publicitaria
orientada a conseguir una mayor demanda por parte de sus clientes de productos de
marcas blancas. Finalizada esta camparia, se observd, durante veinte dias consecutivos,
el volumen de comparas, medido en euros, que realizaron sus clientes de ese tipo de
productos. Los resultados de esta observacion son los que se dan en la tabla adjunta.
Con estos datos realice un andlisis del el impacto de la campafia publicitaria sobre la
venta de productos de marca blanca, seleccionando para ello el modelo que considere
mas adecuado, estudiando la bondad del ajuste del mismo y valorando la capacidad
predictiva de ese modelo.
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Dias Ventas
1 12000
2 11000
3 10500
4 9800
5 8000
6 8100
7 8000
8 7500
9 7200
10 6800
11 7000
12 7100
13 6800
14 6500
15 6200
16 6500
17 6100
18 6000
19 6200

20 6100




