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Introduccion

En la escuela aprendimos a resolver ecuaciones lineales
aX +b=0 (1)

y cuadraticas
aX?+bX +c=0. (2)

donde a, b y ¢ son nimeros y suponemos que a # 0. Es bien sabido que la tinica solucién de la ecuacién
(1) es —g y que la ecuacién (2) tiene a lo sumo dos soluciones que se obtienen al elegir el signo de la
raiz cuadrada en la siguiente expresion:

—b+ Vb? — 4ac

2a

(3)

En realidad, si b?> = 4ac, entonces la ecuacién (2) tiene una tinica solucién y, si nos restringimos a los
ntmeros reales, entonces la ecuacién no tiene solucién si b2 — 4ac es negativo.

Las ecuaciones (1) y (2) aparecen naturalmente en multitud de problemas y sus soluciones son
conocidas desde tiempos de los babilonios. Sin embargo, hasta el Renacimiento no se descubrieron
férmulas para resolver las ecuaciones de tercer y cuarto grado, conocidas con el nombre de cubicas y
cudrticas respectivamente. Al parecer Scipione del Ferro (14657-1526) fue el primero en descubrir una
férmula para resolver ecuaciones de tercer grado. Los descubrimientos de del Ferro no fueron divulgados
y fueron redescubiertos més tarde por Nicolo Fontana (15007-1557), conocido con el nombre de Tartaglia
(“El Tartamudo”). El método para resolver la cibica fue guardado en secreto por Tartaglia hasta que
se lo comunicé a Hieronymo Cardano (1501-1576) con la condicién de que no lo hiciera piblico. Sin
embargo, Cardano rompié su promesa con Fontana y en 1545 publicé la férmula de Tartaglia en su
libro Artis Magnae sive de Regulis Algebricis, méas conocido con el nombre de Ars Magna. En este libro
Cardano no sélo publica la férmula de Tartaglia, sino también la solucién de la cuértica que entretanto
habia sido descubierta por Ludovico Ferrari (1522-1565).

Vamos a ver como resolver la cibica

aX?+bX?2+cX +d (a#0). (4)

Esta claro que dividiendo por a podemos suponer que a = 1. Ademéds podemos suponer que b = 0
haciendo el cambio X — X + A para un valor de A apropiado. Més concretamente, si ponemos

X34bX2+cX+d = (X +X2)2=3AX2-222X — X3 +bX%2+cX +d
= (X +XN2+(b=30X2+ (c—3\2)X +d— \°.

Por tanto, si elegimos A = % y ponemos Y = X + %, entonces la ecuacion (4) es equivalente a la siguiente

(o () 05 ()
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Es decir, para resolver la ecuacién (4) podemos primero resolver la ecuacién (5) y después calcular las
soluciones de la ecuacién (4) poniendo X =Y — %. La ecuacién (5) tiene la forma

X34+ pX +q=0. (6)

Por ejemplo, podemos plantearnos el problema de calcular la longitud de las aristas de un cubo cuyo
volumen sea seis unidades mayor que el drea total de las caras exteriores. Si X es la longitud de una
arista, entonces el volumen es X3 y cada una de las seis caras exteriores tiene una area igual a X 2. Por
tanto X satisface la ecuacién

X3=6X?+6 6 X®-6X?-6=0.
Poniendo Y = X — 2 nos quedamos con la ecuacién

0 (Y +2)2 -6 +2)—6
= Y34+6Y3+12Y +8—-6Y2—-24Y —24—6

= Y3-12Y —22.

Para resolver la ecuacién (6) del Ferro y Tartaglia ponian
X=u+v
con lo que la ecuacién (6) se convierte en

ud + 3uv + 3uv® + 03 + pu+pv4+q=0

u® +v* + (3uv + p)(u+v) +q=0.

Como hemos cambiado una variable por otras dos, es natural imponer alguna condicién adicional entre
las dos variables v y v. Por ejemplo, la tltima ecuacion se simplifica bastante si ponemos 3uv + p = 0,
con lo que nos quedamos con el siguiente sistema

W+ 4+¢=0, U:—£
3u
de donde se obtiene 5
ud — 217)u3 +q=0.
Multiplicando por u3 obtenemos )
u6+qu3—(1—§)3=0 (7)

que parece mas complicada que la ecuacién original de grado 3 ya que tiene grado 6. Sin embargo la
ecuacién (7) es una ecuacién de grado 2 en u3 de donde deducimos que

. —qEt /P +4(p/3)? 2 3
B ZIEVE AR a /q_+(g)_
2 2 4 \3

En este momento es muy tentador concluir que

S Rt




lo que proporciona 6 soluciones de la ecuacién (7) ya que si

P
-

3 _ . , . _q ﬁ P 3 _q ﬁ P 3
entonces w® = 1, con lo que si ug y u1 son raices cibicas de —3 + /I + (3) Yy —3 -+ (3)

. , - [ 42 3
respectivamente, entonces ug, wug, w>ug son raices cibicas de —% + % + (%) Y U1, Wiy y w?ug son

) s 2 3 .
raices ctibicas de —4 — /% + (%) . Por tanto, una vez calculado v = —Z%, obtenemos una solucién

X = u + v para cada uno de los seis valores obtenidos de u. Esto no puede ser correcto ya que una
ecuacion de grado tres tiene a los sumo tres soluciones. A pesar de esto sélo obtendremos tres soluciones.
En efecto, obsérvese que

RO CRE MO S SO RN GRS

. ’ ’1s 2 3 ’ S1e
Por tanto, si u es una rafz ctibica de —% + /4 + ()", entonces v = —Z es una rafz ctibica de

2 3 1 . .
—% — qf + (%) . En conclusién, las seis soluciones de (7) son u,wu, w?u,v = —3,WU Y w?v y, como
hemos impuesto que uv = —£, podemos unir las tres primeras con las tres segundas y obtener las tres

soluciones siguientes de la ecuacién original (6):
— — 2 _ 2
a1 =u-+v, Q2 =wu-+wv, a3=wu-+w.

Esto no tiene el aspecto de una férmula. Teniendo en cuenta la relacién obtenida entre los cubos de u
y v nos gustaria poner algo asi como

lo que efectivamente nos servird para calcular las tres soluciones de (6), si tomamos la siguiente precau-
cién: Si u es la primera raiz ctiibica y v es la segunda, entonces uv = 713’ . Por ejemplo, en la ecuacién

Y312y —22=0

que nos ha aparecido al plantearnos el problema de calcular el lado X = Y +2 de un cubo cuyo volumen
sea seis unidades mayor que el area total de los lados exteriores, tenemos p = —12 y ¢ = —22 con lo que

Y = </11+\/121+64+ 3/117\/121+6 = </11+\/185+ f/ll—v185.

y por tanto el lado del cubo buscado es

X:2+€/11+\/185+</11—\/185

ya que no debemos considerar soluciones complejas.

La solucién de la cuértica encontrada por Ferrari utiliza argumentos similares a los que hemos
visto para resolver la cibica, aunque algo méas complicados. Una vez descubiertas féormulas para las
soluciones de las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado, resultaba natural buscar férmulas para
resolver las ecuaciones polinémicas de grado mayor que cuatro. Doscientos anos después de que Cardano
publicara las soluciones de la ctbica y la cudrtica encontradas por del Ferro, Tartaglia y Ferrari, seguia



sin encontrarse una férmula para la ecuacién de quinto grado a pesar de que primero D’Alembert en
1746 (de forma incompleta) y més tarde Gauss en 1799 habian demostrado el Teorema Fundamental
del Algebra, que afirma que todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene al menos una
raiz. El Teorema Fundamental del Algebra muestra que el problema no es si un polinomio tiene raices
0 no, sino si sus raices son expresables en términos de los coeficientes mediante operaciones algebraicas
elementales. jCuédles son estas operaciones algebraicas elementales? Si observamos las expresiones (3) y
(8) parece natural considerar como operaciones algebraicas elementales son las sumas, restas, productos,
cocientes y extracciones de raices n-ésimas. Una expresién de las soluciones de una ecuacion algebraica
de este tipo es conocido como solucion por radicales. En 1770 Lagrange publicé un trabajo titulado
Réflexion sur la résolution algébrique des equations en el que estudiaba cémo podrian permutarse las
soluciones de una ecuacién polinémica. Si aq, as, ..., a, son las soluciones de una ecuacién polinémica
P(X) =0, donde
PX)=X"4ap 1 X" "4+ F+axX’+a X +ao

entonces
PX)=(X—-—a1)(X —ag) - (X — an).

Desarrollando el producto de la derecha e igualando coeficientes se obtienen unas relaciones entre las

soluciones aq, ag, . . . , ay, v los coeficientes del polinomio P(X). Por ejemplo, la primera y ultima relacién
son
ap = (-1)"ojas---ap
an—1 = —(a1+as+-ay).

Estas férmulas ya habian sido observadas por Cardano y Vieta y son conocidas con el nombre de Férmu-
las de Cardano-Vieta. Como es natural el orden en que se escriban las raices no afecta al polinomio, lo
cual se refleja en que las expresiones de los coeficientes en términos de los coeficientes del polinomios
en las Férmulas de Cardano-Vieta son simétricas, es decir, el resultado no se ve afectado por permutar
el orden en que se escriben los coeficientes. Recordemos que para resolver la ecuacién (6) lo que hemos
hecho es empezar resolviendo la ecuacién (7) que se llama resolvente de la ecuacién (6). La razén por
la que podemos calcular las soluciones de la resolvente es que en realidad se puede considerar como una
ecuacion de grado 2. Lagrange observo que la solucién de Ferrari de la ecuacion de cuarto grado con-
sistia en encontrar otra ecuaciéon de grado 3 cuyas soluciones estaban conectadas con las soluciones de
la ecuacién de cuarto grado original. Es decir, la ecuacién de cuarto grado también tiene una resolvente
de grado 3. Obsérvese que la relacion entre las soluciones a1, as y a3 de la ecuacion (6) y las soluciones

ulzu,quwu,u3=w2u,u4=U:—%,u5=wvyu6:w2v es
a1 = Uu+v=u;+ug
gy = wu+w2vzu2—|—u6
a3 = w2u+wvzu3—|—u5

Utilizando que 1 +w+w? = 0y w? = 1, se pueden obtener las siguientes expresiones para las soluciones
de la resolvente (7) , en términos de las soluciones de la ecuacién original (6):

Uy %(al +was + w?as)
Uy = §(a2 +way + w?ag)
ug = =z(az+wag +w?ar) 9
Uy = %(al + wag + w?az) (9)
us = §(a3 +wag + w?as)
Ug 3 (a2 + was + w?ay)

Lagrange observo que para pasar de una solucién de la resolvente a otra bastaba con permutar los
papeles representados por las tres raices ai,as y as de la ecuacién original que se pretendia resolver.



La observacion de Lagrange es notable porque muestra un método general para encontrar ecuaciones
resolventes que no depende de la feliz idea de realizar el cambio X = u + v.
Consideremos la cudrtica
Xt —pX? 4 ¢gX?—rX +5=0 (10)

y sean aq,qs, a3 ¥ ay las soluciones de (10). Las potencias de w utilizadas en las expresiones (9) son
las soluciones de la ecuacién X3 = 1, conocidas como raices terceras de la unidad. Las raices cuartas
de la unidad, o sea las soluciones de la ecuacién X* = 1, son 1,i,i?> = —1 e i3 = —i. Consideremos los
24 ntmeros

1
Wikt = Z(ai +ia; + iag + i3al) (11)

donde (7, j, k,1) es un elemento del conjunto S4 de todas las permutaciones de 1,2,3 y 4. Definimos la
resolvente de (10) como

d(X) = H (X = wijki)

(4,4,k,1) €S

La ecuacién ¢(X) = 0 parece ser mds complicada que la de grado cuatro original porque tiene grado 24,
sin embargo una vez que desarrollamos el producto de los X — u; j; en términos de las desconocidas
raices a; y utilizamos las Férmulas de Cardano-Vieta observamos que ¢(X) = P(X*) para un polinomio
de P de grado 6. Ademsds el polinomio P resulta ser el producto de dos polinomios de grado 3. O sea
#(X) = P (X*)P,(X*), donde P; y P, son polinomios de grado 3 cuyos coeficientes dependen de los
coeficientes p, ¢, 7, s. Resolviendo las ecuaciones P;(X) = 0 y P2(X) obtenemos los valores de los 24
elementos u; j k1, con lo que utilizando las férmulas (11) obtenemos las cuatro soluciones de la ecuacién
(10).

Aunque Lagrange no consiguié ir més alld en el camino de la bisqueda de la solucién de la ecuacién
de quinto grado, marcé el camino a seguir. La resolvente de la ecuacién de quinto grado conduce a una
ecuacién de grado 120 que es una ecuacién de grado 24 en X°. Inspirado en los trabajos de Lagrange, en
1799 Ruffini (1765-1822) publicé un trabajo titulado Teoria generale delle equazioni que contenia una
demostracién, poco rigurosa, aunque esencialmente correcta, de que la ecuacién general de quinto grado
no es resoluble por radicales. Una demostracién completa y correcta fue publicada por Abel (1802-1829)
en 1826. El resultado de Abel parece cerrar definitivamente el problema de buscar una férmula para
resolver ecuaciones polindmicas. Sin embargo, no es asi ya que obviamente hay algunas ecuaciones de
quinto grado o superior que si son resolubles por radicales. La més obvia es la ecuacién X™ = a cuya
soluciones son las raices n-ésimas de a, que claramente se pueden expresar por radicales como X = {/a.
El problema que quedaba por resolver es encontrar un método que sirviera para decidir qué ecuaciones
son resolubles por radicales y cuales no lo son, y para las primeras, obtener una expresién que describa
por radicales las soluciones en términos de los coeficientes. Este es el problema en el que Abel estaba
trabajando cuando murié en 1829 con sélo 27 anos. La respuesta definitiva al problema fue obtenida
por Galois (1811-1832) mostrando la conexién entre la Teoria de Ecuaciones Algebraicas y la Teoria de
Grupo. Los resultados de Galois fueron escritos de forma precipitada la noche del 29 de mayo de 1832,
antes de un duelo que le costé la vida a los 21 anos y constituyen uno de los diamantes mas brillantes
de la historia de las matematicas y la mayor parte del contenido de este curso.

En realidad la forma de exponer la Teoria de Galois es muy diferente a la expuesta por Galois
y sigue el camino marcado por Artin (1898-1962) en la que la Teoria de Galois toma la forma de
conexion entre la Teoria de Cuerpos y la Teoria de Grupos. Esta método de exposicién puede resultar
algo abstracto al principio pero proporciona un lenguaje algebraico muy apropiado para exponer la
Teoria de Galois. Ademds permite conectar el problema de estudiar ecuaciones algebraicas con otros
problemas clasicos como son los problemas de construcciones con regla y compaés, incluyendo los tres
problemas de la antigiiedad, triseccién del angulo, duplicacién del cubo y cuadratura del circulo, y el de la
constructibilidad de poligonos regulares. Por otro lado la Teoria de Cuerpos proporciona los fundamentos
teodricos de otros campos de actualidad por sus aplicaciones en Teoria de Cédigos y Criptografia, que



es el estudio de cuerpos finitos. Sin embargo, estas aplicaciones no se incluiran en el curso por falta de
tiempo.



Capitulo 1

Anillos

1.1. Anillos

Definicién 1.1. Un anillo (conmutativo y con identidad) es una terna® (A,+,-) formada por un
conjunto no vacio A y dos operaciones + y - en A; la primera llamada usualmente suma y la sequnda
producto o multiplicacién, que verifican:

1. Conmutativa. a +b=b+ a y ab = ba, para todo a,b € A.
Asociativa. a4+ (b+c¢)=(a+b)+cya-(b-c) = (ab)e, para todo a,b,c € A.

Neutro. Fzisten dos elementos 0 y 1 en A tales que a+0=a y a-1=a, para todo a € A.

e

Opuesto. Para todo a € A existe otro elemento de A que llamamos opuesto de a y denotamos por
—a tal que a + (—a) = 0.

5. Distributiva a - (b+¢) = (a-b) + (a - ¢) para todo a,b,c € A.

A menudo no se exige que el producto de los elementos de un anillo satisfaga la propiedad conmu-
tativa y se dice que un anillo que si la satisfaga es un anillo conmutativo. Sin embargo todos los anillos
considerados en estos apuntes son conmutativos y por tanto hablaremos de anillo con el significado de
anillo conmutativo.

Si a y b son elementos de un anillo A, usualmente escribiremos ab en vez de a-b. Ademdas asumiremos
que, en ausencia de paréntesis, los productos se realizan antes que las sumas (y que las restas). Asi, por
ejemplo, la propiedad distributiva se reescribe como a(b+ ¢) = ab+ ac. Se define la resta de a y b como
a—b=a+ (=b). Los elementos 0 y 1 de A se llaman cero y unidad de A.

En general, no se asume que cada elemento a de un anillo A tenga simétrico para el producto.
Cuando lo tiene, lo denotamos por a~! (de modo que aa=! =1y (a=1)~! = a), le llamamos el inverso
de a y decimos que a es invertible o una unidad en A. Si b es invertible, escribiremos a veces a/b 6 § en
lugar de ab~!. Denotaremos por A* al conjunto de todas las unidades de A.

De los axiomas de anillo se pueden deducir algunas propiedades elementales:

Lema 1.2. Sea A un anillo y sean a,b,c € A. Entonces se verifican las siguientes propiedades:
1. 0a =0 = a0.
2. a(=b) = (—a)b = —(ab).

1Cuando no haya riesgo de confusién con las operaciones diremos simplemente que A es un anillo.
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8.
9.

a(b—c¢) = ab — ac.

ab es invertible precisamente si a y b son invertibles. En tal caso (ab)™! = a=1b~ 1.
Sia+b=a-+c entonces b= c.

Si a es invertible y ab = ac, entonces b = c.

El cero y uno son unicos, es decir, si x +a = a, entonces x = 0 y si xa = a para todo a, entonces
z=1.

El opuesto de a es unico y si a es invertible, entonces a tiene un unico inverso.

Si0 =1, entonces A = {0}.

Dados un anillo A, un elemento a € A y un entero positivo n, la notacién na (respectivamente a™)
representa el resultado de sumar (respectivamente multiplicar) a consigo mismo n veces, y si n = 0
convenimos que Oa = 0 y a® = 1. M4s rigurosamente, a partir de estas dltimas igualdades se definen na

y @™ de forma recurrente poniendo (n+1)a =a+nay a

ntl — qa™ para n > 0. Por tltimo, sin > 1 se

define (—n)a = —(na), y si ademds a es invertible se define a™" = (a=1)™.

Lema 1.3. Dados un anillo A, elementos a,b € A y enteros m,n € Z, se verifican las siguientes

propiedades:
1. n(a+b) =na+ nb.
2. (n+m)a = na+ ma.
3. Sin >0 entonces (ab)™ = a™b".
4. Sin,m >0 entonces a™™ = a™a™.
5. Sia y b son invertibles, las dos propiedades anteriores valen también para exponentes negativos.

Ejemplos 1.4. Anillos.

1.

Los conjuntos Z, Q, R y C son anillos con la suma y el producto usuales. Nétese que todo elemento
no nulo es invertible en Q, pero en Z sélo hay dos elementos invertibles.

Sea n un ntmero entero positivo y sea
Z, =1{0,1,2,...,n}.

Definimos una suma y producto en Z, realizando la correspondiente operaciéon como numeros
enteros y quedandonos con el resto de dividir por n. Por ejemplo, en Zg tenemos

24+43=5 3+5=2 3+3=0, 2:3=0, 2-4=2, 32=3, 5°=1.

En general, las propiedades de un elemento dependeran del anillo en el que lo estemos conside-
rando. Por ejemplo, 2 no es invertible en Z ni en Zg pero si que lo es en Q y en Zs.

Sean A y B dos anillos. Entonces el producto cartesiano A x B tiene una estructura de anillo con
las operaciones

(a1,b1) + (a2,b2) = (a1 + az,b1 +b2) v (a1,b1) - (az,b2) = (a1 - az, by - ba)

(se dice que las operaciones en A x B se definen componente a componente). Obsérvese que A x B
es conmutativo precisamente si lo son A y B, y que esta construccién se puede generalizar a
productos cartesianos de cualquier familia (finita o no) de anillos.



4. Dados un anillo A y un conjunto X, el conjunto AX de las aplicaciones de X en A es un anillo
con las siguientes operaciones:

(f+9)(@) = f(x) +g(x)  (F-9)(@) = f(x)-g(z)
;,Cudl es la relacion entre este ejemplo y el anterior?

5. Dado un anillo A, un polinomio en la indeterminada una expresién del tipo
P=PX)=ao+a1 X +aX’+ - +a,X"

donde 7 es un nimero entero no negativo y a; € A para todo i. Para cada i, a; se llama coeficiente
de grado i de P, ag se llama coeficiente independiente de Py, si a,, # 0, entonces n es el grado
de P y a, es su coeficiente principal. Dos polinomios son iguales si y sélo si lo son coeficiente
a coeficiente. Denotaremos por A[X] al conjunto de los polinomios en la indeterminada X con
coeficientes en A.

Utilizando la estructura de anillo de A se puede dotar a A[X] de una estructura de anillo definiendo
la suma y el producto de la forma usual:

(ap+ a1 X +asX?+ - )4+ (b + 01 X + 0o X%+ ) =co+a X +cX?+---,
donde cada ¢, = a, + by, ¥
(a0 +ar X +asX?+---) - (bo+ b1 X +bo X2+ ) =do+d1 X +do X> +---,

donde cada d,, = agb,, + a1byp—1+ -+ an_1b1 +anby = Z?:o a;bn—; (siun coeficiente no aparece
en la expresiéon de un polinomio se considera que vale 0).

6. Dado un anillo A, denotamos por A[[X]] el conjunto de las sucesiones (ag, ai, az, . ..) de elementos
de A. En A[[X]] consideramos la suma y el producto dados por

(ao,al,GQ,...)+(b0,bl,bg,...) = (ao—l—bo,al—l—bl,ag-"-bQ,...)
(ao,al,ag,...)(bo,bl,bg,...) = (aobo,aobl+a1b0,aobg+a1b1—|—a2b0,...).

Obsérvese la similitud con la definicién de las operaciones en el anillo de polinomios; de hecho,
el elemento (ag, a1, as,...) se suele denotar por Y ;- a;X*. Con estas operaciones, A[[X]] es un
anillo llamado el anillo de series de potencias con coeficientes en A.

Si A es un conjunto con una operaciéon * y B es un subconjunto de A, decimos que B es cerrado
para la operacion * si se tiene x *y € B cuando x,y € B. Esto implica que * : A x A — A se restringe
a una aplicacién * : B x B — B, y por lo tanto podemos considerar * como una operacién en B que se
dice inducida por la operacién en A.

Definicién 1.5. Si (A,4+,) es un anillo, un subanillo de A es un subconjunto B de A cerrado para
ambas operaciones, que contiene al 1 y tal que (B,+,-) es un anillo.

La siguiente proposicién nos dice cémo comprobar si un subconjunto es un un subanillo.
Proposiciéon 1.6. Las condiciones siguientes son equivalentes para un subconjunto B de un anillo A:

1. B es un subanillo de A.

2. B contiene al 1 y es cerrado para sumas, productos y opuestos.

3. B contiene al 1 y es cerrado para restas y productos.
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Demostracién. 1 implica 2. Si B es un subanillo de A entonces B contiene al 1 y es cerrado para
sumas y productos, por definicién. Por otro lado, como B es un anillo, cada elemento b € B tiene un
opuesto. Por la unicidad del elemento simétrico (Lema 1.2), este opuesto ha de ser el de A, con lo que
B es cerrado para opuestos.

2 implica 3 es evidente.

3 implica 1. Sea B un subconjunto de A que contiene al uno y es cerrado para restas y productos.
Entonces 0 =1—1 € B, con lo que si b € B, entonces —b = 0 — b € B; es decir, B es cerrado para
opuestos. Si a,b € B, entonces —b € B y, por tanto, a + b = a — (—b) € B; es decir, B es cerrado para
sumas. Ahora es evidente que B es un subanillo de A. O

Ejemplos 1.7. Subanillos.

1.

Todo anillo A es un subanillo de si mismo, al que llamamos impropio por oposicién al resto de
subanillos, que se dicen propios.

Cada uno de los anillos Z, Q, R y C es un subanillo de los posteriores (y de si mismo).

Si A es un anillo, el subconjunto {0} es cerrado para sumas, productos y opuestos. Sin embargo,
no contiene al 1 (salvo que A = {0}), con lo que no es un subanillo de A.

Si A es un anillo, el conjunto
Z1={nl:neZ}

de los muiltiplos enteros de 1 es un subanillo de A contenido en cualquier otro subanillo de A; es
decir, Z1 es el menor subanillo de A, y se conoce como el subanillo primo de A.

Es claro que Z y los Z, son sus propios subanillos primos, y por lo tanto no tienen subanillos
propios.

Si Ay B son anillos y B # 0 entonces A X 0 = {(a,0) | a € A} es cerrado para sumas y productos
pero no es un subanillo de A x B ({por qué?).

Dado un niimero entero m, los conjuntos

Zlvm]={a+by/m:a,beZ} y Qlvm|={a+bym:a,beQ}

son subanillos de C. Si ademds m es positivo, entonces ambos son subanillos de R. Si m es el
cuadrado de un nuimero entero entonces esos conjuntos coinciden con Z y con Q, respectivamente,
por lo que el ejemplo carece de interés. Cuando m no es el cuadrado de un entero (por ejemplo
m =26 m = —1) entonces tampoco es el cuadrado de un ntimero racional (;por qué?), de manera
que, en cualquiera de los dos anillos descritos, la igualdad a + by/m = 0 implica que a =0y b =0,
y por lo tanto la igualdad a + by/m = ¢ + dy/m implica que a = cy b = d.

Un caso particular es el anillo Z[i], donde i = y/—1, llamado el anillo de los enteros de Gauss.
Podemos visualizar Z[i] dentro del plano complejo como el conjunto de los vértices de un enlosado
del plano complejo por losas cuadradas de lado 1, como muestra el siguiente esquema:s:
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Maés generalmente, si m < 0, entonces podemos visualizar Z[y/m| como el conjunto de vértices de
un enlosado del plano complejo por losas rectangulares con una base de longitud 1 y una altura de
longitud v/—m. Por ejemplo, una porcién de Z[/—2| estd representada por los siguientes puntos
del plano complejo:

7. Todo anillo A puede verse como un subanillo del anillo de polinomios A[X] si identificamos los
elementos de A con los polinomios constantes (del tipo P = ay).

8. Sea A un anillo y X un conjunto. Entonces la diagonal
B={fec AX: f(z) = f(y) para todo z,y € X}

(es decir, el conjunto de las aplicaciones constantes de X en A) es un subanillo de AX.

1.2. Ideales y anillos cociente

Definicién 1.8. Sea A un anillo. Una combinacion lineal con coeficientes en A (o una combinacién
A-lineal) de los elementos ay,...,a, de A es un elemento de A de la forma

riay + -+ rpay,

donde cada r; € A. Los enteros r; son los coeficientes de la combinacion lineal.
Un subconjunto I de A es un ideal si no es vacio y si, dados a,b € I, cualquier combinacion A-lineal
suya ra + sb estd en I.

En la definicién podemos sustituir la condicién I # @ por la condiciéon 0 € I. Ademds cualquier
combinacién lineal de un numero finito de elementos de un ideal I sigue siendo un elemento de I.

Ejemplos 1.9. Ideales.

1. Si A es un anillo, el conjunto
bA = (b) ={ba:ac A}

es un ideal de A llamado ideal principal generado por b. Es facil demostrar que todos los ideales
de Z son de esta forma. Esto no es cierto en general, como pronto veremos. Obsérvese que bA es
el menor ideal de A que contiene a b. Obsérvese también que 1A = A y que 04 = {0}, con lo
que estos dos son ideales principales de A llamados respectivamente ideal impropio (en oposicién
a ideales propios, para los demds) e ideal cero o trivial. El ideal trivial {0} lo representaremos a
partir de ahora por 0.



12

2. Més generalmente, si T es un subconjunto de un anillo, entonces el conjunto
(T)={D_aiti:ne€Z" ai € At; € X}
i=1
es un ideal, llamado ideal generado por T.
3. Si Ay B son dos anillos entonces A x 0 = {(a,0) : a € A} es un ideal de A x B.

4. Sea Z[X] el anillo de los polinomios con coeficientes enteros. Es facil ver que el ideal generado por
el elemento X puede describirse como el de los polinomios sin coeficiente independiente; es decir,

I=X)={ap+ a1 X+...+a, X" € Z[X] : ap = 0}.
También es sencillo ver que el conjunto
J=Hao+aX+...+a, X" €Z[X]:a € 2Z}
de los polinomios con coeficiente independiente par es un ideal de Z[X].

Definicién 1.10. Sea I un ideal de un anillo A. Decimos que dos elementos a,b € A son congruentes
modulo I, y escribimos a = b mod I, si su diferencia estd en I; o sea:

a=bmodI & b—acl
Lema 1.11. Si A es un anillo, I es un ideal de A y a,b,c,d € A, entonces:
1. a=a mod I
2. Sia=0bmod I, entonces b=a mod I.
3. Sia=bmod I yb=cmod I, entonces a =c mod I.
4. a =bmod (0) precisamente si a = b.

Del Lema 1.11 se deduce que la relacion “ser congruente médulo I” es una relacién de equivalencia
en Ay, por tanto, las clases de equivalencia por esta relacién definen una particiéon de A. La clase de
equivalencia que contiene a un elemento a € A es

a+I={a+z:zel}
(en particular 0 + I = I), de modo que
a+I=b+1<a=bmod I

(en particular a + 1 =0+ I < a € I). El conjunto de las clases de equivalencia se denota
A
A/I:7={a—|—1:a€A}.

Proposicién 1.12. Sea A un anillo con un ideal I. Las operaciones suma y producto en A/I dadas
por
(a+D)+ 0+ =(a+b)+1,  (a+TI)-(b+1)=(ab)+I

estdn bien definidas y dotan a A/I de una estructura de anillo con neutro 0+ I y unidad 1+ I. Este
anillo se llama anillo cociente de A mddulo I.
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Al hacer el cociente de un anillo A por un ideal I, elementos que eran distintos en A “pasan a ser
iguales” en el cociente (estrictamente hablando, son sus clases de equivalencia las que se hacen iguales);
en particular, los elementos de I “se hacen cero”. En muchas de las ocasiones en las que se construyen
estructuras cociente eso es precisamente lo que se busca, identificar entre si o anular ciertos elementos.

Ejemplos 1.13. Anillos cociente.
1. El anillo cociente del anillo Z por el ideal (n) es el anillo Z,, del Ejemplo 1.4.2.

2. Para analizar las soluciones enteras de la ecuacién z? — 15y = 2 podemos considerarla en Zs,
donde toma la forma més sencilla 22 = 2 (janulamos ese —15 que complicaba la ecuacién!); ahora
es elemental ver que esta ecuacién no tiene soluciones en Zs y deducir que la ecuacién inicial no
tiene soluciones enteras.

3. A/0 es el propio anillo A, mientras que A/A = 0.

4. Consideremos el ideal (X) del anillo de polinomios Z[X] (ver los Ejemplos 1.9). Como todo
polinomio es congruente médulo (X) con su coeficiente independiente (visto como polinomio), no
es dificil convencerse de que Z[X]/(X) y Z son, en esencia, el mismo anillo (m4s tarde precisaremos
este comentario viendo que son isomorfos).

5. Sean A y B anillos e I = A x 0. Como (a,b) = (0,b) mod I, los anillos (A x B)/I y B son
esencialmente iguales (isomorfos).

Lema 1.14. Un elemento b de un anillo A es invertible si y sélo si (b) = A. Por tanto, las siguientes
condiciones son equivalentes para un ideal I de A.

1. I es impropio; es decir, I = A.
2. 1€l
3. I contiene una unidad de A; es decir, I N A* # (.

El siguiente resultado describe los ideales de un anillo cociente. Emplearemos la siguiente notacién:
si A es un anillo e I es un ideal suyo, 7 : A — A/I denotard la aplicacién que lleva cada elemento de
A a su clase de equivalencia; es decir, w(a) = a + I. La imagen por 7 de un subconjunto J de A es

7(J)={a+1:a€ J}.

Si J contiene a I, denotaremos este conjunto por J/I. La preimagen por m de un subconjunto X de
A/I es
7 (X)={acA:a+1cX}.

Teorema 1.15 (Teorema de la Correspondencia). Si I es un ideal de un anillo A, las asignaciones
J— J/I y X — 7 1(X) son biyecciones (una inversa de la otra) que conservan la inclusion entre el
congunto de los ideales de A que contienen a I y el conjunto de todos los ideales de A/I.

Demostracion. Hay que comprobar los siguientes puntos, cosa que el lector podra hacer como ejercicio:
= Si J es un ideal de A que contiene a I entonces J/I es un ideal de A/l y 7= 1(J/I) = J.
» Si X es un ideal de A/I entonces 771(X) es un ideal de A que contiene a I y 7~ }(X)/I = X.
» Si J C K son ideales de A que contienen a I entonces J/I C K/I.
» Si X CY son ideales de A/I entonces 7~ 1(X) C =1 (Y).
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1.3. Homomortfismos de anillos

Definicién 1.16. Sean A y B dos anillos. Un homomorfismo de anillos entre A y B es una aplicacion
f: A — B que conserva las operaciones y la unidad; es decir, que satisface

fx+y) = f(=)+ fy), flx-y)= f(z)- fy)

para cada par de elementos T,y € A y
f)=1

Un endomorfismo de A es un homomorfismo de un anillo de A en si mismo.

En la definicién anterior hemos usado el mismo simbolo para las operaciones y los neutros en los
dos anillos que intervienen. Por ejemplo, para calcular f(z + y) primero hay que sumar x con y en A y
luego aplicarle f al resultado, mientras que en f(z) 4+ f(y) primero hay que calcular las imagenes de x
e y por f y luego hay que sumar éstas en B. Usualmente el contexto hace evidente a qué operacién o
a qué neutro nos referimos en cada caso, asi que mantendremos estos abusos de notacién y dejaremos
que el lector analice cada caso. Andlogamente, las unidades de la ecuacién f(1) = 1 estdn en dos anillos
probablemente diferentes y por tanto son objetos distintos, que sin embargo denotamos igual.

La condicién f(x + y) = f(x) + f(y) suele leerse como la imagen de la suma es la suma de las
imdgenes, o también como f conserva sumas. Del mismo modo se habla de aplicaciones que conservan
productos o que conservan identidades.

A continuacién establecemos ciertas propiedades elementales de los homomorfismos de anillos. De-
mostramos algunas y dejamos el resto como ejercicio para el lector.

Proposicion 1.17. Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces se verifican las siguientes
propiedades para a,b,ay,...,a, € A:

1. (f conserva ceros) f(0) = 0.

(f conserva opuestos) f(—a) = —f(a).

(f conserva restas) f(a —b) = f(a) — f(b).

(f conserva sumas finitas) f(a1 +--- +an) = f(ar) +---+ f(an).

(f conserva multiplos enteros) Sin € Z entonces f(na) = nf(a).

(f conserva inversos) Si a es invertible, entonces f(a) es invertible y f(a)~! = f(a™1).
(

f conserva productos finitos) f(a1---a,) = f(a1) - f(an).

Si Ay es un subanillo de A, entonces (A1) es un subanillo de B.

© »® RS &

Si By es un subanillo de B, entonces f~1(Bi) es un subanillo de A.

~
S

Si X es un ideal de B, entonces f~1(X) es un ideal de A.
11. Si I es un ideal de A y f es suprayectiva, entonces f(I) es un ideal de B.

Demostracién. Para ver 1 basta con aplicar la propiedad de cancelacién a la igualdad 0 + f(0) =
f(040) = f(0)+ f(0). 2 se tiene porque f(a)+ f(—a) = f(a+ (—a)) = f(0) =0, y entonces 3 es claro.
4 se demuestra por induccién; el caso n = 2 no es mas que la definicion de homomorfismo y el caso
general se reduce a éste notando que a1 + -+ +a, = (a1 + -+ an-1) + an. O
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Observacion 1.18. En la Proposicién 1.17 hemos visto que la conservacién de sumas implica la con-
servacién del neutro para la suma, pero no hemos podido adaptar la demostracién al caso de productos
(;por qué?); de hecho, en seguida veremos ejemplos de aplicaciones entre anillos que conservan sumas
y productos pero no identidades.

Ejemplos 1.19. Homomorfismos de anillos.

1.

Si A y B son anillos, la aplicacién f : A — B dada por f(a) = 0 para cada a € A no es
un homomorfismo de anillos salvo que B = 0. Si B = 0 entonces este homomorfismo se llama
homomorfismo cero u homomorfismo trivial. Obsérvese que no hay ningin homomorfismo 0 — B,
salvo que B sea 0.

He aqui otro ejemplo menos trivial de anillos entre los que no hay homomorfismos: la existencia
de un homomorfismo de anillos f : Zo — Z3 nos llevaria al absurdo

0+B)=f0+2)=fA+2)+1+2)=fA+2)+f1+2)=1+B)+1+(3) =2+ (3).

Sea A un un anillo con un subanillo B. Entonces la aplicacién de inclusién v : B — A, dada
por u(b) = b, es un homomorfismo. En particular, la aplicacién identidad 14 : A — A es un
homomorfismo.

Sea A un anillo con un ideal I. Entonces la proyeccién (o proyeccion candnica) w : A — A/I,
dada por 7(a) = a + I, es un homomorfismo. Obsérvese que parte de la demostracién del Teo-
rema de la Correspondencia puede verse como un caso particular de los apartados 10 y 11 de la
Proposicién 1.17 aplicada a la proyeccion 7.

Si A es un anillo, la aplicacién p : Z — A dada por u(n) = nl (es decir, la aplicacién consistente
en multiplicar por 1) es un homomorfismo de anillos. De hecho, es el tnico homomorfismo de
anillos f : Z — A (ypor qué es el nico?).

Si A y B son anillos, la aplicacién ps : A x B — A dada por pa(a,b) = a es un homomorfismo
llamado proyeccion en la primera coordenada, y de modo andlogo se tiene una proyeccién en la
segunda coordenada.

Dado un producto arbitrario de anillos, debe estar claro cémo se generaliza este ejemplo para
definir la proyeccién en cada coordenada.

Dados a,b € R, el conjugado del nimero complejo z = a + bi es Z = a — bi, y la aplicaciéon
conjugacion C — C dada por z — Z es un homomorfismo de anillos.

Andlogamente, si d es un entero que no sea un cuadrado entonces el conjugado a — bv/d de
a + bV/d (elementos de Q[Vd] o de Z[\/d]) esta bien definido y la conjugacién Q[vd] — Q[v/d]
6 Z[V/d] — Z[Vd] es un homomorfismo de anillos.

Sea A un anillo y sea b € A. Entonces la aplicacién

A[X] S, A

P=ay+au X+ - +a, X" +— Pb)=ag+arb+ - +a,b"

es un homomorfismo de anillos llamado homomorfismo de sustitucion en b. En particular, el
homomorfismo de sustituciéon en 0 lleva cada polinomio a su coeficiente independiente.

Hemos visto que, si f : A — B es un homomorfismo de anillos, entonces f(A) es un subanillo de B,
y es evidente que f es suprayectivo precisamente cuando f(A) = B. Més generalmente, podemos decir
que cuanto mayor es f(A) més cerca esta f de ser suprayectivo. En el otro extremo, f~1(0) es un ideal
de A que nos va a servir para determinar si f es o no inyectivo.



16

Definicién 1.20. Sea f : A — B un homomorfismo de anillos; llamamos imagen y nicleo de f,
respectivamente, a los conjuntos

Im f = f(A)={f(a):ac A} y Kerf=f'0)={acA:f(a)=0}

(la notacidn para el nicleo procede de la voz germdnica Kernel). En general Im f es un subanillo de B
y Ker f es un ideal de A.

Proposicién 1.21. Un homomorfismo de anillos f : A — B es inyectivo precisamente si Ker f = 0.

Demostracién. Si f es inyectivo, entonces f~1(a) tiene a lo sumo un elemento, para todo a € A. En
particular Ker f = f~1(0) tiene exactamente un elemento, a saber 0.

Reciprocamente, supongamos que Ker f = 0y sean a,b € A tales que a # b. Entonces f(a)— f(b) =
fla—b) #0; es decir, f(a) # f(b), y por tanto f es inyectiva. [J

1.4. Teoremas de isomorfia

Definicién 1.22. Un homomorfismo de anillos f : A — B que sea biyectivo se llama un isomorfismo
de anillos. Un automorfismo es un endomorfismo biyectivo. Si existe un isomorfismo f : A — B, se
dice que los anillos A y B son isomorfos, situacion que se denota por A ~ B.

Conforme vayamos estudiando propiedades de los anillos y de sus elementos, veremos que los iso-
morfismos conservan esas propiedades en un sentido que estara claro en cada caso. Como consecuencia,
dos anillos isomorfos tendran las mismas propiedades y deberan ser considerados como esencialmente
iguales.

Proposicién 1.23. Si f : A — B es un isomorfismo de anillos, entonces la aplicacion inversa f=1 :
B — A también lo es. En consecuencia, la relacion ser isomorfos es una relacion de equivalencia en la
clase de todos los anillos.

Demostracion. Sean x,y € B; entonces

FE T e+y) =z+y=f" @)+ W) = FUF @) + £ (),

y como f es inyectiva esto implica que f~!(z +vy) = f~*(z) + f~1(y). De igual modo se ve que f~1
conserva productos e identidades. Como ademds f~! es biyectiva, deducimos que es un isomorfismo.

Como las identidades son isomorfismos, la relacién de isomorfia es reflexiva, mientras que es simétrica
por la primera parte de esta proposicion y es transitiva por que la composicién de dos isomorfismos es
otro isomorfismo. [

Los siguientes resultados establecen la existencia de ciertos isomorfismos de anillos que usaremos
con frecuencia.

Teorema 1.24 (Primer Teorema de Isomorfia). Sea f : A — B un homomorfismo de anillos. Entonces
existe un unico isomorfismo de anillos f : A/Ker f — Im f que hace conmutativo el diagrama

A S B

P )

A/Ker f ——f——> Im f
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es decir, io fop = f, donde i es la inclusion y p es la proyeccion. En particular

A
Ker f

~Im f.

Demostracién. Sean K = Ker f e [ = Im f. La aplicacién f : A/K — I dada por f(z + K) = f(x)
estd bien definida (no depende de representantes) pues si z+ K = y+ K entonces z—y € K y por lo tanto
f@) = f(y) = f(x —y) = 0; es decir, f(x) = f(y). Ademds es elemental ver que es un homomorfismo
de anillos y que es suprayectiva. Para ver que es inyectiva usamos la Proposicion 1.21: si z + K esta en
el nicleo de f entonces 0 = f(x + K) = f(z), de modo que z € K y asi # + K = 0+ K. Es decir
Ker f = 0 y por lo tanto f es inyectiva. En conclusién, f es un isomorfismo, y hace conmutativo el
diagrama porque, para cada x € K, se tiene

i(f(p(x))) = f(z + K) = f().

En cuanto a la unicidad, supongamos que otro homomorfismo f: A/K — I verifica i o

~ o~ —

entonces para cada x € K se tiene f(z + K) =i(f(p(z))) = f(x) = f(z + K), y por lo tant

O\)

Teorema 1.25 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sea A un anillo y sean I y J dos ideales tales que
I C J. Entonces J/I es un ideal de A/I y existe un isomorfismo de anillos

A/l A
J/I T J
Demostracién. Por el Teorema de la Correspondencia 1.15, J/I esunidealde A/I. Sea f : A/I — A/J
la aplicacién definida por f(a + I) = a + J. Es elemental ver que f estd bien definida, que es un
homomorfismo suprayectivo de anillos y que Ker f = J/I. Entonces el isomorfismo buscado se obtiene
aplicando el Primer Teorema de Isomorfia a f. [

Teorema 1.26 (Tercer Teorema de Isomorfia). Sea A un anillo con un subanillo B y un ideal I.
Entonces:

1. BN 1 es un ideal de B.

2. B+ 1 es un subanillo de A que contiene a I como ideal.
B B+1
Bn1I I °
Demostracion. Los dos primeros apartados se dejan como ejercicio. En cuanto al dltimo, sea f : B —

A/I la composicién de la inclusién j : B — A con la proyecciénp : A — A/I. Es claro que Ker f = BNI
y que Im f = (B +1I)/I, por lo que el resultado se sigue del Primer Teorema de Isomorfia. [J

3. Se tiene un isomorfismo de anillos

Ejemplos 1.27. Aplicaciones del Primer Teorema de Isomorfia.

1. Si A y B son anillos, el homomorfismo A x B — A de proyeccién en la primera componente es

suprayectivo y tiene nucleo I = 0 x B, por lo que ‘gjfg ~ A.

2. Si A es un anillo, el homomorfismo f : A[X]| — A de sustitucién en 0 (dado por ag+a1 X+ - - +— ap)
es suprayectivo y tiene por nicleo el ideal (X) generado por X (consistente en los polinomios con
coeficiente independiente nulo), de modo que A[X]/(X) ~ A, como ya habiamos observado en los
Ejemplos 1.13.
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3. Sean A un anillo e I un ideal de A. Para cada a € A, sea @ = a + I. La aplicacién f : A[X] —
(A/I)[X] dada por f(ap+ a1 X + -+ + apX™) = a0+ @ X + -+ + @, X" es un homomorfismo
suprayectivo de anillos cuyo nucleo es I[X] = {ag + a1 X + -+ + an, X" : a; € I}. Del Primer
Teorema de Isomorfia se deduce que (A/I)[X] ~ A[X]/I[X].

Definicién 1.28. Sea A un anillo, y recordemos que sin € ZV escribimos nl =1+ ---+ 1 (n veces).
Si existe n € Z*1 tal que nl = 0, definimos la caracteristica de A como el menor n € Z que verifica
tal igualdad. St no existe un tal n, decimos que la caracteristica de A es 0.

Proposicién 1.29. Sea A un anillo A y sea f : Z — A el dnico homomorfismo de anillos (dado por
f(n) =nl). Para un nimero natural n las condiciones siguientes son equivalentes:

1. n es la caracteristica de A.

2. nZ es el nicleo de f.

3. El subanillo primo de A es isomorfo a Z,, (recuérdese que Zo =7Z y Z1 = 0).
4. A contiene un subanillo isomorfo a Z,.

Demostracion. La equivalencia entre 1 y 2 se deja como ejercicio para el lector, y es obvio que 3
implica 4.

2 implica 3. Se obtiene aplicando el Primer Teorema de Isomorfia y observando que Im f es el
subanillo primo de A.

4 implica 2. Si B es un subanillo de Ay g : Z, — B es un isomorfismo, considerando la proyeccién
w72 — Zy y la inclusién u : B — A se obtiene un homomorfismo de anillos uogon : Z — A que
debe coincidir con f por su unicidad (Ejemplos 1.19). Como u o g es inyectiva, es elemental ver que
Ker f=nz.0O

Si Iy J son dos ideales de A entonces la suma y producto de A son los conjuntos

I+J = {z4+y:xzel,yeJ}
1J = {vipn+...+zuyn:x1,..,2n €Ly, .., yn € J}.
Maés generalmente, si I, ..., I, son ideales, entonces la suma y estos ideales es

L+ -+, ={x1+ - 42a,::1€h,...,2, € I}

y el producto Iy --- I, es el ideal formado por las sumas de productos de la forma z; ---x, donde
r1 €l,...,x, € 1,.

Proposicion 1.30. Si Iy,..., I, son ideales de un anillo A entonces:
1. 1 Nn---N1I, es el mayor ideal de A contenido en todos los I;.

2. I +---+ 1, es el menor ideal de A que contiene a todos los I; (es decir, el ideal de A generado
por L U---UI,.

8. Iy--- I, es el ideal de A generado por los productos x1---x, con x1 € I,...,z, € I.
Generalizar las definiciones de suma y producto a familias no necesariamente finitas de ideales.

Terminamos esta seccién con el Teorema Chino de los Restos.
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Teorema 1.31 (Teorema Chino de los Restos). Sea A un anillo y sean I,..., I, ideales de A tales
que I; + I; = A para todo i # j. Entonces It N --- N1, =11 -+ I,,. Ademds

A A

~— % ><A
Ln---nl, L I,

Demostracién. Razonamos por induccién sobre n, empezando con el caso n = 2. La hipétesis 11 + 1o =
A nos dice que existen x1 € I; y ©o € I tales que x1 + x2 = 1, y entonces para cada a € I1 N I se
tiene a = ax1 + axo € 1115, de modo que I1 NIy C I115, y la otra inclusién es clara. Claramente la
aplicacién f : A — A/} x A/l dada por f(a) = (a + I1,a + I2) es un homomorfismo de anillos con
ntcleo I; N Iy, y es suprayectiva pues, dado un elemento arbitrario (a1 + I1,a2 + I3) de A/} x A/I5,
el elemento a = ajxs + asxy verifica f(a) = (a1 + I1, a2 + I2). Ahora el resultado se obtiene aplicando
el Primer Teorema de Isomorfia.

En el caso general (n > 2) basta ver que las hipétesis implican que (I1 N---NI,—1) + I, = A, pues
entonces la hipétesis de induccién nos da

L NIpanly=0Nn NIy =1 I, 11,

A A A A A A A
1

= ~ X >~ — XX X —.
nn---nl, (MZtnnn, Nt In L Iy I,

Para ver que (I;N---N1I,_1)+ I, = A notemos que, para cada i <n —1, existen a; € I; y b; € I, tales
que 1 = a; + b;, y multiplicando todas esas expresiones se obtiene

1= (a; +b;) =ar--an_1+D,

donde b engloba a todos los sumandos que se obtendrian desarrollando los productos (excepto aj - -+ an—1)
y estd en I, porque en cada sumando hay al menos un factor del ideal I,,. Como ademads a1 ---a,_1 €
Ln---NI,—1,deducimos que 1 € (ILN---NI,—1)+ I, yasi (I1N---NI,—1)+ I, = A, como queriamos
ver. [

1.5. Cuerpos y dominios; ideales maximales y primos

En esta secciéon suponemos que, en todos los anillos que aparecen, 1 # 0.

Definicién 1.32. Un elemento a de un anillo A se dice regular si la relacion ab = ac con b,c € A
implica que b = ¢; es decir, si a es cancelable.

Claramente, el 0 nunca es cancelable?. Un cuerpo es un anillo en el que todos los elementos no nulos
son invertibles, y un dominio (o dominio de integridad) es un anillo en el que todos los elementos no
nulos son requlares.

Como todo elemento invertible es regular (Lema 1.2), tenemos:
Proposicion 1.33. Todo cuerpo es un dominio.

Otras propiedades que se demuestran facilmente quedan recogidas en el siguiente ejercicio:
Proposicion 1.34. Si A es un anillo, entonces:

1. Las condiciones siguientes son equivalentes:

20bsérvese la importancia de la hipStesis 1 # 0 en este caso.
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3.

/.
5,

a) A es un cuerpo.
b) Los tunicos ideales de A son 0 y A.

¢) Todo homomorfismo de anillos A — B es inyectivo.

Un elemento a € A es regular si y sdlo si la relacion ab =0 con b € A implica b = 0 (por este
motivo, los elementos no requlares se suelen llamar divisores de cero).

A es un dominio si y sélo si, para cualesquiera a,b € A no nulos, se tiene ab # 0.
Todo subanillo de un dominio es un dominio.

La caracteristica de un dominio es cero o un numero primo.

Ejemplos 1.35. Dominios y cuerpos.

1.

Los anillos Q, R y C son cuerpos y Z es un dominio que no es un cuerpo (aunque es subanillo de
un cuerpo).

Para n > 2, el anillo Z,, es un dominio si y sélo si es un cuerpo, si y sélo si n es primo (jpor qué?).

Si m € Z no es un cuadrado entonces Z[y/m] es un dominio (subanillo de C) que no es un cuerpo
(el 2 no tiene inverso). Sin embargo, Q[/m] si que es un cuerpo; de hecho, si a + by/m # 0,
entonces ¢ = (a + by/m)(a — by/m) = a®> — b*m es un ntimero racional no nulo (;por qué?) y
aq~! — bg~1y/m es el inverso de a + by/m.

Un producto de anillos A x B nunca es un dominio, pues (1,0)(0,1) = (0, 0).

Los anillos de polinomios no son cuerpos, pues la indeterminada genera un ideal propio y no nulo.

Por otra parte, A[X] es un dominio si y sélo si lo es A. Una implicacién es clara, pues A es un
subanillo de A[X]. La otra se sigue del siguiente resultado, interesante en si mismo, que el lector
puede intentar demostrar (véase el Lema 2.1): Si A es un dominio y P, @ son polinomios de A[X]
de grados n y m, entonces el grado del producto PQ es n+ m.

Definicién 1.36. Sean A un anillo e I un ideal propio de A.
Se dice que I es maximal si no estd contenido en ningin ideal propio (excepto en si mismo).
Se dice que I es primo si, para todo a,b € A, la relacion ab € I implicaa €I 6be I.

Proposicién 1.37. Sean A un anillo e I un ideal propio de A. Entonces:

1

2
3
4
5

I es mazimal precisamente si A/I es un cuerpo.

I es primo precisamente si A/I es un dominio.

Si I es mazimal entonces es primo.

A es un cuerpo precisamente si el ideal 0 es mazximal.

A es un dominio precisamente si el ideal 0 es primo.

Demostracion. El apartado 1 es consecuencia inmediata del primer apartado de la Proposicién 1.34 y
del Teorema de la Correspondencia 1.15. Para ver 2, supongamos que I es primo y sean a+ I,b+ I dos
elementos no nulos de A/I; entonces a,b & I y por lo tanto ab € I, luego (a+I)(b+1) =ab+1#0
y en consecuencia A/I es un dominio. El reciproco se demuestra usando la misma idea, y el resto de
apartados se deducen de estos dos y de la Proposicién 1.33. O
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Proposicion 1.38. Todo ideal propio de un anillo estd contenido en un ideal mazximal.

Demostracién. Sea I un ideal propio de A y sea €2 el conjunto de los ideales propios de A que contienen
a I. Obsérvese que la unién de una cadena I; C I, C I3 C ... de elementos de €2 es un ideal, que ademés
es propio, pues si no lo fuera, contendria a 1 y por tanto algiun I,, contendria a 1 en contra de que todos
los I,, son ideales propios. Aplicando el Lema de Zorn deducimos que {2 tiene un elemento maximal que
obviamente es un ideal maximal de A. [

A continuacion estudiamos algunas propiedades de los ideales primos y maximales.

1.6. El cuerpo de fracciones de un dominio

En esta seccién vamos a ver que todo dominio D es un subanillo de un cuerpo. De hecho existe
un cuerpo que, en cierto sentido, es el menor cuerpo que contiene a D. Dicho cuerpo es tnico salvo
isomorfismos y se llama el cuerpo de fracciones de D. Comenzaremos con la construccién de ese cuerpo,
que es una traduccion literal de la construccion de Q a partir de Z, y analizaremos entonces sus
propiedades. En realidad, la construccién del cuerpo de fracciones es parte de una construccién mas
general, que presentaremos al final de la seccién en una serie de ejercicios.

En esta seccién, D representard un dominio. Un subanillo de un anillo A que sea un cuerpo se llama
un subcuerpo de A, y un homomorfismo de anillos entre dos cuerpos (que ha de ser inyectivo por la
Proposicién 1.34) se llama homomorfismo de cuerpos.

La idea de la construccién es la de formar un cuerpo Q(D) cuyos elementos sean “fracciones” del
tipo a/b con a,b € D y b # 0. De este modo, D estard contenido en Q(D) (identificando cada elemento
a de D con la fraccién a/1), y los elementos no nulos de Q(D) serén invertibles, pues si a,b € D\ {0, },
entonces b/a serd el inverso de a/b. Por supuesto, hay que definir con més rigor las fracciones y hay que
dotar a Q(D) de una estructura de cuerpo. El primer problema que se presenta, si pensamos en el caso
D=7y QD) =Q, es el hecho de que dos fracciones aparentemente distintas pueden representar el
mismo elemento, como en el caso 10/15 = 2/3. Esto se resuelve identificando ciertas fracciones mediante
una relacién de equivalencia, y este serd el primer paso en nuestra construccion.

Sean S = D\ {0} y X = D x S. Definimos en X la relacién binaria

(a1,51) ~ (a2, s2) & a152 = as;

que, como el lector comprobara facilmente, es una relacién de equivalencia. La clase de equivalencia de

(a, s) se denota por a/s o por <, y el conjunto cociente X/ ~ (es decir, el conjunto de las clases de

equivalencia para esa relacién) por Q(D). Dotamos a Q(D) de una estructura de anillo con las siguientes

operaciones:

ai n az G152+ az81 ar a2  apaz (1.1)
s1 82 5182 s182  S182 '

Hay que asegurarse de que esas definiciones no dependen de los representantes elegidos para cada
fraccién. Es decir, si a1/s1 = b1/t1 y aa/s2 = ba/ta, hay que comprobar que se obtiene la misma suma
y el mismo producto si aplicamos las férmulas a a1/s1 y as/s2 que si se las aplicamos a by /t; y by /to.
Las igualdades anteriores significan que a1t; = b1S1 y aste = basa, de donde

(a182 + ags1)(t1te) = a1satits + agsitita = bySasita + basit1se = (bita + baty1)(s152)

y por tanto @s2taesy — bitatbali  Fgto demuestra que la suma estd bien definida, y con el producto se
5182 tita )

procede de modo analogo.

Lema 1.39. Dados a,b,s,t € D con s,t # 0, entonces:



22

1. El neutro para la suma es 0/1. Ademds, la igualdad a/s = 0/1 se verifica si y sdlo si a = 0.

2. El neutro para el producto es 1/1. Ademds, la igualdad a/s = 1/1 se verifica si y sdlo si a = s.
3. Se tiene at/st = a/s.

4. La igualdad a/s = b/s se verifica si y sdlo si a =b.

5. La definicion de suma se simplifica cuando hay “denominador comin”: a/s+b/s = (a +b)/s.

Usando adecuadamente el Lema 1.39, la comprobacién de que Q(D) es un cuerpo es rutinaria.
Demostramos como ejemplo la propiedad distributiva, y dejamos el resto para el lector:

a (b n by _a bita + boty . abits + abaty . abits abaty . aby n abs ab; n a by
B B styto  stity sttty sty sty sty sty

s \t1 t S t1to -
Definicién 1.40. El cuerpo Q(D) se llama cuerpo de fracciones o cuerpo de cocientes del dominio D.
Ejemplos 1.41. Cuerpos de fracciones.
1. Obviamente, Q es el cuerpo de fracciones de Z.

2. Supongamos que un anillo de polinomios A[X] es un dominio (lo que ocurre precisamente si A
es un dominio por los Ejemplos 1.35). Su cuerpo de fracciones se suele denotar por A(X) y se
llama el cuerpo de las funciones racionales sobre A. Sus elementos son fracciones del tipo P/Q
con P,Q € A[X], que se suman y se multiplican de forma natural.

Usando el Lema 1.39, es sencillo ver que la aplicaciéon v : D — Q(D) dada por u(a) = a/1 es
un homomorfismo inyectivo de anillos, lo que nos permite ver a D como un subanillo de Q(D) si
identificamos cada elemento a de D con la fraccién a/1 de Q(D). El par (Q(D), u) verifica una interesante
propiedad:

Proposicién 1.42. Sean D un dominio, Q(D) su cuerpo de fracciones y v : D — Q(D) la aplicacion
dada por u(a) = a/1. Entonces:

1. (Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones) Para toda pareja (K, f) formada por un
cuerpo Ky un homomorfismo inyectivo de anillos f : D — K, existe un uinico homomorfismo de
cuerpos f: Q(D) — K tal que fou = f. Se dice que f completa de modo tnico el diagrama

K

f b
T

D Q(D)

2. Si dos homomorfismos de cuerpos g,h : Q(D) — K coinciden sobre D entonces son iguales. Es
decir, st gou = howu entonces g = h.

3. Q(D) estd determinado salvo isomorfismos por la Propiedad Universal. Explicitamente: suponga-
mos que existen un cuerpo F y un homomorfismo inyectivo de anillos v : D — F tales que, para
todo cuerpo K y todo homomorfismo inyectivo de anillos f : D — K, existe un inico homomor-
fismo de cuerpos f : F — K tal que f ov = f. Entonces existe un isomorfismo ¢ : F — Q(D) tal
que pov = u.
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Demostracion. 1. Sea f : D — K como en el enunciado. Si f:Q(D) — K es un homomorfismo de
cuerpos tal que fou = f entonces, para todo a/s € Q(D), se verifica

fla/s) = flu(@)u(s)™") = (fou)(a)(f ou)(s)™" = fla)f(s)™"

Esto prueba que el tinico homomorfismo de cuerpos f : Q(D) — K que puede satisfacer fou = f tiene
que venir dada por f(a/s) = f(a)f(s)~!. Sélo falta comprobar que la aplicacién f asi dada estd bien
definida y es un homomorfismo. Si a;1/s; = az/s2 entonces a182 = azs1, luego f(a1)f(s2) = f(az)f(s1)
y, por tanto, f(ai)f(s1)™' = f(as)f(s2)~'. Esto prueba que f estd bien definido. Dejaremos que el
lector compruebe que es efectivamente un homomorfismo.

2. Si ponemos f =gou = howu : D — K, los homomorfismos g y h completan el diagrama del
apartado 1. Por la unicidad se tiene g = h.

3. Seav: D — F como en el enunciado. Aplicando 1 encontramos un homomorfismo @ : Q(D) — F
tal que U ou = v, y aplicando la hipétesis de 3 encontramos un homomorfismo @ : F — Q(D) tal que
% ov = u. Entonces la composicién @ o v : Q(D) — Q(D) verifica (2o ?)ou =a@ov = u, y por 2 se
obtiene % o ¥ = 1g(p). En particular u es suprayectiva, y como es inyectiva por ser un homomorfismo
de cuerpos, ¢ = 4 es el isomorfismo que buscamos. [J

La Propiedad Universal permite afirmar que Q(D) es “el menor cuerpo que contiene a D” en un
sentido que se hace explicito en el siguiente resultado:

Proposicion 1.43. Sea D un dominio. Si K es un cuerpo y f : D — K es un homomorfismo inyectivo
de anillos, entonces K contiene un subcuerpo isomorfo a Q(D).

Demostracién. Por la propiedad universal del cuerpo de fracciones existe un homomorfismo de cuerpos
f:Q(D)— K,y como f es inyectiva, Im f es un subcuerpo de K isomorfo a Q(D). O

Ejemplo 1.44. El cuerpo de fracciones de Z[\/m).

Sea m un ndmero entero que no es un cuadrado, y sea f : Z[y/m] — C la inclusién. Si f es como

en la demostracién de la Proposicién 1.43, entonces Im f es el cuerpo de fracciones de Z[y/m]. Un

elemento genérico de Im f es de la forma z = Zis\/‘/g, con a,b,c,d € Z y c+ dy/m # 0. Si ponemos

t = (c+ dv/m)(c — dy/m) # 0 entonces t = ¢ — d*m € Z, y asi

a+bym (a+bym)(c—dym) r+sym 1 s
*¥+¥\/7%7

c+dym t t

donde 7,5 € Z, y por tanto x € Q[/m]. Esto demuestra que Im f C Q[y/m], y el otro contenido es

at+bsy/m

o a b .
claro, pues un elemento genérico ¢ + 7/m de Q[/m] se reescribe como =

En conclusién, el cuerpo de fracciones de Z[/m] es Q[v/m].
Un interesante corolario de la Proposicién 1.43 es el siguiente:

Corolario 1.45. Todo cuerpo K posee un subcuerpo K', llamado el subcuerpo primo de K, que
estd contenido en cualquier otro subcuerpo de K (es decir, K' es “el menor subcuerpo de K”). Si
la caracteristica de K es un entero primo p, entonces K' es isomorfo a Zy; en caso contrario K' es
isomorfo a Q.

Demostracién. Si la caracteristica es un primo p entonces el subanillo primo de K (isomorfo a Z,) es
ya un cuerpo, y contiene a cualquier subcuerpo (de hecho, a cualquier subanillo) de K.

En otro caso, al ser K un cuerpo, la caracteristica es cero; es decir, el homomorfismo de anillos
f :Z — K es inyectivo. El cuerpo de fracciones de Z es Q, y el homomorfismo de cuerpos f : Q — K que
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nos da la Propiedad Universal viene dada por f(n/m) = f(n)f(m)~'. Como f es inyectivo, K’ =Im f
es un subcuerpo de K isomorfo a Q, y ahora basta ver que K’ est4 contenido en cualquier subcuerpo F
de K. Dado un tal F, se tiene f(m) € F para cadam € Z, y si m # 0 entonces f(m) # 0y f(m)~! € F.
Por tanto, para cada n/m € Q se tiene f(n/m) = f(n)f(m)~! € F, lo que demuestra que K’ C F. [

1.7. Divisibilidad

Definicién 1.46. Sea A un anillo y sean a,b € A. Se dice que a divide a b en A, o que a es un divisor
de b en A, o que b es un miultiplo de a en A, si existe ¢ € A tal que b = ac.

Para indicar que a divide a b en A escribiremos a | b en A. Si el anillo A estd claro por el contexto
escribiremos simplemente a | b.

Obsérvese que la nocién de divisibilidad depende del anillo. Por ejemplo, si a es un entero diferente
de 0, entonces a divide a todos los niimeros enteros en Q, pero no necesariamente en Z.

Lema 1.47. Si A es un anillo y a,b,c € A entonces se verifican las siguientes propiedades:
1. (Refleziva) a | a.

(Transitiva) Si a | b y b | c, entonces a | c.

al0yl]a.

0]a siysdlosia=0.

AR S

a |l siy sdlo sia es una unidad; en este caso a | x para todo x € A (es decir, las unidades dividen
a cualquier elemento).

6. Sia|byalcentoncesa|rb+ sc para cualesquiera r,s € A (y en particular a |b+c,a|b—cy
a | rb para cualquier r € A). Mds generalmente, si a divide a ciertos elementos, entonces divide a
cualquier combinacion lineal suya con coeficientes en A.

7. Si A es un dominio, ¢ # 0 y ac | be, entonces a | b.

Definicién 1.48. Dos elementos a y b de un anillo A se dice que son asociados si se dividen mutua-
mente; es decir, sia|b yb|a. Cuando no esté claro por el contexto en qué anillo estamos trabajando,
hablaremos de elementos asociados en A.

Por ejemplo, una unidad es lo mismo que un elemento asociado a 1.

Es elemental ver que “ser asociados” es una relacion de equivalencia en A, y que dos elementos son
asociados si y sélo si tienen los mismos divisores, si y sélo si tienen los mismos muiltiplos. Por lo tanto,
al estudiar cuestiones de divisibilidad, un elemento tendra las mismas propiedades que sus asociados.

La siguiente caracterizacién de la relacién “ser asociado” en un dominio serd importante (y por
motivos como éste pronto empezaremos a suponer sistemdaticamente que los anillos que aparecen son
dominios):

Lema 1.49. §i D es un dominio entonces a,b € D son asociados en D si y solo si existe una unidad
u € D* tal que b = au.

Sabemos que cualquier elemento a de un anillo A es divisible por sus asociados y por las unidades
de A, y que si a divide a uno de los elementos b 6 ¢ entonces divide a su producto bc. A continuacion
estudiamos los elementos que verifican “los reciprocos” de estas propiedades. A menudo consideraremos
elementos a de un anillo A que no son cero ni unidades, lo que sintetizaremos en la forma 0 # a € A\ A*.



25

Definicién 1.50. Diremos que un elemento a del anillo A es irreducible si 0 # a € A\ A* y la relacidén
a =bc en A implica que b € A* 6 ¢ € A* (y por lo tanto que uno de los dos es asociado de a).
Diremos que a es primo si 0 # a € A\ A* y la relacién a | bc en A implica que a | b 6 a | c.
Ambas nociones dependen del anillo ambiente, y si éste no estd claro por el contexto hablaremos de
irreducibles y primos “en A”.

Proposiciéon 1.51. En un dominio A todo elemento primo es irreducible.
El reciproco no se verifica en general, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.52. Irreducible no implica primo.

En el anillo Z[y/—5] hay elementos irreducibles que no son primos. Comencemos observando que el
cuadrado del médulo de un elemento a + bv/—5 de Z[\/=5], con a,b € Z es |a + by/—5|*> = a® + 5b°.
Eso implica que si z|y en Z[y/—5], entonces |z|?> divide a |y|> en Z. Por otro lado los cuadrados en
Zs son 0+ (5) y &1 + (5), y que por lo tanto la congruencia a® = +2 mod 5 no tiene solucién. Esto
implica que en Z[y/—5] no hay elementos cuyo médulo al cuadrado valga 2, 3 6 12 (;por qué?). Sea
ahora x € Z[v/=5| con |z|> = 4; si y | x entonces |y|? divide a |z|? = 4, en Z y, por lo tanto, |y|? vale 1,
2 6 4: En el primer caso y = 1 es una unidad, el segundo es imposible y en el tercero y es asociado de
x (¢por qué?), y en consecuencia z es irreducible. De igual modo se ve que los elementos con médulo 6
6 9 son irreducibles, y en particular lo son todos los factores de la igualdad

2-3=(14++v=5)(1—+v-5).

Pero ninguno de ellos es primo: por ejemplo de la igualdad se deduce que 2 | (14 +/—5)(1 —+/=5), y es
claro que 21 (1 ++/—=5) y 21 (1 — v/—5).

Todas las nociones de divisibilidad que hemos presentado pueden reenunciarse en términos de los
ideales principales generados por los elementos involucrados.

Lema 1.53. Si D es un dominio y a,b € D entonces se verifican las siguientes propiedades:
1. a =0 precisamente si (a) = 0.
2. a € D* precisamente si (a) = D.
3. a | b precisamente si (b) C (a) (o sib € (a)).
4. a y b son asociados precisamente si (a) = (b).
5. a es primo precisamente si (a) es un ideal primo no nulo de D.

6. a es irreducible precisamente si (a) es mazimal entre los ideales principales propios no nulos de
D; es decir, a # 0 y (a) C (b) C D implica (a) = (b).

En vista de estos resultados, las nociones sobre divisibilidad se manejardn facilmente en dominios
en los que todos los ideales son principales.

Definicién 1.54. Un dominio de ideales principales, o DIP (PID, en la literatura en inglés), es un
dominio en el que todos los ideales son principales.

Proposicién 1.55. Si D es un DIP y 0 # a € D\ D*, las siguientes condiciones son equivalentes:
1. a es irreducible.

2. (a) es un ideal mazimal.
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3. A/(a) es un cuerpo.
4. a es primo.

5. (a) es un ideal primo.
6. A/(a) es un dominio.

Demostracion. La equivalencia entre 1, 2 y 3 es consecuencia de la Proposiciéon 1.53 y de la Proposi-
cién 1.37, y lo mismo puede decirse de la equivalencia entre 4, 5 y 6. También de la Proposicién 1.37 se
deduce que 2 implica 5. Finalmente, 4 implica 1 por la Proposicién 1.51. [J

El Ejemplo prototipico de DIP es el anillo Z de los nimeros enteros. En el Tema 2 apareceran otros
dominios de ideales principales.

Definicién 1.56. Sea D un dominio. Una factorizacién en producto de irreducibles de un elemento a
de D es una expresion del tipo

a=1upy---Pn

donde n € N, u es una unidad de D y p1,...,pn son irreducibles de D (se admite la posibilidad de
que sea m = 0, en cuyo caso la factorizacion se reduce a a = u). Diremos que D es un dominio de
factorizacion si todo elemento no nulo de D admite una factorizacion en producto de irreducibles.

Dos factorizaciones de a € D en producto de irreducibles se dice que son equivalentes si solo se
diferencian en el orden y en asociados. Dicho con mds rigor, las factorizaciones

a=upy---Pn =941 qm

(con u,v € D* y el resto de factores irreducibles) son equivalentes si n = m y existe una permutacién
o de Ny, (una biyeccion de N,, = {1,2,...,n} en si mismo) tal que p; y qy;y son asociados para cada
it =1,...,n. Diremos que D es un dominio de factorizacién dnica ¢ DFU (UFD, en inglés) si es un
dominio de factorizacion en el que, para cada 0 # a € D, todas las factorizaciones de a son equivalentes.

Comenzamos observando que, sobre un DFU, los elementos irreducibles coinciden con los primos, por
lo que podemos hablar indistintamente de factorizaciones en irreducibles o factorizaciones en primos.

Lema 1.57. Si D es un DFU, entonces todo elemento irreducible de D es primo.

Demostracion. Sea p € D irreducible, y sean a,b,t € D tales que pt = ab. Se trata de ver que
pladép|b Sit=wupr - pn,a=vg1" Gnyb=wry--rg son factorizaciones en irreducibles (con
u,v,w € D*), entonces se tiene

upp - pn = (VW)q1 -+ Gmr1 - T,
y por la unicidad de la factorizacién p es asociado de algun ¢; (v entonces p | a) o de algin r; (y entonces
pl|b). O
Proposicion 1.58. Para un dominio D, las condiciones siguientes son equivalentes:
1. D es un dominio de factorizacion unica.

2. D es un dominio de factorizacion en el que todo elemento irreducible es primo.
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Demostracion. 1 implica 2. Por la definicién de DFU y por el Lema 1.57.

2 implica 1. Por hipdtesis, todo elemento no nulo de D se factoriza como un producto de primos,
y podemos demostrar la unicidad de tales factorizaciones adaptando la demostraciéon del Teorema
Fundamental de la Aritmética. En efecto, sean upy - - - p, = vq1 -+ ¢m, con p; y g; irreducibles para todo
i, y u,v € D*. Suponemos que n < m y razonamos por induccién sobre n. Si n = 0 entonces m = 0,
ya que los divisores de unidades son unidades, y no hay nada que demostrar. Supongamos que n > 0 vy,
la hipétesis de induccién. Por hipdtesis, p, es primo, luego divide a algin ¢; y de hecho son asociados
(;por qué?); ademds, reordenando si es necesario, podemos suponer que i = m. Es decir, existe una
unidad w tal que ¢,, = wp,. Entonces

upy - Pn-1= (vw)q1 o qm—1-

Por hip6tesis de induccién se tiene n—1 = m—1 (luego n = m) y existe una biyeccién 7 : {1,...,n—1} —
{1,...,n — 1} tal que p; y ¢,(; son asociados para cada i = 1,...,n — 1. Ahora es evidente que 7 se
extiende a una permutacién o de N, tal que p; y ¢,(;) son asociados para cada ¢ = 1,...,n, y por lo

tanto las factorizaciones iniciales son equivalentes. [

Teorema 1.59. Todo dominio de ideales principales D es un dominio de factorizacion unica.

Demostracion. Por las Proposiciones 1.58 y 1.55, basta con demostrar que D es un dominio de
factorizacién. Por reduccién al absurdo suponemos que D no lo es, y vamos a construir, por recurrencia,
una sucesion aj, as, ... de elementos de D que no admiten factorizacién y tales que (a1) C (a2) C ---
es una cadena estrictamente creciente de ideales de D. Para el primer paso simplemente elegimos un
elemento arbitrario a; de D que no admita factorizacion en irreducibles. Supongamos ahora que hemos
elegido aq, ..., a, satisfaciendo las condiciones requeridas. Entonces a,, no es irreducible, luego existen
xz,y € D\ D* tales que a,, = xy. Como a, no es producto de irreducibles, al menos uno de los
factores x 6 y (digamos que z) no es producto de irreducibles. Entonces, poniendo a,1 = x, tenemos
(an) C (ap41) con la inclusién estricta porque y no es una unidad.

Una vez construida la sucesién (a;), tomamos I = (a1, as,...) = Usez+(a;) (dejamos que el lector
compruebe la igualdad anterior). Como D es un DIP, existe z € D tal que I = (x); en particular
x € I = Ujez+(a;) y por tanto existe un indice i tal que = € (a;); como es claro que a; € (z), se
tiene (a;) = (z) = I y por lo tanto (a;) = (ai4+1), en contra de la construccién realizada. Este absurdo
concluye la demostracion. [J

El reciproco del Teorema 1.59 es falso; en el siguiente capitulo veremos que Z[X] es un DFU que no
es un DIP.

1.8. Problemas

1. Demostrar los lemas 1.2, 1.3, 1.11, 1.14, 1.39, 1.47, 1.49 y 1.53 y las Proposiciones 1.12, 1.14 y
1.34.

2. Sea m € Z. Demostrar que si m no es un cuadrado en Z, entonces tampoco es un cuadrado en Q.

3. Sin es un entero positivo, demostrar que los ideales de Z,, son precisamente los de la forma mZ,,
donde m es un divisor positivo de n, y ademds mZ, estd contenido en m'Z, si y sélo si m’ divide
a m.

4. Sean a y b dos elementos de un anillo. Demostrar que ab es un divisor de cero precisamente si a
6 b es un divisor de cero.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sea A un anillo finito. Demostrar que todo elemento de A es o divisor de cero o unidad. Deducir
que todo dominio finito es un cuerpo.

Decimos que d € Z es libre de cuadrados si p?> no divide a d para ningiin ntimero primo p (en
particular 1 es libre de cuadrados). Demostrar que para todo m € Z existe un d € Z libre de
cuadrados tal que Q[y/m] = Q[v/d]. {Ocurre lo mismo si cambiamos Q por Z?

Sean A y B dos anillos. Describir los ideales de A x B en funcién de los ideales de A y de B.
Determinar todos los ideales de Z1o X Z1s.

Si I, J y K son ideales de un anillo A, demostrar que:

a) I(JNK)CIJNIK.
b) 1J = JI.

¢) I(JK) = (IJ)K
d) I(J+K)=1J+IK.
)

e) TA=1.

Comprobar que la hipétesis de suprayectividad en el apartado 11 de la Proposicién 1.17 no es
superflua; es decir, dar un ejemplo de un homomorfismo de anillos f : A — B y un ideal I de A,
tal que f(I) no es un ideal de B.

Demostrar que si f : A — B es un homomorfismo suprayectivo de anillos y todos los ideales del
anillo A son principales entonces todos los ideales de B son principales.

Sea a € R. ;Qué se deduce al aplicar el Primer Teorema de Isomorfia al homomorfismo R[X] — R,
dado por P(X) — P(a)? ;Y qué se deduce al aplicarlo al homomorfismo R[X] — C, dado por
P(X)w— P>i)?

Sea f : A — B un homomorfismo suprayectivo de anillos. Demostrar que existe una correspon-
dencia biunivoca, que conserva la inclusion, entre el conjunto de los ideales de B y los ideales de
A que contienen a Ker f.

Demostrar el reciproco del Teorema Chino de los Restos para anillos; es decir, probar que si
Ii,..., I, son ideales de un anillo A tales que la aplicacién f: A — [[I_, A/I;, dada por f(a) =
(a+I1,...,a+I,) es suprayectiva, entonces I; + I; = (1), para todo i # j.

Si I es un ideal propio del anillo A, las biyecciones del Teorema de la Correspondencia llevan ideales
maximales (respectivamente primos) de A que contienen a I a ideales maximales (respectivamente
primos) de A/I, y viceversa.

Sea f: A — B un homomorfismo de anillos. Demostrar que:

a) Si p es un ideal primo de B, entonces f~!(p) es un ideal primo de A.

b) En general, no se verifica el resultado andlogo para ideales maximales. (Indicacién: Considerar
la inclusién de Z en Q.)

. , . , . . ., n
Sea A un anillo cuya caracteristica es un niimero primo p. Demostrar que la aplicaciéon x +— aP
es un endomorfismo de A para todo n € N.

Demostrar que, si K es un cuerpo finito con un subcuerpo F, entonces el cardinal de K es una
potencia del cardinal de F'. (Indicacién: Considerar K como espacio vectorial sobre F'). Deducir
que:



18.
19.

20.

21.

22.

23.
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a) El cardinal de cualquier cuerpo finito es una potencia de un nimero primo. (Indicacién:
Considerar el subanillo primo de K.)

b) Si K es un cuerpo finito con un subcuerpo F, entonces existen un nimero primo p y enteros
positivos n y m tales que n | m, |F| =p" y |K| = p™.

Determinar los automorfismos de C que cumplen f(z) = z, para todo x € R.

Demostrar que el tinico automorfismo de R es la identidad. (Indicacién: Un automorfismo de R
debe fijar los nimeros racionales y conservar el orden.)

Sea A un anillo de caracteristica n y sea m un nimero entero. ; Cuantos homomorfismos de anillos
Ly, — A existen? jCudntos homomorfismos de anillos Z,, — Z,, existen?

Sea D un dominio y sea @ su cuerpo de fracciones. Demostrar que:
a) Si D’ es un subanillo de D con cuerpo de fracciones @', entonces @) contiene un subcuerpo
isomorfo a Q’.

b) Si A es un subanillo de ) que contiene a D, entonces @) es un cuerpo de cocientes de A.
Demostrar que si D es un dominio entonces:

a) Un elemento 0 # a € D \ D* es irreducible si y sélo si sus tnicos divisores son sus asociados
y las unidades. Si D no es un dominio se verifica el “sélo si”. En A = Zg el “si” falla para
a=4+(6).

b) Si dos elementos son asociados, entonces uno es irreducible (respectivamente primo) si y sélo
si lo es el otro.

Sean A un anillo, S un subconjunto de A y a,b,d, m € A. Demostrar que:

a) Las condiciones siguientes son equivalentes:
1) m es multiplo de cada elemento de S, y si un elemento x € A es multiplo de cada
elemento de S entonces x es multiplo de m.
2) Un elemento z € A es multiplo de cada elemento de S si y sélo si es multiplo de m.
En este caso se dice que m es un minimo comun maultiplo de S, y otro elemento es un minimo
comin multiplo de S si y sélo si es asociado de m. Escribiremos m = mem(S), entendiendo

que tal elemento (si existe) es tinico salvo asociados. Asimismo, hablaremos de el minimo
comun multiplo de S, con el mismo significado de unicidad salvo asociados.

b) Las condiciones siguientes son equivalentes:

1) d divide a cada elemento de S, y si un elemento z € A divide a cada elemento de S
entonces x divide a d.
2) Un elemento = € A divide a cada elemento de S si y sélo si divide a d.
En este caso se dice que d es un mdzimo comun divisor de S, y otro elemento es un maximo
comun divisor de S si y sélo si es asociado de d. Escribiremos d = med(.S), entendiendo que
tal elemento (si existe) es tnico salvo asociados.

¢) Sid es un divisor comin de los elementos de S y ademéds es combinacién lineal de elementos
de S; es decir, existen elementos s1,...,8, € Sy ai,...,a, € A tales que

d=a181+ -+ ansn, (1.2)

entonces d = med(S), y se dice que esta expresién es una identidad de Bezout para S.
Si existe una identidad de Bezout (1.2) con d = 1 entonces med(S) = 1.
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d) Se verifica 1 = mcd(S) si y sélo si los tnicos divisores comunes de los elementos de S son las
unidades de A. En este caso decimos que los elementos de S son coprimos. Si para cada par
de elementos distintos a,b € S se verifica med(a,b) = 1, decimos que los elementos de S son
coprimos dos a dos.

e) a|bsiy sélosia=med(a,b),siy sélosib=mecm(a,bd).
f) En particular, 1 = med(a, 1), mecd(a,0) = a =mcm(a,1) y 0= mem(a,0).
g) Si a es irreducible entonces med(a,b) = 1 siy sélo si a{b.

24. Demostrar las siguientes propiedades para d y m dos elementos de un dominio D y .S un subcon-
junto de D.

a) d = mcd(S) precisamente si (d) es minimo entre los ideales principales que contienen a S (o
al ideal generado por 5).

En particular, si (S) es un ideal principal entonces cualquier generador suyo es un maximo
comun divisor de S, y ademas existe una identidad de Bezout para S.

b) m = mem(S) siy sélo si (m) = Nses(s).
En consecuencia, mem(.S) existe si y sélo si el ideal Nseg(s) es principal, y entonces cualquier
generador de Ngeg(s) es un minimo comin miltiplo de S.

25. Sea D un DIP y sean S un subconjunto de D y a,b,c € D. Demostrar

a) S tiene un minimo comtn multiplo.
b) S tiene un mdximo comun divisor d y ademds existe una identidad de Bezout para S.

¢) El elemento d es un maximo comun divisor de aq,...,a, si y sblo si d | a; para cada
i=1,...,nyexisten r,...,r, € D tales que

riay + -+ rpa, =d.
d) Los elementos aq, ..., a, son coprimos si y sélo si existen r1,...,7, € D tales que
ray + - +rpan = 1.

Si d = med(a, b), entonces med(%, %) = 1.

(8]

(
f) Simed(a,b) = med(a, ¢) = 1, entonces med(a, be) = 1.
9 )=
h) Simcd(a,b) =1,a|cyb|c, entonces ab | c.

)
)
) Si med(a,b) =1y a|bc, entonces a | c.
)
)

i) aby mcd(a,b)mema, b] son asociados.
26. En este ejercicio todas las propiedades de divisibilidad se refieren al anillo Z[v/—5]. Demostrar

a) 2y 14+/—5 son coprimos y sin embargo no hay una identidad de Bezout para {2,1++/—5}.
b) 2y 14 +/—5 no tienen minimo comun multiplo.
¢) No existe med(6,2(1 ++/—5))

27. Sean D un DFU y P un conjunto de representantes de los irreducibles de D por la relaciéon

de equivalencia “ser asociados”, es decir P esta formado por irreducibles de D y cada elemento
irreducible p de D es asociado de un tnico elemento de P.
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a) Demostrar que cada elemento a de D se puede escribir de forma tinica como a = u HpE p PP,
donde u es una unidad de D, cada o, > 0 y a;, = 0 para casi todo p € P. Llamaremos a esto
“la” factorizacién de a en irreducibles de P.

a:quap y b:UHpﬁP

peP peP

b) Demostrar que si

son las factorizaciones de a y b en irreducibles de P entonces a | b precisamente si o, < Gy,
para todo p € P.

¢) El ntmero de divisores de un elemento no nulo a de D es finito, salvo asociados. Es decir,

existe un conjunto finito F' tal que todos los divisores de a son asociados de un elemento de
F.

d) Obtener una férmula para calcular el nimero de divisores de a, salvo asociados, en términos
de una factorizacion de a.

e) Dar ejemplos de conjuntos P como los del ejercicio para Z y K[X] donde K es un cuerpo.

28. Demostrar que en un DFU todo conjunto finito tiene un maximo comin divisor y un minimo
comun multiplo.

29. Sea D un dominio. Una funcién euclidea en D es una aplicacién § : D\ {0} — N que cumple las
siguientes condiciones:
(DE1) Sia,be D\ {0} verifican a | b entonces d(a) < §(b).
(DE2) Dados a,b € D con b # 0, existen ¢, € D tales que a = bg+ r y o bien 7 = 0 o bien
5(r) < 4(b).

Un dominio euclideo es un dominio que admite una funcién euclidea.

a) Demostrar que las siguientes aplicaciones son funciones euclideas en los dominios que se
indican.

1) El valor absoluto en Z.
2) El médulo en el anillo Z[i] = {a + bi : a,b € Z}.
3) El grado en el anillo K[X] de los polinomios con coeficientes en un cuerpo K.

b) Demostrar que si § es una funcién euclidea en D entonces las siguientes condiciones son
equivalentes para a € D:

1) a es una unidad de D.

2) d(a) =4(1).

3) §(a) < (x), para todo x € D \ {0}.
¢) Calcular las unidades de Z[i].

d) Demostrar que todo dominio euclideo es un DIP.
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Capitulo 2

Polinomios

2.1. Anillos de polinomios

Sea A un anillo. En el Ejemplo 1.4.5 definimos el anillo de polinomios A[X] en una indeterminada
con coeficientes en A como el conjunto de las expresiones del tipo

P=P(X)=po+pX +p2X*+ - +p, X" (2.1)

donde n es un nimero entero no negativo y a; € A para todo i. Si P es como en (2.1), entonces
Do, P1,P2, - . se llaman coeficientes de P. M4és precisamente, p; X* se llama monomio de grado i del
polinomio P y p; se llama coeficiente del monomio de grado i de P. Obsérvese que P tiene infinitos
coeficientes, aunque todos menos un numero finito son iguales a 0. Dos polinomios son iguales si sus
coeficientes de los monomios del mismo grado son iguales. El polinomio cero o polinomio nulo es el
polinomio que tiene todos los coeficientes iguales a 0.

La suma y el producto en A[X] se definen

(a0 + a1 X +asX?+ )+ (bo+ 01 X +b2X?+ ) =co+ 1 X + X+,
donde cada ¢, = a, + by, ¥
(a0 +ar X +apX?+---) - (bo+ 01X +bo X2+ )=do+dy X +do X> +---,

donde cada d,, = agbp + a1bp—1 + -+ + an—1b1 + anby = Yy Aibn_;.

Sea A un anillo y sea p = >,y piX" € A[X] un polinomio no nulo de A[X]. Entonces, por definicién
de polinomio, el conjunto {i € N : p, # 0} no es vacio y estd acotado superiormente. Por tanto ese
conjunto tiene un maximo, al que llamamos grado del polinomio p y denotamos por gr(p). Es decir,

gr(p) = méx{i € N:p; # 0}.

El coeficiente de mayor grado, pgr(,), se conoce como el coeficiente principal de p, y diremos que p
es monico si su coeficiente principal es 1. Por convenio, consideramos que el polinomio 0 tiene grado
—oo y coeficiente principal 0. Es claro que los polinomios de grado 0 son precisamente los polinomios
constantes no nulos. A veces llamaremos lineales a los polinomios de grado 1, cuadrdticos a los de grado
2, cubicos a los de grado 3, etcétera.

Lema 2.1. Sip=ap+ a1 X+ -+ a, X" yqg=by+ 01 X + -+ b, X™ son polinomios de A[X], con
an # 0 # by, entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. gr(p+ q) < méx(gr(p), gr(q)), con la desigualdad estricta si y sélo sin =m y an + by, = 0.

33
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2. gr(pq) < gr(p) + gr(q), con igualdad si y sdlo si apby, # 0.

3. Siay, es regular (por ejemplo, si p es monico, o si A es un dominio), entonces se tiene
gr(pq) = gr(p) + gr(q)-

4. Las desigualdades de los apartados 1y 2 pueden ser estrictas (buscar un ejemplo cuando A = Zg ).

Demostraciéon. Ejercicio. [J

Una consecuencia inmediata del Lema 2.1 es:

Corolario 2.2. Un anillo de polinomios A[X]| es un dominio si y sdlo si lo es el anillo de coeficientes
A. En este caso se tiene A[X]* = A*; es decir, los polinomios invertibles de A[X] son los polinomios
constantes invertibles en A. En particular, los polinomios invertibles sobre un cuerpo son exactamente
los de grado 0, y A[X] nunca es un cuerpo.

Hemos observado que un anillo A es un subanillo del anillo de polinomios A[X], y por tanto la
inclusién u : A — A[X] es un homomorfismo de anillos. También es claro que el subanillo de A[X]
generado por Ay X es todo A[X]. Es decir, la indeterminada X y las constantes de A (las imagenes de
u) generan todos los elementos de A[X]. El siguiente resultado nos dice que A[X] puede caracterizarse
por una propiedad en la que sélo intervienen X y wu.

Proposicién 2.3. Sean A un anillo, A[X] el anillo de polinomios con coeficientes en A en la indeter-
minada X yu: A — A[X] el homomorfismo de inclusion.

1. (Propiedad Universal del Anillo de Polinomios, PUAP) Para todo homomorfismo de
anillos f : A — B y todo elemento b de B existe un tinico homomorfismo de anillos f : A[X] — B
tal que fou= f y f(X) =b. Se dice que f completa de modo tnico el diagrama

2. Si dos homomorfismos de anillos g, h : A[X] — B coinciden sobre A y en X entonces son iguales.
Es decir, sigou=hou y g(X)=h(X) entonces g = h.

3. A[X] y u estdn determinados salvo isomorfismos por la PUAP. Explicitamente: supongamos que
existen un homomorfismo de anillos v : A — P y un elemento T € P tales que, para todo
homomorfismo de anillos f : A — B y todo elemento b € B, existe un unico homomorfismo de
anillos f : P — B tal que fov = f y f(T) = b. Entonces existe un isomorfismo ¢ : A[X] — P
tal que pou=v y $(X)=T.

Demostracién. 1. Sean f : A — By b € B como en el enunciado. Si existe un homomorfismo
[ A[X] — Btal que fou= fy f(X)=b, entonces para un polinomio p = X", se tendrd

fp) = T(Z u(pn)X™) = Z f(pn)b".
neN neN

Por tanto, la aplicacién dada por f(p) = 3,y f(pn)b" es la tinica que puede cumplir tales condiciones.
El lector puede ahora comprobar que esta aplicaciéon f es un homomorfismo de anillos, y es elemental
ver que satisface fou= fy f(X)=0.
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2. Si ponemos f = gou = howu : A — B, los homomorfismos g y h completan el diagrama del
apartado 1. Por la unicidad se tiene g = h.

3.Seanv: A — Py T € P como en 3. Aplicando 1 y la hipdtesis de 3 encontramos homomorfismos
v:A[X]—> Pyu: P — A[X] tales que

vou=vy o(X)=T wov=uy uTl)=X.
Entonces la composicién wov : A[X]| — A[X] verifica
(@oT)ou=Tov=u y (@on)(X)=u(T)=X,

y por 2 se obtiene u 0¥ = 141x]. De modo andlogo, y observando que v y T verifican una condicién
similar a 2, se demuestra que vou = 1p, con lo que ¥ es el isomorfismo que buscamos. [

La utilidad de la PUAP estriba en que, dado un homomorfismo f : A — B, nos permite crear un
homomorfismo A[X] — B que “respeta” a f y que “se comporta bien” sobre un elemento b € B que nos
interese. Los siguientes ejemplos son aplicaciones de la PUAP a ciertos homomorfismos que aparecen
con frecuencia y son importantes tanto en este capitulo como en algunos de los siguientes (y en otras
muchas situaciones que no estudiaremos aqui).

Ejemplos 2.4. Aplicaciones de la PUAP.

1. Sean A un subanillo de B y b € B. Aplicando la PUAP a la inclusion A — B obtenemos un
homomorfismo Sy, : A[X] — B que es la identidad sobre A (decimos a veces que fija los elementos
de A) y tal que Sp(X) = b. Se le llama el homomorfismo de sustitucion (o de evaluacidon) en b. Dado
p = p(X) € A[X], escribiremos a menudo p(b) en vez de Sp(X). Podemos describir explicitamente
la accién de Sy en un polinomio:

Sp:AX] =B p(X)=)_pu X"~ Sp)=pb) =) pab™
neN neN

2. Sean A un anillo y a € A. Si en el ejemplo anterior tomamos B = A[X] y b = X + a, obtenemos
un homomorfismo A[X] — A[X] dado por

p(X) = p(X +a).
Este homomorfismo es un automorfismo cuyo inverso viene dado por p(X) — p(X —a) (por qué?).

3. Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo entre los correspondientes
anillos de polinomios: Aplicdndole la PUAP a la composicién de f con la inclusién B — B [X]
obtenemos f : A[X] — B[X] tal que f |a= fy f(X) = X. Explicitamente, dado p = >y pn X"
en A[X], se tiene

F0) =3 Fpa) X",

neN

Es facil ver que, si f es inyectivo o suprayectivo, entonces lo es f; como casos particulares de esta
afirmacion se obtienen los dos ejemplos siguientes:

4. Si A es un subanillo de B entonces A[X] es un subanillo de B[X].

5. Si I es un ideal del anillo A, la proyeccién 7w : A — A/I induce un homomorfismo suprayectivo
T A[X] — (A/I)[X]. Si ponemos @ = a + I, el homomorfismo 7 viene dado explicitamente por

7O paX") =) PaX".
neN neN
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A T se le llama el homomorfismo de reduccion de coeficientes médulo I. Su nicleo, que es un ideal

de A[X], consiste en los polinomios con coeficientes en I, y lo denotaremos por I[X]. Obsérvese
AlX]
A/DX] = ——.
ae (A4/D[X] = T
6. Sea A un subanillo de By sea S, : A[X] — B el homomorfismo de sustitucién en cierto elemento
b de B. Entonces Im S}, es el subanillo de B generado por AU {b}, y consiste en las “expresiones
polinémicas en b con coeficientes en A”; es decir, en los elementos de la forma

n
E aibl,
i=0

donde n € Ny a; € A para cada i. Este subanillo se suele denotar por A[b].

Por ejemplo, si A=Z, B=Cyb=+ym (6 b= # con m = 1 mod 4) para cierto m € Z,
la notacién anterior es compatible con la que se usé anteriormente (es decir, Z[/m| representa
el mismo subanillo atendiendo a cualquiera de las dos definiciones). Lo mismo ocurre si se toma

A=Q.

2.2. Raices de polinomios

Empezaremos esta secciéon con el siguiente lema. Recuérdese que consideramos el polinomio cero
como un polinomio de grado —oo.

Lema 2.5. Sea A un anillo y sean f,g € A[X]. Si el coeficiente principal de g es invertible en A,
entonces existen dos unicos polinomios q,r € A[X] tales que f = gq+r y gr(r) < gr(g).
En esta situacion, q y r se llaman cociente y resto de la division de f entre g.

Demostracién. Sea m = gr(g) y sea b el coeficiente principal de g que es invertible en A, por hipétesis.
Dado f € A[X] vamos a ver, por induccién en n = gr(f), que existen ¢,r € A[X] satisfaciendo las
propiedades del Lema. Si n < m podemos tomar ¢ = 0 y r = f. Supongamos pues que n > m y que
la propiedad se verifica si f se sustituye por un polinomio de grado menor. Si a es el término principal
de f, es claro que el polinomio f; = f — ab~ X" ™g € A[X] tiene grado menor que el de f. Por
hipétesis de induccién existen ¢1,r € A[X] tales que f1 = gg1 +r y r = 0 o gr(r) < m. Entonces
f=g9(qg +ab 1 X" ™) +r, lo que termina la demostracién de la existencia de cociente y resto.

En cuanto a la unicidad, supongamos que f = gq1 + 11 = gq2 + r2 con gr(r;) < gr(g) para cada
i =1,2. Como el término principal de g es regular, del Lema 2.1 se deduce que

gr(g) +gr(q1 — q2) = gr(g9(q1 — q2)) = gr(ra — r1) < méx{gr(rz),gr(r1)} < gr(g).

Luego gr(q1 — ¢2) < 0 y en consecuencia ¢; = ¢z, de donde r; = ry. O

Diremos que a € A es una raiz de f € A[X] si f(a) = 0 (es decir, si X —a divide a f). Por ejemplo,
0 es raiz de f si y sélo si f tiene coeficiente independiente 0, y cualquier elemento de A es raiz del
polinomio 0.

Proposicién 2.6. Sean A un anillo, a € A y f € A[X]. Entonces:
1. (Teorema del Resto) El resto de la divisién de f entre X —a es f(a).

2. (Teorema de Ruffini) f es divisible por X — a precisamente si f(a) = 0, es decir si a es una
raiz de f.
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Demostracién. Dividiendo f entre X — a tenemos f = ¢(X — a) + r con gr(r) < 1, por lo que r es
constante y asi 7 = r(a) = f(a) — ¢(a)(a — a) = f(a). Esto demuestra 1, y 2 es entonces inmediato. O

Fijemos a € A. Como, para cada k € N, el polinomio (X — a)* es ménico de grado k, se tiene
gr((X —a)*q) = k+gr(q) para cada g € A[X]. Por tanto, para cada f € A[X] no nulo, existe un mayor
m € N tal que (X —a)™ divide a f. Este entero m, que verifica 0 < m < gr(f), se llama la multiplicidad
de a en f. Por el Teorema de Ruffini, a es raiz de f precisamente si m > 1. Cuando m = 1 se dice que
a es una raiz simple de f, y cuando m > 1 se dice que a es una raiz maltiple de f.

Ejercicio 2.7. Sean A un anillo y a € A. Demostrar que el polinomio X — a es cancelable en A[X], y
deducir que m € N es la multiplicidad de a en f € A[X] si y sdlo si existe un polinomio q € A[X] con

f=(X—-a)"qyq(a) #0.

Cuando D es un dominio, del Teorema de Ruffini se deduce que X — a es primo para cualquier
a € D. Esto es esencial en la demostracion del siguiente resultado.

Proposicién 2.8 (Acotacién de raices). Sean D un dominio y 0 # f € D[X]. Entonces:

1. Siay,...,a, € D son distintos dos a dos y aq, ..., > 1 son enteros con cada (X — a;)*
entonces (X —a1)* -+ (X —a,)* | f. Por tanto >, oy < gr(f).

/5

2. La suma de las multiplicidades de todas las raices de f es menor o igual que gr(f). En particular,
el nimero de raices distintas de f es menor o igual que gr(f).

Demostracién. Es claro que basta con demostrar la primera afirmacién de 1, cosa que hacemos por
induccién en s = Y | a; con el caso s = 1 evidente. Cuando s > 1, usando la hipdtesis (X —aq1)** | f
y la hipétesis de induccién, sabemos que existen polinomios g y h tales que

g(X —a)™ = f=hX —a)" HX —a2)® - (X —a,)™".

Cancelando (X — a1)® ! y usando el hecho de que X — a; es primo y no divide a ningtin otro X — a;
(por qué?), deducimos que X — ay divide a h, y esto nos da el resultado. (J

Si D no es un dominio, siempre podemos encontrar un polinomio en D[X] para el que falle la
acotacién de raices (es decir, “con més raices que grado”). En efecto, si 0 # a,b € D y ab = 0, entonces
aX es un polinomio de grado 1 con al menos 2 raices, 0 y b. Otro ejemplo se obtiene considerando el
polinomio X2 — 1, que tiene 4 raices en Zg.

El siguiente corolario evidente de la Proposicién 2.8 se conoce como el principio de las identidades
polindomicas. Ya hemos comentado que su segundo apartado falla sobre cualquier anillo finito.

Corolario 2.9. Sea D un dominio, y sean f,g € D[X]. Entonces:

1. Si las funciones polinémicas f,g : D — D coinciden en m puntos, con m > gr(f) y m > gr(g),
entonces f =g (como polinomios).

2. Si D es infinito entonces dos polinomios distintos definen funciones polindmicas distintas en D.

La necesidad de la hipotesis de infinitud del dominio D en el Corolario 2.9 resulta obvia si observamos
que si K es un cuerpo (recuérdese que todo dominio finito es un cuerpo) entonces hay infinitos polinomios
con coeficientes en K pero sélo un numero finito de aplicaciones de K en K. Para un ejemplo explicito
recordemos el Pequeno Teorema de Fermat que afirma que si p es primo, entonces a? = a mod p. Eso
implica que todos los elementos del cuerpo Z/pZ son raices del polinomio no nulo X? — X.
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El siguiente concepto es ttil para calcular multiplicidades: Si A es un anillo, la derivada de P =
ap+ a1 X + -+ a, X" € A[X] se define como

D(P)ZP'=a1+2a2X+3a3X2+...+naan—1.

Obsérvese que la derivada no se ha definido a partir de ningin concepto topolégico, y por ejemplo
no es cierto en general que un polinomio con derivada nula sea constante (considérese por ejemplo
X" € Z,[X]). Sin embargo, esta derivada formal satisface las mismas propiedades algebraicas que la
derivada del Analisis.

Lema 2.10. Dados a,b € A y P,Q € A[X], demostrar que:
1. (aP+0Q) = aP' +bQ’.
2. (PQ) =P'Q+ PQ’.

3. (P") =npPrtpP.

Demostracién. Ejercicio. [

Proposicién 2.11. Una elemento a € A es una raiz miltiple de P € A[X] si y sdlo si P(a) = P'(a) = 0.

Demostracién. Ya sabemos que a es una raiz de P si y sélo si P(a) = 0. Si a es raiz simple se
tiene P = (X — a)Q para cierto @ € A[X] con Q(a) # 0, por lo que, del Lema 2.10 tenemos que
P'=Q+ (X —a)Q" y asi P'(a) = Q(a) # 0. Si a es raiz miltiple se tiene P = (X — a)%Q) para cierto
Q € A[X], por lo que P' =2(X —a)Q + (X —a)?Q’ y asi P'(a) = 0.0

En dominios de caracteristica cero, la idea de la demostracién anterior puede usarse para determinar
la multiplicidad de a en P (no sélo para decidir si a es simple o multiple). Para ello, necesitamos
considerar las derivadas sucesivas de un polinomio: Para cada n € N se define la derivada n-ésima P(")
de P € A[X], de forma recurrente, por las férmulas:

PO =p y phth— (p(n))/.

Proposicién 2.12. Sea D un dominio de caracteristica 0, y sean P € D[X] y a € D. Entonces la
multiplicidad de a en P es el menor nimero natural m € N tal que P (a) # 0.

Demostracion. Haremos induccién en la multiplicidad m de a en P, con el caso m = 0 claro. Sim > 1
entonces a es raiz de Py por tanto P = (X — a)@Q para cierto Q € D[X]. Entonces la multiplicidad de
aen Q es m — 1, y por hipétesis de inducciéon Q¥ (a) = 0 # Q™Y (a) para todo i < m — 1. Ademés,
para cada t > 1 se tiene

PO — Q=D 1 (X — ).

Ahora el lector podrd completar facilmente la demostracién. [

La hipdtesis sobre la caracteristica de D en la Proposicién 2.12 es necesaria. Por ejemplo, si p es un
niimero primo, K = Z, y P = XP, entonces P’ = 0 y asi P(")(0) = 0 para todo n.

No todos los polinomios con coeficientes en un anillo A tienen raices en A. Por ejemplo, los polinomios
de grado 0 no tienen ninguna raiz, y un polinomio lineal aX + b (con a # 0) tiene una raiz en A si
y s6lo si a divide a b. En particular, todo polinomio lineal sobre un cuerpo tiene una raiz, pero puede
haber polinomios de grado positivo sin raices: por ejemplo, X2 + 1 no tiene raices en R, y X> — 2 no
las tiene en Q.
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2.3. Divisibilidad en anillos de polinomios

La siguiente proposicién caracteriza cuando un anillo de polinomios es un DIP.
Proposicion 2.13. Para un anillo A, las condiciones siguientes son equivalentes:

1. A[X] es un dominio de ideales principales.

2. A es un cuerpo.

En este caso, un polinomio f € A[X] es irreducible (o primo) si y sdlo si gr(f) >0y f no es producto
de dos polinomios de grado menor; es decir, si una igualdad f = gh en A[X] implica que gr(g) = gr(f)
(y gr(h) =0) 6 gr(h) = gr(f) (y gr(g) =0).

Demostracion. 1 implica 2. Supongamos primero que A es un DIP. Eso implica que A es un dominio.
Ademés el polinomio X es un elemento irreducible de A[X]. De la Proposicién 1.55 se deduce que (X)
es un ideal maximal de A[X] y por tanto A ~ A[X]/(X) es un cuerpo.

2 implica 1. Supongamos ahora que A es un cuerpo y sea I un ideal de A diferente de 0. De todos
los elementos no nulos de I elegimos uno P de grado minimo y demostramos que I = (P). La inclusién
(P) C I estd clara. Para demostrar la otra inclusién razonamos por reduccién al absurdo, es decir
suponemos que I Z (P) y elegimos un elemento de F € T\ (P) de grado minimo. Del Lema 2.5
deducimos que existen Q, R € A[X] tales que F = QP + Ry gr(R) < gr(P), ya que R # 0, pues por
hipétesis F' ¢ (P). Eso implica que R = F — QP € I, en contra de la minimalidad del grado de P.

Dejamos que el lector demuestre la afirmacion sobre los polinomios irreducibles. [

Obsérvese que si a € Ay f € A[X] entonces a|f siy sélo si a divide a todos los coeficientes de A.
Lema 2.14. Sea D un dominio y sea p € D.

1. p es irreducible en D siy sdlo si lo es en D[X].

2. Sip es primo en D[X] entonces lo es en D.

3. Si ademds D es un DFU entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) p es irreducible en D.

(b) p es irreducible en D[X].

(c) p es primo en D.

(d) p es primo en D[X].
Demostracion. 1 y 2 son consecuencias casi inmediatas del Lema 2.1. Para demostrar 3 basta demostrar
(c) implica (d) pues ya sabemos que (d) implica (b) (Proposicién 1.51), que (a) y (c¢) son equivalentes,

(Lema 1.57) y (a) y (b) son equivalentes (apartado 1).
Supongamos por tanto que p es primo en D, y veamos que lo es en D[X]. Para ello, sean

a=ag+ -+ a, X" y b=bog+- - +b, X"

polinomios de D[X] tales que pfay ptb, y veamos que p{ ab. Por hipdtesis, existen un menor indice
i tal que p{a;, y un menor indice j tal que p { b;. El coeficiente de grado i + j de ab es

Citj = Qobiy; + -+ a;—1bj41 + azbj + ajp1bj_1 + -+ ai45bo,

y las condiciones dadas implican que p divide a todos los sumandos excepto a a;b;, por lo que p t ¢ciy;
y en consecuencia p{ ab. O
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En el resto de la secciéon D serd un DFU y K su cuerpo de fracciones.
Consideramos la funcién
v:D\ {0} =N

que a cada 0 # a € D le asocia el ntimero ¢(a) de factores irreducibles en la expresién de a como
producto de irreducibles de D, contando repeticiones. Por ejemplo, si D = Z entonces ¢(12) = 3 y
»(—80) = 5. Es claro que, si a,b € D \ {0}, entonces

plab) = p(a) +p(b) v  ¢la)=0&a€ D*.
Lema 2.15. Sia € D y f,g,h € D[X] verifican af = gh # 0, entonces existen g1, h1 € D[X] tales que

f=g1h, gr(g1) = er(g), gr(h1) = gr(h).

Demostracién. Razonamos por induccién en ¢(a). Si p(a) = 0 podemos tomar g1 = a~tgy hy = h.
Si p(a) > 0, existen p,b € D tales que a = pb y p es primo. Entonces p | af = gh en D[X] y, por el
Lema 2.14, podemos asumir que p | g en D[X]. Es decir, existe g € D[X] tal que g = pg, de donde
gr(g) = gr(g). Cancelando p en la igualdad af = gh obtenemos bf = gh. Como ¢(b) = p(a) — 1 < ¢(a),
la hipétesis de induccién nos dice que existen g1, h; € D[X] tales que f = g1h1, gr(g1) = gr(9), v
gr(hy) = gr(h), lo que nos da el resultado. O

El siguiente resultado relaciona la irreducibilidad de un polinomio sobre D con su irreducibilidad
sobre K. Aunque su reciproco es falso en general (piénsese en 2X como polinomio sobre Z), pronto
veremos que es vélido con una condicién extra sobre el polinomio (Proposicién 2.19).

Lema 2.16. Si f € D[X] es irreducible en D[X], entonces es irreducible (o primo) en K[X].

Demostracién. Supongamos que f no es irreducible en K[X]. Por la Proposicién 2.13, existen G, H €
K[X] tales que
f=GH, gr(G@) > 0, gr(H) > 0.

Si0# b€ D es un miltiplo comin de los denominadores de los coeficientes de G, se tiene g =
bG € D[X], y andlogamente existe 0 # ¢ € D tal que h = ¢H € D[X]. Aplicando el Lema 2.15 a
la igualdad (bc)f = gh obtenemos g1,h1 € D[X] tales que f = g1h1, gr(g1) = gr(g) = gr(G) > 0, y
gr(hy) = gr(h) = gr(H) > 0, lo que nos da una factorizacién no trivial de f en D[X]. O

Podemos ya demostrar el resultado principal de esta seccién:
Teorema 2.17. D es un DFU si y sélo si lo es D[X].

Demostracién. Supongamos primero que D[X] es un DFU. Entonces D es un dominio (Corolario 2.2),
y cada 0 # a € D\ D* es producto de irreducibles de D[X], que tendrén grado 0 pues lo tiene a. Por
el Lema 2.14, ésa serd una factorizacion de a en irreducibles de D. Del mismo lema se deduce que todo
irreducible de D es primo en D, por lo que D es un DFU.

Supongamos ahora que D es un DFU y veamos que lo es D[X]. Empezaremos demostrando que cada
a=ap+ -+ a, X" € D[X] (con a, # 0) no invertible es producto de irreducibles, y lo haremos por
induccién en n + (ay,). Obsérvese que a es invertible si y sélo si n + ¢(ay,) = 0. El caso n + p(a,) =1
se resuelve facilmente. Supongamos pues que n + ¢(a,) > 1y que a no es irreducible. Entonces existen

b=bo+ - +bnX™ (b #0) y c=co+ -+ X" (e #0)
en D[X], no invertibles, con a = bc y b y ¢ elementos de D[X] que no son unidades de D[X]. Entonces

0<m+@bn), 0<k+e(ck) v ntelan) =m+k+@bn)+ (k).
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En consecuencia, podemos aplicar la hipdtesis de induccién a b y ¢, y pegando las factorizaciones
asi obtenidas conseguimos una factorizacion en irreducibles de a.

Por la Proposicién 1.58, sélo falta demostrar que todo irreducible f de D[X] es primo, y por el
Lema 2.14 podemos suponer que gr(f) > 1. Sean pues g, h € D[X] tales que f | gh en D[X], y veamos
que f | g6 f|hen D[X]. Obviamente, f | gh en K[X], y como f es primo en K[X] por el Lema 2.16,
podemos asumir que f | g en K[X]. Es decir, existe G € K[X] tal que g = fG, y si demostramos que
G € D[X] habremos terminado. Para ello, tomando a € D con aG € D[X] y ¢(a) minimo, basta ver
que ¢(a) = 0. Supongamos que p(a) > 0y sean p,b € D con a = pb y p primo. Entonces, en D[X],
se tiene p | ag = f(aG). Como p es primo en D[X]| (Lemma 2.14) y p ¥ f (pues f es irreducible y
gr(f) > 1), deducimos que p | aG en D[X]. Si g1 € D[X] verifica aG = pg; entonces bG = g1 € D[X],
contra la minimalidad de ¢(a), y esta contradiccién termina la demostracién. O

De la Proposicién 2.13 y el Teorema 2.17 se deduce que Z[X] es un DFU pero no un DIP, lo que
muestra que el reciproco del Teorema 1.59 no es cierto.

El contenido de un polinomio p = po+ -+ + pp,X™ € D[X] no nulo es el maximo comun divisor de
sus coeficientes, es decir

c(p) = med(po, p1,-- -, Pn)-

Obsérvese que el contenido, como un méximo comun divisor, no es dnico en sentido estricto, sino
solamente tnico salvo unidades. Obsérvese que un elemento d € D divide a p en D[X] si y sélo si
divide al contenido de p. Estd claro que si a € D\ {0}, entonces c(ap) = ac(p). Si ahora p € K[X] y
m € D\ {0} satisface que mp € D[X], entonces definimos ¢(p) = @. Estd definicién no depende

de la eleccién de m pues si mip, map € D[X], entonces clmip) _ m;n”fz(”) = <) De nuevo se verifica

c(ap) = ac(p), para todo p € K[X]\ {0} y a € K*. Ademzig, sipe K[i(] entonces p € D[X] siy sélo
si ¢(p) € D. Una implicacién estd clara. Para demostrar la otra obsérvese que si p ¢ K[X] entonces
existe un coeficiente ¢ de p tal que b es miiltiplo de un primo ¢ que no es divisor de a. Podemos elegir
el coeficiente de forma que el exponente de g en la factorizacién de b sea maximo, pongamos n. Si m es
el minimo comiin multiplo de los denominadores de p (expresados como fracciones reducidas), entonces

m = ¢"k con ¢ 1 k y por tanto ¢ no divide a “*. Deducimos que ¢ no divide a c(mp) y por tanto

c(p) = % no pertenece a D.

Diremos que un polinomio es primitivo si tiene contenido 1. Es decir p € D[X] es primitivo si los
unicos divisores de grado 0 son las unidades de D[X]. Obsérvese que para todo 0 # p € D[X] se tiene
que p/c(p) es primitivo y de hecho ¢ = ¢(p) si y sélo si p = ¢p1 con p1 € D[X], primitivo.

Lema 2.18 (Lema de Gauss). Si f, g € K[X], entonces c¢(fg) = c¢(f)c(g). En particular, fg es primitivo
siy solo si f y g son primitivos.

Demostracién. Tenemos f = ¢(f)f1y g = ¢(g9)g1 con f1 y g1 primitivos. Por tanto fg = ¢(f)c(g) f191,
luego para demostrar que ¢(fg) = ¢(f)c(g) basta probar que f1g;1 es primitivo. En caso contrario ¢(f191)
tendria un divisor irreducible p en D. Eso implica que p|fi1g1. Por el Lema de Gauss, p es primo en
D[X] y por tanto p|f1 6 p|g1, lo que implica que plc(f1) 6 p|c(g1), en contra de que ¢(f1) = ¢(g1) = 1.
([

Proposicién 2.19. Para un polinomio primitivo f € D[X]\ D, las condiciones siguientes son equiva-
lentes:

1. f es irreducible en D[X].
2. f esirreducible en K[X].
3. 81 f =GH con G,H € K[X] entonces gr(G) =0 6 gr(H) = 0.
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4. Si f =gh con g,h € D|X] entonces gr(g) =0 ¢ gr(h) =0.

Demostracion. El Lema 2.16 y la Proposicién 2.13 aseguran que 1 implica 2 y que 2 implica 3,
respectivamente, y es claro que 3 implica 4. Finalmente, como f es primitivo, sus unicos divisores de
grado 0 son unidades, por lo que 4 implica 1. J

Como consecuencia del Lema 2.14 y la Proposicién 2.19 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Si D es un DFU y K es su cuerpo de fracciones, entonces los irreducibles de D[X]
son los irreducibles de D y los polinomios primitivos de D[X]\ D que son irreducibles en K[X].

Nuestro siguiente objetivo es factorizar polinomios en D[X] y en K[X], donde D sigue siendo un
DFU y K su cuerpo de fracciones. Para ello es necesario disponer de métodos que nos digan cuando
un polinomio es irreducible. Como se verd, pocos de los resultados practicos que obtendremos nos dan
condiciones necesarias y suficientes para que un polinomio sea irreducible. Asumiremos que disponemos
de un método para factorizar los elementos de D, y en particular para decidir si son irreducibles o no.
Esto es tedricamente posible si D = Z 6 D = Z[i] (y también lo es en la préctica en los casos que se nos
presentardn), y nos permite ademés decidir si un polinomio de D[X] es o no primitivo.

En general, dado un polinomio 0 # f € D[X], calcularemos d = ¢(f) y obtendremos f = df1, con
f1 € D[X] primitivo. El polinomio constante d es una unidad en K[X], mientras que en D[X] tiene
la misma factorizacion en irreducibles que tenga como elemento de D. En cuanto a fi, para decidir
su irreducibilidad, la Proposicién 2.19 nos permite considerarlo como polinomio sobre D o sobre K
segun nos convenga. Por tanto, es importante tener criterios de irreducibilidad como los que siguen
para polinomios sobre cuerpos. Para polinomios de grado pequeno esto es facil.

Lema 2.21. Sea K un cuerpo y sea [ € K[X]. Entonces
1. Sigr(f) =1 entonces f es irreducible en K[X].
2. Sigr(f) > 1y f tiene una raiz en K, entonces f no es irreducible en K[X].
3. Sigr(f) =2 6 3 entonces f es irreducible en K[X] si y sdlo si f no tiene raices en K.

Demostraciéon. Ejercicio. [J

El Lema 2.21 pone de manifiesto la importancia de encontrar raices de un polinomio para decidir si
es irreducible. Cuando los coeficientes estan en un DFU podemos seleccionar los “candidatos a raices”:

Proposicién 2.22. Sea D un DFU con cuerpo de fracciones K, y sea f = ag+a1 X +---+a, X" € D[X]
con an, # 0. Entonces todas las raices de f en K son de la forma /s, donde r | ag y s | an.

Demostracién. Seat = ~ unaraizde f conr,s € D primos entre si. Multiplicando la igualdad f(t) = 0
por s™ obtenemos

aps™ +a1rs" 4+ aor?s" 4ot an 1" s+ anr™ =0,

luego 7 | aps™ y s | apr™. Como r y s son coprimos, deducimos que r | ag y s | an. O

Ejemplos 2.23. Factorizaciones de polinomios.

1. La no existencia de raices no garantiza la irreducibilidad de polinomios de grado mayor que 3.
Por ejemplo, X% +2X? +1 = (X2 + 1)? es reducible en R[X] pero no tiene raices reales.
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2. Las posibles raices en Q del polinomio f = 3X2 + X2 + X — 2 son 42, +1, +2/3 y £1/3,
y de hecho f(2/3) = 0. Por tanto (X — 2/3) | f, y asi (3X — 2) | f. Dividiendo se obtiene
f=(3X —2)(X%+ X +1). Como ambos factores son primitivos sobre Z e irreducibles sobre Q
y sobre R, deducimos que la anterior es una factorizacién en irreducibles de f en cualquiera de
los anillos Z[X], Q[X] 6 R[X]. La factorizacién en C[X] es f = (3X — 2)(X — w)(X — @), donde
w = 771“/?3.

2

3. El polinomio f = 6X* +6X2+ 18X —30 = 2-3 - (X* + X2 + 3X — 5) tiene al 1 por raiz, y
dividiendo se tiene X*+ X2+ 3X —5 = (X —1)(X3+ X2 +2X +5). El factor ctibico es primitivo
y no tiene raices en Q (al sustituir +1 é 45 se obtiene un entero impar), por lo que

=23 (X -1)(X*+X?+2X+5) y f=6X-1)(X*+X?+2X+5)

son las factorizaciones de f en Z[X] y en Q[X], respectivamente (en la segunda el 6 no es un
factor irreducible, sino una unidad). El polinomio ctibico no es irreducible en R[X] ni en C[X]. De
hecho, un analisis del crecimiento de la funcién polinémica f : R — R nos lleva a la conclusién de
que f tiene una raiz real y dos complejas conjugadas.

4. El polinomio f = X* + X3 +2X2 + X + 1 no tiene raices racionales, pero esto no implica que
sea irreducible sobre Q. De hecho, se tiene f(i) = 0, y por tanto (X —i)(X +i) = X2 + 1 divide
a f; el otro factor es X2+ X + 1, por lo que f = (X2 +1)(X? + X + 1) es una factorizacién en
irreducibles en Z[X], Q[X] 6 R[X],y f = (X —i)(X +i)(X —w)(X — @) (con w = =£Y/=3) es

una factorizacién en C[X].

5. Supongamos que el polinomio sin raices racionales f = X% — 2X3 + 6X — 3 no es irreducible
en Z[X]. Por la Proposicién 2.19, existen g, h € Z[X], ambos de grado > 1, tales que f = gh.
Podemos asumir que g y h son ménicos (por qué?), y por tanto no pueden tener grado 1 (por
qué?). En consecuencia, ambos tienen grado 2 y por tanto existen a,b,c,d € Z tales que f =
(X? 4+ aX +b)(X?% + cX + d). Igualando coeficientes, se obtienen las ecuaciones

bd=-3, ad+bc=6, b+ac+d=0, a+c=-2.

La primera ecuacién nos da 4 opciones para los valores de by d. Una de ellasesb=1y d = -3,
que sustituida en la segunda ecuacién y combinada con la cuarta nos dice que a = =2y ¢ = 0;
pero estos valores no satisfacen la tercera ecuacién. De modo similar se ve que las otras opciones
tampoco funcionan, lo que significa que no existen tales a,b,c,d € Z y en consecuencia f es
irreducible en Z[X], y por tanto también en Q[X].

El dltimo ejemplo muestra lo penoso que puede resultar estudiar la irreducibilidad de un polinomio,
incluso de grado bajo, con los métodos que hemos desarrollado hasta ahora. El resto de esta seccion lo
dedicamos a presentar otros dos criterios de irreducibilidad para polinomios sobre un DFU que son a
menudo utiles.

En el primero de ellos usaremos el Ejemplo 3 de 2.4: Un homomorfismo de anillos ¢ : A — B induce
otro A[X] — B[X] dado por

=Y aX = o(f) = dla)X",
En general se tiene gr(o(f)) < gr(f), con igualdad si el coeficiente principal de f no esta en Ker ¢.

Proposicién 2.24 (Criterio de Reduccién). Sea ¢ : D — K un homomorfismo de anillos, donde D
es un DFU y K es un cuerpo, y sea f un polinomio primitivo de D[X]\ D*. Si ¢(f) es irreducible en
K[X] y gr(o(f)) = gr(f), entonces f es irreducible en D[X] (o0 lo que es lo mismo en K[X]).
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Demostracién. Por la Proposicién 2.19 basta ver que, si f = gh con g,h € D[X], entonces gr(g) =0
6 gr(h) = 0. Sean a, b y c los coeficientes principales de f, g y h, respectivamente. Entonces a = bc &
Ker ¢ y por tanto b, ¢ & Ker ¢, por lo que gr(é(g)) = gr(g) v gr(é(h)) = gr(h). Como K es un cuerpo

y ¢(f) es irreducible en K[X], la igualdad ¢(f) = ¢(g)¢(h) implica que gr(¢(g)) = 0 6 gr(¢(h)) = 0,
de donde se sigue el resultado. [

Cuando consideramos la proyeccién Z — Z,, con p un nimero primo positivo, el homomorfismo

Z|X] — Z,[X] viene dado por
F=) aX'wf=) @mX,
donde @ es la clase de a en Z,. Aplicando el Criterio de Reduccién se obtiene:

Corolario 2.25. Sea p un entero primo y sea f = ag+---+a, X™ un polinomio primitivo de Z[X]. Si
ptan y f es irreducible en Z,[X], entonces f es irreducible en Z[X].

Ejemplos 2.26. Aplicaciones del Criterio de Reduccion.

1. Reduciendo médulo 2 el polinomio f = 7X3 4 218X? + 121X + 625 obtenemos el polinomio
f = X3+ X +1 de Z2[X], que es irreducible porque no tiene raices. Por tanto f es irreducible en

Z[X] (y en Q[X]).

2. Reduciendo f = X%+ 5X 4+ 1 € Z[X] médulo 2 obtenemos f = X* + X 4+ 1 € Zy[X]. Como
f mno tiene raices en Zs, si no fuera irreducible se factorizarfa como producto de dos polinomios
irreducibles de grado 2 en Zs[X]. Pero en Z3[X] sélo hay 4 polinomios de grado 2, y de ellos sélo
X2 + X 41 es irreducible (por qué?). Como f no es el cuadrado de éste, deducimos que f es
irreducible en Zy[X] y por tanto f es irreducible en Z[X].

3. Consideremos el polinomio f = X5— X —1 de Z[X]. Reduciendo médulo 2 obtenemos un polinomio
que es divisible por X2+ X 41, por lo que no podemos aplicar el Criterio de Reduccién. Reduciendo
médulo 3 obtenemos f = X°+2X +2 € Z3[X], que no tiene raices. Si no fuera irreducible tendria
un factor irreducible de grado 2; es facil ver que los tnicos irreducibles moénicos de grado 2 de
Z3|X] son

X241, X2+ X1, X2 X -1

Comprobando que ninguno de ellos divide a f deducimos que f es irreducible en Zs [X], v por
tanto f es irreducible en Z[X].

4. Dado el polinomio f = X* +4X 4+ 1 en Z[X], se tiene f = (X + 1)* en Zo[X] y f = (X +
2)(X3+ X2+ X +2) en Z3[X], con el factor ciibico irreducible porque no tiene raices. Por tanto,
no podemos aplicar el Criterio de Reduccién. Sin embargo, la factorizacién en Zs[X] nos va a
permitir demostrar que f es irreducible en Z[X]. En efecto, como f no tiene raices en Q, si no
fuera irreducible en Z[X] se tendria f = gh con gr(g) = gr(h) = 2. Esto nos daria, en Zs, la
factorizacién f = gh con gr(g) = gr(h) = 2, incompatible con la factorizacién en irreducibles
(Gnica salvo asociados) que acabamos de obtener.

Veamos nuestro ultimo criterio de irreducibilidad:

Proposicién 2.27 (Criterio de Eisenstein). Sea D un DFU y sea f = ag + a1 X + -+ + an X" (con
an # 0) un polinomio primitivo de D[X]. Si existe un irreducible p € D tal que

p | a; para todo i < n, Yy p* 1 ag,

entonces f es irreducible en D[X].
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Demostracién. Veamos que, si f = gh en D[X], entonces gr(g) = n é gr(h) = n. Pongamos g =
bo+ -+ b X™y h=cy+--+cxXF, con bycp # 0. Como p? § ag = bocy, entonces p { by 6 p 1 co.
Supongamos que se da la segunda opcién. Como f es primitivo se tiene pt g, y por tanto existe

i=min{j:ptb;}.

Entonces p no divide a a; = (Z;;t bjci—j) +bico, y por tanto i = n, de modo que gr(g) = n. La opcién
p 1 b nos llevarfa a gr(h) = n, lo que demuestra el resultado. O

Ejemplos 2.28. Aplicaciones del Criterio de Eisenstein.
1. Sean a un entero y p un primo cuya multiplicidad en a es 1. Entonces X™ — a es irreducible.

2. Un argumento similar al del apartado 4 de los Ejemplos 4.6.5 nos permitiria ver que el polinomio
f=X*-3X346X — 3 es irreducible en Z[X]. Ahora podemos asegurar lo mismo con menos
trabajo aplicando el Criterio de Eisenstein con p = 3.

3. A menudo, el Criterio de Eisenstein se combina con un automorfismo de Z[X] de sustitucién en
X +a (Ejemplos 2.4). Por ejemplo, el criterio no es aplicable a f(X) = X4 +4X3+10X2+12X +7,
pero sf se puede aplicar (con p =2) a f(X —1) = X*4+4X2+42. Por tanto f(X —1) es irreducible,
y en consecuencia lo es f(X).

4. Dado un entero n > 3, las raices en C del polinomio X™ — 1 se llaman raices n-ésimas de la
unidad (o de 1). Considerando la interpretacién geométrica de la multiplicacién en C, es ficil ver
que estas raices son exactamente los n vértices del n-adgono regular inscrito en el circulo unidad de
C que tiene un vértice en la posicion del 1. Estos nimeros complejos son ttiles en muy diversas
circunstancias. El polinomio X™ — 1 se factoriza como

X"—1=(X-1)%,(X), donde ®,(X)=X""14+X"?+.. .+ X+ X +1.

El polinomio ®,(X) se conoce como el n-ésimo polinomio ciclotémico, y sus raices son las raices
n-ésimas de 1 distintas de 1. ®,,(X) no es en general irreducible sobre Q (por ejemplo, ®4(X)
es divisible por X + 1), pero si lo es cuando n = p es primo. Como en el apartado anterior,
esto quedard demostrado si podemos aplicar el Criterio de Eisenstein a ®,(X + 1). Ahora bien,
®,(X)=(X"-1)/(X —1), y por tanto

7(X+1)p_17 p—1 p p—2 p p—3 p
(X 1) = =t (P X (T )t (D)X

p!

Cuando 1 < i < p, el primo p no divide a i! ni a (p — 7)!, y por tanto si divide a (f) = ﬁ,
il(p —1i)!

por lo que podemos aplicar el Criterio de Eisenstein, como queriamos.

2.4. Polinomios en varias indeterminadas

Dados un anillo A y un entero n > 2, definimos el anillo de polinomios en n indeterminadas con
coeficientes en A, denotado por A[X1,...,X,], mediante la férmula recurrente

A[X1, ., X = A[X1, . X 1] [X]:

Los elementos X7, ..., X,, de A[X,...,X,] se llaman indeterminadas y los elementos de A[ X7, ..., X,]
se llaman polinomios en n indeterminadas.

Por induccién a partir del Corolario 2.2, de la Proposiciéon 2.13 y del Teorema 2.17, se obtienen
facilmente las siguientes propiedades:
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Proposiciéon 2.29. Para un anillo A y un entero positivo n se verifican:
1. A[Xq,...,X,] nunca es un cuerpo.
2. AlX1,...,X,] es un dominio si y sdlo si lo es A.
3. Si A es un dominio, entonces A[X1,...,X,]* = A*.
4. AlX1,...,Xy] es un DFU si y sdlo si lo es A.
5. AlX1,...,X,] es un DIP si y sélo sin=1y A es un cuerpo.

Siae€ Aei=(i1,...,in) € N?, el elemento aXf'1 < Xin de A[Xy, ..., X,] se llama monomio de
tipo i y coeficiente a.

Lema 2.30. Sean A un anillo y n un entero positivo. Entonces todo elemento p de A[X1,...,X,] se
escribe de forma unica como suma de monomios de distinto tipo, casi todos con coeficiente nulo. Es
decir, se tiene una Unica expresion

p=> pX{ X (2.2)
ieNn
con p; = 0 para casi todo i = (i1,...,1,) € N™.

Demostraciéon. Ejercicio. [J

Usando la Proposicién 2.3 se demuestra facilmente la siguiente generalizaciéon de la Propiedad Uni-
versal del Anillo de Polinomios, por induccién en el nimero de indeterminadas.

Proposicién 2.31. Sean A un anillo, n > 1 un entero y u: A — A[X1,...,X,] la inclusion.

1. (PUAP en n indeterminadas) Dados un homomorfismo de anillos f : A — B y n ele-
mentos b1,...,b, € B (no necesariamente_distintos) existe un tinico homomorfismo de anillos
frAXy,...,X,] — B tal que fou=fy f(X;)=0b; para cada j=1,...,n.

2. Si dos homomorfismos de anillos g,h : A[X1,...,X,] — B coinciden sobre A y en X; para cada
7 =1,...,n entonces son iguales.

3. La PUAP en n indeterminadas determina A[Xy,...,X,] salvo isomorfismos. Supongamos que
existen un anillo P con elementos T1,..., T, y un homomorfismo de anillos v : A — P tales
que, dados un homomorfismo de anillos f : A — B y elementos by,...,b, € B, existe un unico
homomorfismo de anillos f : P — B tal que fov = f y f(Tj) = b; para cada j = 1,...,n.
Entonces existe un isomorfismo ¢ : A[X1,...,X,] — P tal que pou=v y ¢(X;) =T para cada
j=1...,n.

Como en el caso de una indeterminada, se tiene:
Ejemplos 2.32. Aplicaciones de la PUAP en n indeterminadas.

1. Dados anillos A C By elementos by, ...,b, € B, existe un homomorfismo S : A[X;y,...,X,] » B
que es la identidad sobre A y tal que S(X;) = b; paracada j =1,...,n. Dado p € A[X1,..., X,],
escribiremos a menudo p(bi, ..., b,) en lugar de S(p). Sip =, yn pi X1 .. Xin es la expresion
de p como suma de monomios, entonces

S(p) =p(br, .-, ba) = Y pibl - bir
ieEN?
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La imagen de este homomorfismo es el subanillo de B generado por AU {b1,...,b,} y que deno-
tamos por Afby,...,by,].

Supongamos que f,g : A[b1,...,b,] — C son dos homomorfismos de anillos. Entonces f =g siy
s6losi fl|[A=g|Ay f(b;) = g(b;) para todo i. Para demostrar esto basta aplicar la Proposicién 2.31
para deducir que f oS =go.S y concluir que f = g, pues S es suprayectiva.

2. Sea A un anillo y sea o una biyeccién del conjunto N,, = {1,...,n} en s{ mismo con inversa
7 = o~ ' Si en el ejemplo anterior tomamos B = A[X1,...,X,] y b; = Xo(5), obtenemos un
homomorfismo 7 : A[Xq,...,X,] — A[X1,...,X,] que “permuta las indeterminadas”. Es claro

que T es de hecho un automorfismo con inverso 7. Usando estos isomorfismos y la definicién de
los anillos de polinomios en varias indeterminadas, es facil establecer isomorfismos

A[Xl,.. .,Xn,Yl,. .. ,Ym] >~ A[Xl,.. -7Xn][Y17-- ,Ym] >~ A[Yl,.. .,Ym][Xl,.. .,)(n]7
por lo que, en la practica, no hay que distinguir entre estos anillos.

3. Todo homomorfismo de anillos f : A — B induce un homomorfismo [ AX, X —
B[X1,...,X,] que coincide con f sobre A y verifica f(X;) = X; para cada j = 1,...,n. Si
p=> ienn PiX 11 X es la expresién de p como suma de monomios, entonces

To) =3 fp)Xi- - X,

’L‘EN"
En el futuro este homomorfismo lo denotaremos por f.
Veamos cémo pueden usarse las identificaciones del apartado 2 de los Ejemplos 2.32.

Ejemplo 2.33. El Criterio de Eisenstein aplicado a polinomios en dos indeterminadas

El polinomio f = X3Y + X2Y? — X2+ Y3+ Y? € Q[X, Y] puede considerarse como un polinomio en
Q[X][Y], poniendo f = Y3 + (X2 4+ 1)Y? + X3Y — X2, 0 como un polinomio en Q[Y][X], poniendo
f=YX34+(Y2-1)X2+(Y3+Y?). A esta tltima expresién le podemos aplicar el Criterio de Eisenstein
con el polinomio irreducible p =Y + 1 € Q[Y] para deducir que f es irreducible en Q[X, Y.

Por definicién, el grado de un monomio aXi'---Xi» de A[Xy,...,X,] es iy + -+ + i,. El grado
gr(p) de un polinomio p # 0 de A[X;, ..., X,] se define como el mayor de los grados de los monomios
que aparecen con coeficiente no nulo en la expresion de p como suma de monomios de distinto tipo. Es
claro que, dados dos polinomios p y ¢, se tiene

gr(p +q) <méx{gr(p),er(q)} vy  gr(pg) <egr(p) +gr(q).

Sin embargo, no es tan facil como en el caso de una indeterminada ver que, cuando A es un dominio, la
segunda desigualdad es de hecho una igualdad. Para esto, y para otras cosas, es interesante considerar
el siguiente concepto:

Un polinomio p # 0 de A[X71,...,X,] se dice homogéneo de grado n > 0 si es suma de monomios
de grado n. Por ejemplo, de los polinomios de Z[X,Y, Z]

XY +Y3-3XYZ+6YZ%, XO4+VYS+Z8 4 X3V X3234Y323, XYZ+X+Y +2Z,
los dos primeros son homogéneos (de grados 3 y 6, respectivamente) y el dltimo no lo es.

Proposicién 2.34. Dados un anillo A y un entero n > 1, todo polinomio de A[Xq,...,X,] se escribe
de modo unico como suma de polinomios homogéneos de distintos grados.



48

Demostracién. Sip = >3 piX{' - X es la expresién de p como suma de monomios y ponemos

= 2uienn
hj = Z“Jr___ﬂ-n:j pi Xt X!, es claro que p = hg + hy + -+ + hi (donde k = gr(p)) es la expresién

n

buscada. La unicidad es consecuencia inmediata del Lema 2.30.0J

Corolario 2.35. Si D es un dominio y n > 1, se tiene gr(pq) = gr(p) + gr(q) para cualesquiera
p,q € D[X1,...,X,].

2.5. Polinomios simétricos

Sea A un anillo arbitrario y consideremos n indeterminadas Xi,..., X,. En el Ejemplo 2 de 2.32
vimos que para cada permutacién o € S,,, existe un unico automorfismo & de A[X3,...,X,], tal que
&(a) = a, para todo a € Ay 5(X,) = X,(,,). Obsérvese que 507 =G oT.

Un polinomio p € A[X;y,...,X,] se dice que es simétrico, en las indeterminadas Xi,..., X, si
(p) = p para todo o € S,,. Por ejemplo, los polinomios en dos indeterminadas X7 + Xs y X7 X5 son
polinomios simétricos. Obsérvese que el conjunto de todos los polinomios simétricos de A[X7, ..., X,]
forma un subanillo de A[X7,..., X,].

Para cada p € A[Xq,...,X,], sea O,(p) el conjunto de todos los polinomios de la forma 7 (p) para

o recorriendo todos los elementos de S, y sea X, (p) = > 40, (p) - Obsérvese que si o € 3, entonces
T se restringe a una biyeccién de O, (p) en si mismo pues claramente (O, (p)) C O, (p), On(p) es finito
y o es inyectiva. Luego

FEa) = Y Fa)= Y. a=3a),

q€0,(p) q€0, (p)

es decir 3, (p) es un polinomio simétrico.
Por ejemplo,
O0,(X1) = {X1,Xo,...,Xn}
0,(X1X2) = {XiX;:1<i<j<n}
y por tanto
Tn(X1) = Xi+Xo+- 4+ Xp
Ta(X1Xa) = Dicicicn XiXj

Los polinomios de la forma

S1=3,(X1) X1 +Xo+ -+ X5,
S2 = En(Xng) = Zl§i<j§n Xin7

S3=En(X1X2X3) = 21§i<j<k§nXinXk7

Sy =%,(X1 Xy X)) = X1 Xo--- X,

se llaman polinomios simétricos elementales en n variables. Obsérvese que S; para ¢ < n < m tiene
distintos valores segiin que consideremos n 6 m variables. Por ejemplo para dos variables los polinomios
simétricos elementales son

S1 = X1+ Xy,
Se = X1Xo
y para tres variables son
S = X1+ Xo+ X3,
Sy = X1 Xo+ X1 X3+ XoX5,

Ss = X1XoXs.
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Lema 2.36. Se verifican las siguientes propiedades para f € A[X1,...,X,] yo € S,.
1. Si f es homogéneo de grado n, entonces o(f) es homogéneo de grado n.
2. Un polinomio es simétrico si y solo si sus componentes homogéneas son simétricas.

Demostracién. 1 es obvio.

2. Sea p=py+p1+ ...+ pm un polinomio en n variables Xy, ..., X,, con coeficientes en el anillo A,
donde p; denota la componente homogénea de grado i. Como el conjunto de los polinomios simétricos
es un subanillo de A[X7, ..., X,] estd claro que si po,p1,...,Pn son simétricos entonces p también es
simétrico.

Reciprocamente, supongamos que p es simétrico y sea o € S,,. Entonces
p=0(p) =c(po) +7(p1) + +7(Pm)

y cada &(p;) es homogéneo de grado i, por 1. Como la descomposicién de un polinomio en suma de
polinomios homogéneos de distintos grados es tinica, deducimos que p; = @(p;) para todo i. Por tanto
p; es simétrico para todo i. [J

Si a denota un elemento de N”, entonces a; denotara la i-ésima coordenada de a, es decir a =
(a1y...,ay). Sip € A[X4,...,X,] vy a € N" entonces vamos a denotar por p, al coeficiente de
X{t - X2 en p. De esta forma cada polinomio p € A[X7,...,X,] se expresa como

p= Z Pa X X52 .. X"
acNm™

Vamos a denotar por < el orden lexicografico en el conjunto N de las n-uplas de nimeros enteros
no negativos. Es decir, dados dos elementos a y b de N, diremos que a < b si 0 bien a = b o existe un
i tal que ag = bp, a1 = b1,...,a;-1 =b;_1 y a; < b;. Por ejemplo

(1,1,2) < (1,3,1) < (2,0,0) < (2,0,1) < (2,1,0) < (3,0,1).

Este orden es un orden total en N™ y por tanto todo subconjunto finito de N™ tiene un minimo y un
maximo respecto de este orden. Por ejemplo, si

X ={(2,2,1),(3,3,1),(2,0,2),(3,0,2),(2,1,0),(2,1,1),(3,0,0)}

entonces
(2,0,2) < (2, 1,0) < (2, 1, 1) < (2,2, 1) < (3,0,0) < (3,0,2) < (3,3, 1)

y por tanto, el minimo de X es (2,0,2) y su méximo es (3,0,0).

De hecho < es un buen orden, es decir todo subconjunto no vacio X C N" tiene un minimo en N".
En efecto, es facil ver que el minimo de X es el elemento a = (aq, ..., a,) definido de la siguiente forma:
a1 es el menor entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuya primera coordenada es m,
as es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas dos primeras coordenadas
son (a1, m), as es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas tres primeras
coordenadas son (a1, az, m). En general, a; es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento
de X cuyas i primeras coordenadas son (ay,...,a;—1,m).

Si0 # pe A[Xy,...,X,], entonces vamos a denotar por §(p) al mayor elemento a € N", con
respecto a <, tal que p, # 0. Por ejemplo, §(XZ2XZ + X1 X + X + X7Xo + X§) = (3,1), pues
(0,6) =< (1,1) < (2,2) < (3,0) < (3,1). De forma andloga a como se hizo para el grado habitual
ponemos que 6(0) = —oo y consideramos —oo < a para todo a € N™.

Obsérvese que § satisface propiedades similares a gr. En efecto se verifica el siguiente lema cuya
demostracién dejamos como ejercicio.
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Lema 2.37. Sip,q € A[Xy,...,X,], entonces

1. d(p+q) <méx{d(p),d(q)} y d(p+q) < méx{d(p),d(q)} siy sdlo si 5(p) = 5(q) ¥ Ps(p) + s(q) = 0-

2. 5(pq) < &(p) + 6(q) y se verifica la igualdad si y sélo sip =0, ¢q=0 6 p y q son diferentes de 0 y
Ps(a)qs5(b) # 0.

3. 81 A es un dominio, entonces §(pq) = §(p)d(q).

Teorema 2.38. Todo polinomio simétrico en n variables se puede escribir de forma dnica como un
polinomio en los polinomios simétricos elementales. Mds precisamente, si Si,...,S, son los polino-
mios simétricos elementales en las variables X1,...,X,, entonces el homomorfismo de sustitucion
o AXy, ..., Xn] — A[X4,...,X,], dado por o(F) = F(S1,...,S,) es inyectivo y su imagen es el
conjunto de los polinomios simétricos elementales.

Demostracién. En primer lugar observemos que §(S;) es el elemento de N” que empieza con i unos y
acaba con ¢ ceros. Es decir

0(51) =(1,0,...,0), 4(S2)=(1,1,0,...,0), ..., 0(Sp)=(1,1,...,1).
Por tanto, utilizando la propiedad 2 del Lema 2.37 se tiene que
O0(ST---Se)y=(a1+as+az+---+an,az+az+---+an, a3+ -+ an,...,0n-1+ an,an).
Obsérvese que la aplicacion ¥ : Q™ — Q™ dada por
Y(ay,...,an) = (a1 +a2+azs+--+an,as+as+---+ap, a3+ - +an,...,an-1+ an,ayn)

es lineal y su matriz asociada en la base candnica es

1 1 1 - 1 1
0 1 r - 1 1
a0
0 o o0 - 1 1
0 o o0 -~ 0 1

La matriz A es invertible y su inversa es la matriz

1 -1 0 0 0

0 1 -1 0 0

g | 0 0 1 0 0

o o o - 1 -1

o o o0 -~ 0 1
Obsérvese que si a = (a1,...,a,) cona; > as - >a, >0y b=A""ta=(a; —az,as —as,...,an_1 —
an,an), entonces b; > 0 para todo i. Por tanto para todo polinomio P € K[X;, Xo,...,X,] tal que
§(P) = (a1,...,a,) cona; > ag--- > a, > 0se tiene que §(P) = §(S?* --- S ) donde b = (by,...,b,) =

A~L5(P).
¢ es inyectiva. Sea 0 # p € K[X1,...,X,] vy sea X el conjunto de elementos a € N™ tales p, # 0.
Como la aplicacién 9 es inyectiva existe un elemento a € X tal que §(S7* -+ - S%n) > 5(5?1 -+ 8bn) para
todo b € X \ {a}. Como
o) = paST i+ D Sy Sy
beX\{a}
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aplicando la propiedad 1 del Lema 2.37 se tiene que 6(¢(p)) = 6(S7* -+ S%) y, en particular ¢(p) # 0.

La imagen de @ es el conjunto de los polinomios simétricos. Esta claro que todo elemento de la imagen
de ¢ es un polinomio simétrico. Demostramos la otra inclusién por reduccién al absurdo. Supongamos
que hay un polinomio simétrico que no esta en la imagen y elegimos uno de dichos polinomios p para
el que a = §(p) sea minimo con respecto a la relacién de orden <. Como p es simétrico, a; > ag >
.-~ >a, > 0y por tanto existe a € N” tal que (b) = a. Eso implica que §(S? ---S) = a y, de la
propiedad 1 del Lema 2.37 se deduce que si ¢ = p — paSi’1 -+ 8t entonces d(q) < &(p). Por la eleccién
de p, se tiene que g estd en la imagen de ¢, es decir existe r € K[X7, ..., X,] tal que p(r) = ¢q. Entonces
p =)+ @Pa X X)) = o(r + pa X2 --- XP), en contra de que p no estd en la imagen de ¢. O

La demostracién del Teorema 2.38 es constructiva, es decir, proporciona un método efectivo para
escribir cada polinomio simétrico como un polinomio en los polinomios simétricos elementales siguiendo
el siguiente proceso recursivo.

Entrada: Un polinomio simétrico p.

q=p,f=0.
Mientras que ¢ # 0.
a=0(q).
b= (a) = (a1 — ag, a2 — as, ..., an_1 — an, an)

f:f+paxf1...X2n
q=q—paSy - Sk
Salida: f.

Ejemplo 2.39. Sea p = X;+ X3+ X3, un polinomio simétrico en tres variables. Entonces §(p) = (3,0, 0)
y por tanto ¢»~1(3,0,0) = (3,0,0). Sea

g = p—Si=X}+ X5+ X3 (X1 + Xa+ X3)3
= 3(X2Xo 4+ X1 X2+ X2X3+ X1 X2 + X2X5 + X2 X2) — 6X, X0 Xs.

Entonces §(q1) = (2,1,0) y ¥»~%(2,1,0) = (1,1,0), por lo que ponemos

@2 = q+355
= 3(X1+ Xo+ X3)(X1 X+ X1 X3+ X2X3)
C3(X2Xy + X1 X2+ X2X5 + X1 X2 + X2X5 + XoX2) — 6X, X2 X5
—  3X;X,Xs = 35s.

Por tanto
Xf—I—XS—I—Xg:p:Sf—f—ql :S?—35152+Q2=Sf—35152+353.

La siguiente férmula, es muy facil de demostrar y es conocida con el nombre de Férmula de Cardano-
Vieta 4 .
(T = X)(T = Xa) (T = X)) =T" + 370 (=1)'SiT" " =

Tn — SlTn—l + SQT"_2 — (—1)"_2Sn_2T2 + (—1)"_1Sn_1T + (_1)n5n7 (2-3)

donde S7,.59,...,S, son los polinomios simétricos elementales en las variables X1, X, ..., X,,.
La Férmula de Cardano-Vieta, junto con el Teorema 2.38 permite obtener el resultado de sustituir
las raices de un polinomio en un polinomio simétrico. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 2.40. Supongamos que queremos calcular la suma de los cubos de las raices a;, as y as del
polinomio 72 — T + 1. Aplicando las Férmulas de Cardano-Vieta obtenemos

T3 —T+1=(T—a))(T—ax)(T—az) =T%—s1T% + 55T — s3

donde s; = S;(aq, g, a3). Es decir,

s1 = ar+ar+az=0
sy = ojag +ojag+ agag = —1
S3 = Q1003 = -1
Entonces
P+ad+al=s}—3sis2+3s3=-3
o] + a5 + a3 = sy 5189 §3 = .

Podemos utilizar las Férmulas de Cardano-Vieta en sentido contrario para resolver sistemas de
ecuaciones en polinomios simétricos.

Ejemplo 2.41. Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

1 +r2t+xs = 2
2 +a3+a3 = 4
3+ad+a3 = 5

Si ponemos s1 = S1(x1,x2,23) = 1 + T2 + x3, S2 = Sa2(x1,22,x3) = T1X2 + T1x3 + TaTs ¥ S3 =
Ss(z1x223), entonces de las Férmulas de Cardano-Vieta se deduce que x1,x2 y x3 son las raices del
polinomio T2 — s;T2 + 55T — s3. Sabemos que $; = 2. Ademas 4 = x% + ac% + acg = 5% — 289 =4 — 289,
con lo que s =0,y 5 = aci’ + ac% + x% = 5? — 35182 + 3s3 = 8 4+ 3s3 y, por tanto, s3 = —1. Luego
x1,%2 y x3 son las raices del polinomio 7 — 272 + 1. Claramente una de estas raices es 1 y tenemos
T3 — 272 + 1= (T —1)(T? — T — 1). Por tanto {a1, 2,23} = {1, Lty5 %ﬁ}

2.6. Problemas

1. Demostrar los Lemas 2.1, 2.21, 2.10, 2.30 y 2.37, los apartados 1 y 2 del Lema 2.14, las Proposi-
ciones 2.29 y 2.31, los Corolarios 2.2 y 2.9 y la Férmula de Cardano-Vieta (2.3).

2. Sea A un anillo y sean a,u € A. Demostrar que el homomorfismo A[X] — A[X] de sustitucién en
uX + a es un automorfismo si y sélo si u es invertible en A.

3. Justificar la regla de Ruffini para el calculo del cociente y el resto en la division de p = pg+p1 X +
..+ pn X" entre X — a. La regla esta representada por la tabla

Pn Pn-1 Pn—2 oo b1 Po
al 0 agn-1 agn—2 ... aq1 aqo
| gn—1 qn—2 qn—3 R q0 r

en la que los ¢; se obtienen, de izquierda a derecha, sumando los dos elementos que estan encima.
Entonces ¢ = qo + 1. X + - + ¢—1 X" ! es el cociente de la divisién de p entre X —a, y 7 es su
resto.

7b:i:\/b274ac)
2a

4. jPara qué cuerpos es valida la férmula usual ( para el cdlculo de las raices de un

polinomio aX? + bX + ¢ de grado 2?
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11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.
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Sea p un entero primo. Demostrar que los polinomios X? — X y [[}_, (X — i) de Z,[X] son iguales
y deducir una nueva demostracién del Teorema de Wilson: (p—1)! = —1 mod p. (Indicacién: Para
la primera parte, considerar las raices de ambos polinomios.)

Hemos observado que la Proposicién 2.8 no se verifica para polinomios sobre un anillo que no sea
un dominio. Comprobar que en este caso ni siquiera se verifica la afirmacion sobre la finitud del
ntumero de raices; es decir, dar un ejemplo de un polinomio no nulo en una indeterminada con
infinitas raices.

Si K es un cuerpo de caracteristica 0, jqué polinomios P € K[X] verifican P’ = 0?7 ;Y si la
caracteristica es un primo p?

Sea D un dominio y sea P € D[X] el polinomio
P=nX""? - (n+2)X""' £+ (n+2)X —n

(n € Z7). Demostrar que la multiplicidad de 1 como raiz de P es al menos 3, y que es exactamente
3 si la caracterfstica de D es 0. (Advertencia: El caso de caracteristica 2 ha de ser considerado
aparte.)

Demostrar que si 0 # a € K, siendo K un cuerpo de caracteristica 0, entonces X™ — a no tiene
raices multiples en ningin cuerpo que contenga a K como subcuerpo. ;Qué se puede afirmar si
K es un cuerpo de caracteristica p, con p primo.

Sean K un cuerpo, P € K[X] un polinomio no constante y K1 = K[X]/(P). {Cudl es la dimensién
de K7 como espacio vectorial sobre K7

Sea K un cuerpo y sean ag, ai,...,a, € K distintos y by, b1, ...,b, € K. Demostrar que
- (X —ai)
P(X)= b L
)= > [T
r=0 i#

es el tnico polinomio de K[X] de grado < n que verifica P(a;) = b; para todo 4. La férmula para
P se conoce con el nombre de formula de interpolacion de Lagrange.

Es cierto que, si D es un DFU y b es un elemento de D, entonces sélo hay una cantidad finita
de ideales de D que contienen a b?

Dar un ejemplo de un ideal primo no nulo de un DFU que no sea maximal.
Demostrar que toda raiz racional de un polinomio ménico con coeficientes enteros es entera.

Sea D un DFU y sea f = a, + a1X + -+ + a, X™ un polinomio primitivo en D[X]. Demostrar
que, si existe un irreducible p € D tal que

p | a; para todo ¢ > 0, y P2 fan,
entonces f es irreducible en D[X] (es decir, el Criterio de Eisenstein se puede aplicar “al revés”).

Descomponer en factores irreducibles el polinomio X* — 4 en cada uno de los siguientes anillos:
QX], RIX], CIX], Zo[X] y Zs[X].

Descomponer los siguientes anillos cociente como producto de anillos “conocidos”:

a) R[X] médulo el ideal principal generado por el polinomio X3 — X2 + X — 1.
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b) Q[X] médulo el ideal principal generado por el polinomio X — X2 + X — 1.
¢) Q[X] médulo el ideal principal generado por el polinomio 3X?2 — 6.

18. Calcular el méximo comun divisor y el minimo comun miltiplo en Z[X] de las siguientes parejas

de polinomios:

a) X3 —6X2+ X +4y X°—6X +1.
b) X2 +1y X6+ X3+ X + 1.
¢) 26X2% — 104X + 104 y 195X2 + 65X — 910.

19. Demostrar que los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican:

a) X* 4 X +1,4X3 —3X — L X441, X0+ X3+1, X3+ 6X +3X +3, X° —5X + 15y
X4 45X + 12 en Q[X].

b) X2+ X + 1 en Zy[X].

) X2+Y?2 -1y X3Y3 - X34+ XY?2-Y?2+1enQX,Y].

d) X*+ X + a con a impar, en Q[X].

e) X°+3aX*—4X +4 cona € Z, en Q[X].

f) Y3+ X%Y?2 4+ X3Y + X, en D[X,Y] donde D es un DFU arbitrario.

20. Factorizar los siguientes polinomios en los anillos que se indican:

a) 3X*—3X2+6, en Z[X], Q[X], R[X] y C[X].
b) X3 +3X2+3X +4en Zs[X].

21. Decidir cuéles de los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican:

22

23.

24.

25.

26.

a) 2X2 42X +2 en Z[X], Q[X] v Zs[X].

b) X*+2en Z7[X] y Q[X].

c) X3 —18X2% 4+ 106X — 203 en Z[X] y Q[X].

d) X°+ X +2en R[X], Q[X] y Z3[X].

e) X5+ X —2en R[X], QX] y Z3[X].

f) 2X5 —6X3+9X?% — 15 en Z[X] y Q[X].

9) X*+15X3+ 7 en Z[X].

h) X™ —p, donde n > 0 y p es un entero primo con p = 1 mod 3, en R[X], Q[X] vy Z3[X].

Calcular todos los polinomios ménicos irreducibles de grado < 4 en K[X], cuando K es cada uno
de los cuerpos Z, con p primo menor o igual que 11.

Sea A un anillo. Demostrar que si P € A[X7,..., X,] tiene grado 1 y uno de los coeficientes de P
es una unidad de A, entonces A[X7,...,X,]/(P) ~ A[X4,..., Xn-1].

Sea K un cuerpo y sea P € K[X,Y]. Supongamos que el coeficiente principal de P, considerado
como polinomio en K[X][Y], no es divisible por X — 1. Demostrar que, si P(X, 1) es irreducible
en K[X], entonces P(X,Y) es irreducible en K[X,Y].

Demostrar que si K es un cuerpo y P,Q € K[X,Y] son coprimos, entonces el conjunto
V(P)NV(Q) = {(a,b) € K*: P(a,b) = Q(a,b) = 0}
es finito. (Indicacién: K (X)[Y] es un DIP donde K(X) es el cuerpo de cocientes de K[X].)

Construir polinomios irreducibles de Q[X] de grados arbitrariamente grandes.
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2.7. Proyectos

1. Hacer un programa que dado un primo p y un ntimero n calcule todos los polinomios ménicos
irreducibles de grado < n con coeficientes en el cuerpo Z,. Obsérvese que los polinomios ménicos
irreducibles de grado 1 son los de la forma X — a y si P es el conjunto de polinomios ménicos
irreducibles de grado menor que k, entonces los polinomios ménicos irreducibles de grado k son
los que no sean de la forma p; -+ -p; con p1,...,pr € Py gr(p1) + ...+ gr(pt) = k.

Hacer otro programa que decida si un polinomio con coeficientes en Z, es irreducible en Z,[X] y
otro que factorize un polinomio dado.

2. El método de Kronecker para factorizar en Z[X| funciona como sigue: Dado 0 # f € Z[X], podemos
limitarnos a buscar divisores g de f con gr(g) < m, donde m es la parte entera de gr(f)/2. Dado
un tal g, para cada a € Z se tiene g(a) | f(a) en Z. Si fijamos enteros ag, ..., an, con f(a;) # 0,
los posibles valores de cada g(a;) quedan limitados por la condicién g(a;) | f(a;). Combinando
esto con la férmula de interpolacién de Lagrange (Problema 11) obtenemos un nimero finito de
candidatos a divisores de f. Si alguno estd en Z[X] y divide a f, tenemos un primer paso en la
factorizacién y repetimos el método. En caso contrario, f es ya irreducible.

Un ejemplo: Si f = X* 4+ X + 1, entonces m = 2 y podemos considerar los enteros ag = —1,
a1 =0y az = 1. Entonces g(—1) | 1, g(0) | 1 y g(1) | 3, por lo que hay 8 posibilidades para g. Se
pide: Calcular estos 8 polinomios, comprobar que ninguno divide a f en Z[X], y deducir que f es
irreducible.

Esto da idea de lo ineficaz que es el método si se emplea “a mano”. Sin embargo, el método es
facil de programar, y es eficaz para polinomios “de grado no muy grande y con coeficientes no
muy grandes”. De hecho, el método funciona si sustituimos Z por un DFU infinito D (para poder
elegir los a; cuando m es grande) con D* finito (para que cada f(a;) tenga un nimero finito de
divisores) en el que haya un método para factorizar elementos.

Hacer un programa que factorize un polinomio con coeficientes enteros. Modificarlo para que
factorize polinomios con coeficientes racionales.

3. Hacer un programa que dado un polinomio p en n variables X1, ..., X,,, decida si se trata de un po-
linomio simétrico y en tal caso calcule un polinomio ¢ en n variables tal que ¢(S1,S2,...,S,) = p,
donde 51, Ss, ..., S, son los polinomios simétricos elementales en las variables dadas. (Indicacién:
Observa que no basta dar el polinomio p como entrada del programa, sino que también es nece-
sario dar las variables en los que lo consideramos. Por ejemplo, X7 + Xs v X1 X3 + X2X3 son
polinomios simétricos en las variables X; y X5 pero no lo son en las variables X1, Xo, X3.
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Capitulo 3

Grupos

3.1.

Definiciones y ejemplos

Definicién 3.1. Un grupo es una pareja (G, -), formada por un conjunto no vacio G junto una operacion
interna, es decir una aplicacion

GxG — G
(g,h) — g-h

que satisface los siguientes axiomas:

» (Asociativa) (a-b)-c=a-(b-c), para todo a,b,c € G.

» (Neutro) Existe un elemento e € G, llamado elemento neutro del grupo tal que e-a =a = a - e,

para todo a € G.

» (Inverso) Para todo a € G eziste otro elemento a; € G, llamado elemento inverso de a, tal que

a-a;y =e=aj-a.

Si ademds se verifica el siguiente axioma se dice que el grupo es abeliano o conmutativo

s (Conmutativa) a-b =1 a, para todo a,b € G.

Lema 3.2. Sea (G,-) un grupo.

1.

4.
5.

(Unicidad del neutro). El neutro de G es inico, de hecho, sie,e’ € G satisfacen quee’-a = a = a-e
para todo a € G, entonces e = ¢’.

(Unicidad del inverso). El inverso de un elemento de G es dnico, de hecho, si a-a; = e =as - a,

entonces a1 = aa. A partir de ahora el (iinico) inverso de a lo denotaremos con a™!.

(Propiedad Cancelativa). Sia-x=a-y dx-a=7y-a, cona,z,y € G, enltonces x = y.
Para todo a,b € G, las ecuaciones a- X =b y X -a = b, tienen una unica solucion en G.

(@a-b)"t=b"1.a"L

Demostracién. Ejercicio. [

Habitualmente no haremos referencia a la operacién del grupo y hablaremos simplemente del grupo
G, donde la operacién se sobreentiende. Siempre utilizaremos notacién multiplicativa, de forma que
para un grupo genérico el resultado de operar dos elementos a y b se denota como ab, el neutro lo
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denotaremos con 1 y en inverso de a con a~!. Ademas, si n es un entero positivo definimos a” como el
resultado de operar n veces a consigo mismo. Ademds ponemos a® =1y a™™ = (a”)~! = (a=1)". De
esta forma quedan definidas potencias de elementos de GG por exponentes enteros se verifica la siguiente
igualdad para cualesquiera a € Gy n,m € Z:

Excepcionalmente utilizaremos notacién aditiva para grupos abelianos. En tal caso el neutro lo
denotaremos con 0, el inverso de a, lo llamaremos opuesto de a y lo denotamos —a y escribiremos na,
en lugar de a™.

Ejemplos 3.3. 1. Si A es un anillo, entonces (A4,+) y (4*,-) son dos grupos abelianos llamados
respectivamente grupo aditivo y grupo de unidades de A. Por ejemplo, (Z,+), (Q,+), (R,+),
(C,+) y (Zy,+) son grupos aditivos y los grupos de unidades de los correspondientes anillos son

2 ={*1}, Q" =Q\ {0}, R" =R\ {0}, C* = C\ {0} y
Z;, ={i:1<i<n,mecd(i,n) =1}.
Obsérvese que si K es un cuerpo, entonces K* = K \ {0}.

2. Sea K un anillo y n un entero positivo. Entonces el conjunto GL,,(K) formado por todas las
matrices invertibles cuadradas de tamano n con entradas en K es un grupo con el producto
habitual de matrices. Si n = 1, entonces GL1(K) = K* es abeliano. Sin embargo si n > 2 y
K # 0, entonces GL,,(K) no es abeliano pues las dos siguientes matrices no conmutan:

11 10
0 1 1 1)
Este ejemplo se puede generalizar cambiando el cuerpo K por un anillo arbitrario.

3. Sea X un conjunto y Sx el conjunto de todas las biyecciones de X en si mismo. Entonces (Sx, o)
es un grupo, llamado grupo simétrico o de las permutaciones de X.

4. Si (G,*) y (H,x*) son dos grupos, entonces el producto directo G x H es un producto directo en
el que la operacién viene dada componente a componente:

(91, h1) - (g2, h2) = (g1 * g2, h1 * h2).

Més generalmente, si (G;)ier es una familia arbitraria de grupos, entonces el producto directo
[I;c; Gi tiene una estructura de grupo en el que el producto se realiza componente a componente.

5. Para cada ntiimero natural positivo n vamos a definir un grupo C,, formado por n elementos
Cn={1,a,a% ...,a" 1},
donde a es un simbolo, y en el que la multiplicaciéon viene dada por la siguiente regla:
li+i]n

a'a’ = a

donde [z],, denota el resto de dividir « entre n. Este grupo se llama ciclico de orden n.

También definimos el grupo ciclico infinito como el conjunto Coy = {a™ : n € Z}, donde a es

un simbolo y consideramos a™ = a™ si y sélo si n = m, y en el que el producto viene dado por
a - a™ = an+m
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6. Para cada nimero natural positivo n vamos a definir un grupo formado por 2n elementos

D, ={l,a,a? ...,a" ', b,ab,ab,...,a" " 'b}
en el que la multiplicacién viene dada por la siguiente regla:
(@b (a?2b72) = qlirH (=17 izl pljr+32]2

con notacién como en el ejemplo anterior. Este grupo se llama grupo diédrico de orden 2n.

El grupo diédrico infinito D, estd formado por elementos de la forma a™0™, conn € Zy m = 0,1
con el producto (a1 b/')(a’2b/2) = girH(=1"izplintizlz,

3.2. Subgrupos

Definicién 3.4. Sea G un grupo. Un subconjunto S de G se dice que es un subgrupo si la operacion
que define la estructura de grupo en G induce también una estructura de grupo en S.

El siguiente lema muestra cudles son las propiedades que hay que comprobar para demostrar que
un subconjunto de un grupo es un subgrupo.

Lema 3.5. Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1

2
3
4.
5

S es un subgrupo de G.

. 1€ 8 y para todo a,b € S, se verifican ab,a™' € S.

S # 0 y para todo a,b € S, se verifican ab,a™' € S.
1 € S y para todo a,b € S, se verifican ab™1 € S.

S # 0 y para todo a,b € S, se verifican ab=! € S.

Demostraciéon. Ejercicio. [

Ejemplos 3.6. 1. Si G es un grupo, entonces {1} y G son subgrupos de G. El primero se llama

subgrupo trivial, denotado 1 y el segundo subgrupo impropio de GG. Los subgrupos de G diferentes
de G se dice que son subgrupos propios.

Si (A, +) es el grupo aditivo de un anillo, entonces todo subanillo y todo ideal de A son subgrupos
de este grupo.

Si S es un subgrupo de (Z, +), entonces nx € S, para todo n € Z y todo x € I. Eso implica que
S es un ideal de Z y por tanto los subgrupos de (Z,+) son los de la forma nZ para n un entero
no negativo.

Sea GL,(K) el grupo de las matrices invertibles de tamafio n con entradas en el cuerpo K.

Entonces el SL,(K) conjunto formado por las matrices de determinante 1 es un subgrupo de
GL,(K).

Supongamos que A es un anillo y sea S4 el grupo de las permutaciones de A. Entonces el conjunto
Aut(A) formado por los automorfismos de A es un subgrupo de Sa.

Ejemplos similares se pueden obtener con casi todas las estructuras matematicas. Por ejemplo, si
G es un grupo, entonces decimos que f : G — G es un automorfismo si f es biyectivo y f(gh) =
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f(g)f(h) para todo g, h € G. Entonces el conjunto Aut(G) formado por todos los automorfismos
de G es un subgrupo del grupo simétrico Sg de G.

Si X es un espacio topoldgico entonces el conjunto de todos los homeomorfismos de X (es decir
las aplicaciones biyectivas continuas con inversa continua) de X en si mismo es un subgrupo de
Sx.

Si X es un espacio métrico con distancia d, entonces el conjunto de las isometrias (es decir, las
aplicaciones biyectivas de X en si mismo tales que d(f(z), f(y)) = d(z,y)) es un subgrupo de Sx.

. Si G es un grupo y g € G, entonces

(9)={g" :neZ}

es un subgrupo de G, llamado grupo ciclico generado por g.

Un grupo G se dice que es ciclico si tiene un elemento g tal que G = (g). En tal caso se dice que
g es un generador de G.

Por ejemplo, (Z,+) es ciclico generado por 1y (Zy,+) es otro grupo ciclico generado por la clase
de 1. Otros ejemplos de grupos ciclicos son los grupos C), y C, del Ejemplo 5 de 3.3.

. Si X es un subconjunto arbitrario de G, entonces el conjunto formado por todos los elementos de

G de la forma z7'xz3? ..., con x1,...Tm € X y N1,...,Nm € Z, es un subgrupo de G, que

resulta ser el menor subgrupo de GG que contiene a X y por tanto se llama subgrupo generado por
X y se denota (X).

El subgrupo generado por X se puede construir de otra forma. Es un sencillo ejercicio comprobar
que la intersecciéon de subgrupos de G, es un subgrupo. Por tanto la interseccién de todos los
subgrupos de G que contienen a X es un subgrupo de G y es el menor subgrupo de G que
contiene a X, con lo que es el subgrupo generado por X.

. Si (Gy)ier es una familia arbitraria de grupos, entonces el subconjunto @®;c;G; formado por los

elementos (g;) € [[;c; Gi tales que g; = 1 para todo i, es un subgrupo de [[;.; Gi.

. Si G es un grupo arbitrario, entonces

Z(G)={g € G: gr = zg, para todo x € G}

es un subgrupo abeliano de G, llamado centro.

Miés generalmente, si x € G, entonces
Ceng(z) ={g € G : gz = zg}

es un subgrupo de G, llamado centralizador de x en G. Obsérvese que Z(G) es la interseccién de
todos los centralizadores de los elementos de G en G.

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Se define la siguiente relacién binaria en G:

a=;bmod H < a 'beH. (a,b e G).

Se puede comprobar facilmente que esta relacion es de equivalencia y por tanto define una particién de
G en clases de equivalencia. Las clase de equivalencia que contiene a a es

aH ={ah:h e H}

y se llama clase lateral de a mdédulo H por la izquierda.
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Anélogamente se puede definir otra relaciéon de equivalencia:
a=gbmod H < ab'eH. (a,b € G)
para la que las clase de equivalencia que contiene a a es
Ha={ah:he H}

y se llama clase lateral de a mddulo H por la derecha.

El conjunto de las clases laterales por la izquierda de G médulo H se denota por G/H y el de clases
laterales por la derecha H\G.

Como consecuencia del Lema 3.2 las aplicaciones

H — aH H — Ha
h +— ah h — ha

son biyectivas, con lo que todas las clases laterales tienen el mismo cardinal. Ademas la aplicacién

G/H — H\G
aH +— Ha!

es otra biyeccion.
Denotamos con |X]| el cardinal de un conjunto cualquiera. En el caso en que G sea un grupo el
cardinal de G se suele llamar orden de G. Acabamos de ver que para cada subgrupo H de G se verifica:

laH| = [Ha| = |H| 'y |G/H|=[H\G]|

El cardinal de G/H (y H\G) se llama indice de H en G y se denota [G : H]. Una consecuencia inmediata
de estas férmulas es el siguiente Teorema.

Teorema 3.7 (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G entonces
G| = [H|[G : H].

3.3. Subgrupos normales y grupos cociente

Dados subconjuntos A y B de un grupo G, pondremos AB = {ab: a € A,b € B}. Si X = {z}
pondremos zA en lugar de XA y Az en lugar de AX, lo que es consistente con la notacién usada
para las clases laterales. Por otra parte, la asociatividad de G implica que (AB)C = A(BC) para
subconjuntos A, B y C arbitrarios, lo que nos permite escribir ABC sin ambigiiedad; obviamente
ABC ={abc:a€ A,be B,ce C}.

Proposicion 3.8. Las condiciones siguientes son equivalentes para un subgrupo N de un grupo G:
1. N\G=G/N.

Para cada x € G se tiene Nx = N (o equivalentemente x~'Nx = N ).

Para cada x € G se tiene Nx C xN (o equivalentemente ™' Nx C N ).

Para cada x € G se tiene tN C Nz (o equivalentemente tNz—1 C N ).

Para cualesquiera a,b € G se tiene aNbN = abN .

S & o

Para cualesquiera a,b € G se tiene NaNb = Nab.
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Demostracién. Ejercicio [

Supongamos que se cumplen las condiciones de la Proposicién 3.8. Entonces el producto de dos
elementos de G/N (o de N\G) es un elemento de G/N, y es elemental comprobar que esta operacién
dota a G/N de una estructura de grupo. Obsérvese que, para realizar un producto aN -bN en G/N, no
necesitamos describir el conjunto resultante, pues éste queda determinado por cualquier representante
suyo, por ejemplo ab. El elemento neutro de G/N es la clase N = 1N, y el inverso de aN es a ! N.

Definicién 3.9. Un subgrupo N de un grupo G es un subgrupo normal de G (también se dice que N es
normal en G) si verifica las condiciones equivalentes de la Proposicion 3.8. En ocasiones escribiremos
N < G (respectivamente N <1 G) para indicar que N es un subgrupo normal (respectivamente normal
y propio) de G.

Si N es normal en G, el grupo G/N recién descrito se llama grupo cociente de G mddulo N.

Ejemplos 3.10. Subgrupos normales.
1. Es claro que, en un grupo abeliano, todo subgrupo es normal.

2. Si I es un ideal de un anillo A, entonces el grupo cociente A/I es el grupo aditivo del anillo
cociente.

3. Si G es un grupo y H es un subgrupo contenido en el centro Z(G), entonces H es normal en G.
En particular, el centro es un subgrupo normal.

4. Si H es un subgrupo de G de indice 2, entonces H es normal en G. En efecto, como las clases por
la derecha moédulo H constituyen una particién de G, sélo hay dos, y una de ellas es H, la otra
ha de ser el complementario {g € G : ¢ ¢ H}. El mismo argumento vale para las clases por la
izquierda y en consecuencia G/N = N\G.

5. Sea G = GL,(R) el grupo lineal general sobre R. Usando el hecho de que, si a,b € G, entonces
det(ba) = det(b) det(a) = det(a) det(b) = det(ab),
es fécil ver que SL,(R) es un subgrupo normal de G.

6. El siguiente es el diagrama de todos los subgrupos de D4 ordenados por inclusién: una linea
entre dos subgrupos significa que el de arriba contiene al de abajo. Los subgrupos de la segunda
fila tienen orden 4, y los de la tercera fila tienen orden 2. En el diagrama estan subrayados los
subgrupos que no son normales en Dy:

/\\//\
\\/
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Los que aparecen son subgrupos y las relaciones de inclusién son claras, pero el lector debera com-
probar esos subgrupos son distintos entre si y que no hay mas, asi como la normalidad de los sub-
grupos no subrayados. Otro ejercicio interesante consiste en demostrar que los subgrupos (a2, b)
y {a?, ab) no son ciclicos.

Obsérvese que cualquier subgrupo del diagrama es normal en cualquiera de los subgrupos que lo
contengan y estén en el nivel inmediatamente superior. Por ejemplo, (b) <1 (a?,b) y (a?,b) < Dy;
como (b) no es normal en Dy, este ejemplo muestra que la relacién “ser normal en” no es transitiva.

Acabamos la seccién con una versién para grupos del Teorema de la Correspondencia (1.15).

Teorema 3.11 (Teorema de la Correspondencia). Sea N un subgrupo normal de un grupo G. La
asignacion H — H/N establece una biyeccion entre el conjunto A de los subgrupos de G que contienen
a N y el conjunto B de los subgrupos de G/N.

Ademds, esta biyeccion conserva las inclusiones, las intersecciones y la normalidad. Es decir, dados
H, K € A, se tiene:

1. HC K siy sdlo si (H/N) C (K/N).
2. (HNK)/N = (H/N)N(K/N).
3. H<LG siysdlosi (H/N)<(G/N).

Demostracién. Adaptar la demostracién del Teorema 1.15. [J

Ejemplos 3.12. Aplicaciones del Teorema de la Correspondencia.

1. Dado un entero positivo n, vamos a describir los subgrupos del grupo cociente Z, = Z/(n).
Escribiremos @ = a + (n). Sabemos que los subgrupos de Z son precisamente los de la forma (d)
cond >0,y que (d) C(d) siy sélosid |d. Portanto, los subgrupos de Z, son precisamente
los de la forma % = (d), donde d es un divisor positivo de n, y ademés (d) C (d’) si y sélo si
d' | d. Asi, el diagrama de los subgrupos de Z, puede construirse de modo elemental a partir de

los divisores de n como muestran los siguientes diagramas (en el de la izquierda se ha tomado
n =125,y en el de la derecha n = 72):

En general, si r es el nimero de divisores primos distintos de n, se necesita un diagrama en r
dimensiones; por ejemplo, para n = 180 necesitariamos un diagrama tridimensional.
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2. Aplicando el Teorema de la Correspondencia al diagrama de los subgrupos de Dy (Ejemplo 6 de
3.10), obtenemos el siguiente diagrama de los subgrupos de Dy /{r?).

Dy/(r?)

3.4. Homomorfismos y Teoremas de Isomorfia

Definicién 3.13. Un homomorfismo del grupo (G,-) en el grupo (H,x*) es una aplicacion f: G — H
que conserva la operacion; es decir, que verifica

fla-b) = f(a) * f(b)

para cualesquiera a,b € G. St G = H decimos que f es un endomorfismo de G.

Si f : G — H es un homomorfismo biyectivo, diremos que es un isomorfismo y que los grupos G y
H son isomorfos. Un isomorfismo de G en G se dird un automorfismo de G.

Dado un homomorfismo de grupos f : G — H, se definen su imagen y su nucleo como

Im f=f(G)={f(z):2€G} y Kerf=f"'(ly)={reC:f(x)=1n}.

Lema 3.14. Si f : G — H es un homomorfismo de grupos entonces se verifican las siguientes propie-
dades para a,ay,...,a, € G:

1. (f conserva el neutro) f(1¢) = ly.
(f conserva inversos) f(a~) = f(a)~ L.

(f conserva productos finitos) f(a1---an) = f(a1)--- f(an).
(f conserva potencias) Si n € Z entonces f(a™) = f(a)".

Si f es un isomorfismo entonces la aplicacion inversa f~' : H — G también lo es.

S &

Sig: H— K es otro homomorfismo de grupos entonces go f : G — K es un homomorfismo de
grupos.

7. Si Hy es un subgrupo de H entonces f~1(Hy) = {x € G : f(x) € H1} es un subgrupo de G.

Si ademds Hy es normal en H entonces f~*(Hy) es normal en G; en particular, Ker f es un
subgrupo normal de G.

8. f es inyectivo si y sélo si Ker f = {1}.

9. Si G es un subgrupo de G entonces f(G1) es un subgrupo de H; en particular, Im f es un subgrupo
de H.

Si ademds G1 es normal en G y [ es suprayectiva entonces f(G1) es normal en H.
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Demostraciéon. Ejercicio. [

Ejemplos 3.15. Homomorfismos de grupos.

1.

2.

Si H es un subgrupo de G, la inclusién de H en G es un homomorfismo inyectivo.

Si N es un subgrupo normal de G, la aplicacién 7 : G — G/N dada por n(z) = xN es un
homomorfismo suprayectivo que recibe el nombre de proyeccion candnica de G sobre G/N. Su
ntcleo es Ker m = N.

Dados dos grupos G'y H, la aplicacién f : G — H dada por f(a) = 1y para cada a € G es un
homomorfismo llamado homomorfismo trivial de G en H. Su nucleo es todo G.

. La aplicacién f : Z — Z dada por f(n) = 2n es un homomorfismo inyectivo y no suprayectivo.

Si G es cualquier grupo y x € G es cualquier elemento, la aplicacién Z — G dada por n — x"
es un homomorfismo de grupos; como en Z usamos notacién aditiva y en G multiplicativa, la
afirmacién anterior es equivalente al hecho, que ya conocemos, de que "™ = z"2™.

Otro ejemplo en el que se mezclan las notaciones aditiva y multiplicativa es el siguiente: Fijado
un ntimero real positivo «, la aplicacién R — R* dada por r — a” es un isomorfismo de grupos
cuya inversa es la aplicacién RT — R dada por s — log,, s.

Claramente, si f : G — H es un homomorfismo inyectivo de grupos entonces f : G — Im f es un
isomorfismo de grupos que nos permite ver a G como un subgrupo de H.

Los Teoremas de Isomorfia que vimos para anillos tienen una versién para grupos. Las demostraciones
son analogas.

Teorema 3.16. (Teoremas de Isomorfia para grupos)

1.

Si f+ G — H es un homomorfismo de grupos entonces existe un tnico isomorfismo de grupos
f:G/Ker f — Im f que hace conmutativo el diagrama

G f H

P )
G/Ker f ——f——> Im f

es decir, io fop= f, donde i es la inclusion y p es la proyeccion candnica. En particular

G
Ker f

~Im f.

2. Sean N y H subgrupos normales de un grupo G con N C H. Entonces H/N es un subgrupo

normal de G/N y se tiene
G/N

HIN ~ G/H.

3. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces N N H es un

subgrupo normal de H y se tiene

H _NH
NAnH N
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Usando el Teorema de la Correspondencia se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.17. Si f : G — H es un homomorfismo de grupos entonces K — f(K) define una
biyeccion entre el conjunto de los subgrupos de G que contienen a Ker f y el de los subgrupos de H
contenidos en Im f.

Ejemplos 3.18. Aplicaciones de los Teoremas de Isomorfia.

1. Consideremos los grupos multiplicativos C* y R*, y la aplicaciéon norma ¢ : C* — R* dada por
§(a +bi) = a® + b%. Entonces § es un homomorfismo que tiene por nicleo a la circunferencia de
radio 1 en C, y por imagen a RT. Por tanto, el grupo cociente de C* por la circunferencia de radio
1 es isomorfo a RT.

2. La aplicacién det : GL,(R) — R* que lleva una matriz a su determinante es un homomorfismo
suprayectivo de grupos con nicleo SL, (R). Esto nos dice que el cociente de GL,,(R) por SL,(R)
es isomorfo a R*

3. Sea n un entero positivo. Hemos visto (Ejemplos 3.12) que todo subgrupo de Z, = Z/(n) es de
la forma (d) = (d)/(n), para cierto divisor positivo d de n. El Segundo Teorema de Isomorfia nos
permite identificar el cociente Z,, /{(d), pues

Z., Z/n) T
@~ @/m " @

3.5. El orden de un elemento de un grupo

Definicién 3.19. Sea G un grupo y a € G. Por definicion el orden de a es el orden del subgrupo (a)
generado por a, y se denota o(a).

Si consideremos el homomorfismo f : Z — G dado por f(n) = a”, entonces la imagen de f es {(a) y
el nicleo de f es un subgrupo de Z. Por tanto Ker f = nZ para algtin entero no negativo n. Si n = 0,
entonces f es inyectivo y (Z,+) ~ (a). En caso contrario Z,, ~ (a), con lo que n = o(a). Luego

a"=1 < ofa)|n. (3.1)

Més atin a* = a' si y sélo si k = [ mod n y por tanto o(a) es el menor entero no negativo n tal que
" =1.
Por el Teorema de Lagrange, si G es finito, entonces o(a) divide a |G|. Ademds, si a tiene orden
finito entonces la siguiente férmula relaciona el orden de un elemento con el de sus potencias:

o(a)

o(a") = med(o(a). 1) (3.2)

Demostraciéon. Obsérvese que m = ( ) v d = mcd(m,n), entonces med(%, %) = 1. Aplicando (3.1)
tenemos que (a™)¥ =1 si y sélo si a™* =1 si y solo si m|nk, siy sélo si 77 divide a "dk = %k siy sdlo si

% divide a k. Lo que muestra que 0( ™ =

Recordando como son los subgrupos de Z y de Z,, tenemos que
Proposicion 3.20. Sea G un grupo ciclico generado por a.

1. Si G tiene orden infinito entonces G ~ (Z,+) y los subgrupos de G son los de la forma {(a™) con
n € N. Ademds, sin,m € N, entonces (a™) C (a™) si y sdlo si m|n.

G tiene un subgrupo para cada nimero entero no negativo n: (a™).
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2. Si G tiene orden n, entonces G ~ (Zn,+) y G tiene exactamente un subgrupo de orden d para
cada divisor de n, a saber (a™/?).

En particular todo subgrupo y todo cociente de G son ciclicos.

Teorema 3.21 (Teorema Chino de los Restos para grupos). Si G y H son dos subgrupos ciclicos de
ordenes n y m, entonces G x H es ciclico si y sélo si med(n,m) = 1.

Mads generalmente, si g y h son dos elementos de un grupo G de drdenes coprimos n ym y gh = hg,
entonces (g, h) es ciclico de orden nm.

Demostracién. Por la Proposicién 3.20, G ~ (Z,,,+) y H ~ (Z,,,+). Si med(n, m) = 1, entonces, por
el Teorema Chino de los Restos, Z,, X Z,, y Z/nmZ son isomorfos como anillos y por tanto también lo
son sus grupos aditivos. Por tanto G x H ~ (Z,,,+) X (Zm,+) ~ (Z/nmZ,+). Sin embargo, si n y m no
son coprimos y d = mcd(n, m), entonces G tiene un subgrupo G de orden d y H tiene otro subgrupo
H, de orden d. Entonces G; x 1 y 1 x Hy son dos subgrupos distintos de G x H del mismo orden, en
contra de la Proposicién 3.20.

Supongamos ahora que g, h € G tienen érdenes coprimos n y m. Entonces la aplicacion f : Z,, XZ,, —
G dada por f(i,j) = g*h’/ es un homomorfismo de grupos cuya imagen es (g, h). (Observa la importancia
de la hipétesis gh = hg aqui.) Por el Teorema de Lagrange, el orden de (g) N (h) divide a n y m.
Como n y m son coprimos, este orden es 1. Si f(i,7) = 1, entonces a=* = ¥ € (g) N (h) = 1. Por
tanto n|i y m|j, lo que muestra que f es inyectiva. Por tanto f es un isomorfismo, lo que prueba que
(9,h) = Zp X Ly, =~ Z/nmZ. O

El siguiente teorema que veremos sin demostracién describe todos los grupos abelianos finitos salvo
isomorfismo.

Teorema 3.22 (Estructura de los grupos abelianos finitos). Si G es un grupo abeliano finito, entonces
existen enteros positivos di|dz| ... |d, tales que

G:Cdl XCd2 X XCdn.
Ademds, si dq|da]...|d, yeilea]...|em son enteros positivos tales que

Cagy x Cgy, X -+ xCq, 2Cey X Cep x---xC

€m

entonces n =m y d; = e; para todo 1.

3.6. Conjugacién y acciones de grupos en conjuntos

Sea G un grupo. Si a, g € G, entonces se define el conjugado de g por a como ¢ = a 'ga. Si X es un
subconjunto de G, entonces el conjugado de X por a es X = {z% : x € X }. Se dice que dos elementos
o subconjuntos x y y de G son conjugados en G si z* = y para algin a € G.

La aplicacién ¢, : G — G dada por ¢,(x) = x* es un automorfismo de G, llamado automorfismo
interno definido por a, con inverso ¢,-1. Eso implica que dos elementos o subconjuntos conjugados de un
grupos tienen propiedades similares. Por ejemplo todos dos elementos conjugados de G tiene el mismo
orden y el conjugado de un subgrupo de G es otro subgrupo de G del mismo orden.

Es facil ver que

g®* = (¢*)* paratodo g,a,b€ G,

y utilizando esto se demuestra de forma fécil que la relacién ser conjugados (tanto de elementos, como
de subconjuntos de G) es una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia de esta relacién de
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equivalencia en G se llaman clases de conjugacion de G. La clase de conjugacién de G que contiene a a
se denota por a®. Es decir
a®={a%:g€q}.

Sean G un grupo y X un conjunto. Una accidon de G en X es una aplicacién

o Gx X — X
(9,7) — g-x

que satisface las siguientes propiedades:
1. (gh) -x =g (h-x), para todo z € X y todo g, h € G.
2. 1-x =ux, para todo x € X.

Analogamente se define una accién por la derecha.

Vamos a ver una definicién alternativa. Sea - : G x X — X una accién por la derecha del grupo G
en el conjunto X. Entonces la aplicacién f : G — Sx dada por f(g)(xz) = ¢ - « es un homomorfismo
de grupos. Reciprocamente, si f : G — Sx es un homomorfismo de grupos, entonces la aplicacién
-1 Gx X — X, dadapor g-z = f(g)(z) es una accién por la derecha de G en X. Por tanto, es lo mismo
hablar de una accién de un grupo G en un conjunto X que de un homomorfismo de grupos G — Sx.
Andlogamente podemos identificar las acciones por la izquierda de G en X con los antihomomorfismos
de grupos f : G — Sx, es decir las aplicaciones f : G — Sx que satisfacen f(gh) = f(h)f(g), para
todo g,h € G.

Sea - : G x X — X una accidén por la izquierda de un grupo G en un conjunto X. Si x € X entonces
G-x={g-x:g€ G} sellama drbita de x y Estabg(xz) = {g € G : g- x = x} se llama estabilizador de
x en G. Obsérvese que las érbitas forman una particién de G.

Veamos algunos ejemplos de acciones de grupos en conjuntos.

Ejemplos 3.23. Sea G un grupo arbitrario.

1. Consideremos la accién por la derecha de G en si mismo dada por g-x = gx. Esta accién se llama
accion por la derecha de G en si mismo por translacion. Andlogamente se define una accién por
la izquierda por traslacién. Obsérvese que Estabg(x) =1y G -2 = G, para todo = € G.

Més generalmente, si H es un subgrupo de G, entonces G actia por la derecha en G/H mediante
la regla: g - *H = (gx)H. Andlogamente se define una accién por la izquierda de G en H\G. En
ambos casos todos los elementos estan en la misma érbita y Estabg(xH) = {g € G : zgz~! €
H}=x"'Hx = H".

2. La accién por conjugacion de G en si mismo viene dada por g-a = ¢ = a 'ga. La érbita G -z es
2%, 1a clase de conjugacién de x en G y el estabilizador es Estabg(z) = Ceng(z), el centralizador
de z en G.

3. G actua por la derecha en el conjunto S de sus subgrupos mediante la regla H - ¢ = HY. El
estabilizador de H es Estabg(H) ={g € H: HY = H} = Ng(H), el normalizador de H en G, es
decir, el mayor subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.

4. Para cada entero positivo n, consideramos S,, actuando por la derechaen en {1, 2, ..., n} mediante:
o -z = o(z). Claramente, todo elemento estd en la misma dérbita y Estabg (i) = {oc € S, : 0(i) =
Z} >~ Sn—l-

5. El grupo simétrico S,, también actiia por la derecha en A[Xq,...,X,] por la regla o - p = &(p)

definida en la Seccién 2.5. Recuérdese que la orbita de p por esta accién es precisamente lo que
habiamos llamado 6rbita del polinomio p.
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Proposicion 3.24. Sea G un grupo actuando en un conjunto X y sean x € X y g € G. Entonces
1. Estabg(x) es un subgrupo de G.

2. |G : Estabg(z)] = |G - x|. En particular, si G es finito, entonces el nimero de elementos de cada
orbita es un divisor del orden de G.

3. Estabg(g - ) = Estabg(2)9 . En particular Ceng(a?) = Ceng(a)?

Demostracién. 1y 3 se hacen con un simple calculo.
2. Sea H = Estabg(x), entonces la aplicacién gH +— ¢ - induce una biyeccién entre G/H y G-xz. O

La primera parte del corolario es un caso particular de la Proposiciéon 3.24 y la segunda es una
consecuencia obvia de la primera.

Corolario 3.25. Sea G un grupo y a € G.

1. |a%| =[G : Ceng(a)]. En particular, a® tiene un tnico elemento si y sdlo si a es un elemento del
centro Z(G) de G.

2. (Ecuacién de Clases). Si G es finito y X es un subconjunto de G que contiene exactamente un
elemento de cada clase de conjugacion con al menos dos elementos, entonces

6] = 12(@)] + Y6 : Ceng(@))

zeX

Si p es un primo, entonces un p-grupo finito es un grupo finito de orden una potencia de p.
Proposicién 3.26. Si G es un p-grupo no trivial para p un primo entonces Z(G) # 1.

Demostracién. Utilizando la notacién del Corolario 3.25 tenemos |G| = |Z(G)[+}_,c x[G : Ceng(x)].
Entonces |G| y [G : Ceng(z)] es una potencia de p para todo z € X, con lo que |Z(G)| es multiplo de
py por tanto Z(G) # 1. O

3.7. Problemas

1. Construir la tabla de multiplicacién de los siguientes grupos.

a) Los grupos de unidades de Z7 y Z1s.
b) GLo(Zs).
¢) El subgrupo de GL2(C) generado por las matrices

(30 (1)

Este grupo se llama grupo de cuaterniones y se denota Qg.

d) El subgrupo de GL3(C) generado por las matrices

ain b*01
N0 wt ) 1 0 )’

donde w = 14y=3
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e) El subgrupo de GL2(Q) generado por las matrices

_ 0 1 b— 0 -1
“@=\-1 0 ) “\1 -1 )
f) El grupo cociente G/{—I), donde G es el grupo del apartado anterior e I es la matriz
identidad.

g) El grupo de los automorfismos del grupo Zs.
h) El subgrupo del grupo de la permutaciones de A = R\ {0, 1,2} generado por f y g, donde

2
fey=2-a v gl)=".
i) Ze con la operaciéon x xy =z + (—1)* + y.

Decidir si alguno de estos grupos es isomorfo a algtin otro grupo conocido.

2. Construir el diagrama de los subgrupos de los grupos anteriores, indicando cudles de ellos son
normales.

3. Probar que todo grupo G de orden menor o igual a cinco es abeliano.

4. Sea G un grupo. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) G es abeliano.

b) (ab)? = a?b? para cualesquiera a,b € G.

¢) (ab)™! = a=1b~! para cualesquiera a,b € G.

d) (ab)™ = a™b™ para todo n € N y para cualesquiera a,b € G.

5. Demostrar que si G es un grupo tal que g? = 1, para todo g € G, entonces G es abeliano.

6. Mostrar que la unién de dos subgrupos de un grupo no es necesariamente un subgrupo. Ain ma4s,
probar que un grupo nunca puede expresarse como union de dos subgrupos propios.

7. Paran =1,...,10, determinar cuéles de los grupos Z, son ciclicos.

8. La funcién ¢ : N — N que asocia a cada nimero n el cardinal de Z;, se llama funcién de Euler.
Demostrar que:

a) Simny m son coprimos, entonces ¢p(nm) = ¢(n)p(m).
b) Si p es primo, entonces ¢(p") = p"~(p — 1).
pi—1 pe—=1

¢) Sin=p{"---pp¥, con pi,...,p, primos distintos entonces ¢(n) = nk—= . B

9. Demostrar que si G es ciclico entonces el nimero de generadores de G es 2, si G tiene orden
infinito y ¢(|G|), si G tiene orden finito. Describir los generadores en todos los casos.

10. Encontrar todos los grupos ciclicos G, salvo isomorfismos, que tengan exactamente dos generadores
(es decir, tales que existan exactamente dos elementos = € G con G = (x)).

11. Demostrar que si p es un primo positivo, entonces todos los subgrupos de orden p son ciclicos
isomorfos a C),.

12. Calcular el orden de cada elemento de los grupos diédricos D,,.



13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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i Es ciclico el producto directo de dos grupos ciclicos infinitos?

Demostrar que la interseccion de una familia de subgrupos normales de un grupo también es un
subgrupo normal.

Demostrar que todo subgrupo de un subgrupo ciclico normal de G es normal en G.

Sean N y M subgrupos normales de un grupo G tales que N N M = {1}. Probar que nm = mn
paratodon € Ny m e M.

Sea N un subgrupo normal de indice n de un grupo G. Demostrar que g" € N para todo g € G,
y dar un ejemplo que muestre que esta propiedad falla si N no es normal en G.

Si N es un subgrupo normal en un grupo G'y a € G tiene orden n, probar que el orden de Na en
G/N es un divisor de n.

Un subgrupo H del grupo G es caracteristico si, para cualquier automorfismo f de G, se verifica
f(H) C H. Se pide:

a) Demostrar que todo subgrupo caracteristico de G es un subgrupo normal de G.

b) Dar un ejemplo de un grupo con un subgrupo normal que no sea caracteristico.

¢) Demostrar que si H es un subgrupo caracteristico de G y K es un subgrupo caracteristico
de H, entonces K es un subgrupo caracteristico de G.

d) Si H es un subgrupo caracteristico de K y K es un subgrupo normal de G, entonces H es
normal en G.

e) Demostrar que el centro de un grupo es un subgrupo caracteristico.

f) Supongamos que H es un subgrupo de un grupo G, y que ningin otro subgrupo de G contiene
un subgrupo del mismo cardinal que H. Demostrar que H es un subgrupo caracteristico (y
por tanto normal) de G.

Si G y H son grupos, Hom(G, H) denota el conjunto de los homomorfismos de G a H.

a) Demostrar que si H es abeliano, entonces Hom(G, H) es un grupo con la operacién natural:

(99)(9) = @(9)d(9), (9 €G).

b) Demostrar que si G es abeliano, entonces Hom(Z, G) ~ G y Hom(Z,,,G) ~ {g € G : g" = e}.
¢) Calcular Hom(Zs,Zg) y Hom(Zs, Z21).
d) Probar que Aut(Z,) ~ Z.
e) Mostrar que, aun cuando G sea ciclico, Aut(G) no tiene por qué ser ciclico.
/) Describir Aut(Z).

Probar que si n | m entonces existen un homomorfismo inyectivo Z,, — Z,, y un homomorfismo
suprayectivo Z, — Zn,.

Demostrar que, si el grupo G no es abeliano, entonces existe un subgrupo abeliano de G que
contiene estrictamente al centro Z(QG).

Demostrar que, si G el grupo diédrico Dy o el de cuaterniones Qg, entonces Z(G) ~ Za y G/Z(G) ~
Zo X 7, y sin embargo Dy % Qs.

Probar que, salvo isomorfismos, s6lo hay dos grupos no abelianos de orden 8. ;Cuédles son?
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25.
26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.

33.

34.

35.

Probar que todo grupo no abeliano de orden 6 es isomorfo a Ss.

Demostrar que si H es un subgrupo abeliano de un grupo G tal que HZ(G) = G, entonces G es
abeliano. Deducir que si G/Z(G) es ciclico, entonces G es abeliano.

Describir todos los subgrupos normales del grupo diédrico D,,.

Calcular los centros de GL,,(R), GL,(C), SL,(R) y SL,(C).

Calcular las clases de conjugacién de los grupos del Problema 1 y de los grupos diédricos.
Demostrar que p es primo, entonces todos los grupos de orden p? son abelianos.

Si p es primo, probar que el centro de cualquier grupo no abeliano de orden p? tiene orden p.

Sea G un grupo abeliano finito en el que, para cada n € ZT, la ecuacién 2" = e tiene a lo sumo n
soluciones. Demostrar que G es ciclico. Deducir que un subgrupo finito del grupo de unidades de
un dominio es ciclico. (Indicacién: Elegir un elemento de orden méximo y observar que para cada
g € G de orden n, el subgrupo (g) contiene n soluciones de la ecuacién ™ = e.)

a) Mostrar que las siguientes son acciones del grupo que se indica en el conjunto correspondiente.
1) De Aut(G) en un grupo G, dada por o - & = o(x) (por la izquierda).
2) De un grupo G en G/H, donde H es un subgrupo, dada por g - zH = (gz)H (por la
izquierda).
3) De un grupo G en H\G, donde H es un subgrupo, dada por Hz - g = H(zg) (por la
derecha).
4) De un grupo G en el conjunto S de sus subgrupos dada por H - g = HY (por la derecha).

b) Sea - : G x X — X una accién por la izquierda de un grupo G en un conjunto X. Si x € X
entonces G-z = {g-x: g € G} se llama drbita de x y Estabg(z) = {g € G : g - 2} se llama
estabilizador de x en G.

Demostrar las siguientes propiedades para cada x € X y g € G.

1. 2 define una accién por la derecha de G en X.

1) Lareglaxz-g =g~

2) Para cada g € G, la aplicacién g : X — X dada por g(x) = g -z es biyectiva y la
aplicacién G — Sx dada por g — g es un homomorfismo de grupos. Reciprocamente,
mostrar como todo homomorfismo de grupos G — Sx induce una accién por la izquierda
de G en X.

3) Estabg(z) es un subgrupo de G y [G : Estabg(z)] = |G - x|, en particular si G es finito,
entonces el cardinal de cada érbita es un divisor del orden de G.

4) Bstabg(g - z) = Estabg(z)9 . Concluir que Ceng(af) = Ceng(a)?

¢) Identificar las érbitas y los estabilizadores para las acciones de los Ejemplos 3.23 y del
apartado (a).

(Teorema de Cauchy) Demostrar que si G es un grupo finito cuyo orden es multiplo de un primo
p, entonces G tiene un elemento de orden p. (Indicacién: Considérese X = {(z1,22,...,2p) :
T1x2---xp = 1} y la siguiente accidén del grupo ciclico Cp, = (g) en X: g - (z1,22,...,2p) =
(Tp, T1, %2, ..., Tp—1).)

(Primer Teorema de Sylow) Demostrar que si G es un grupo de orden finito n y n = p™k con
p 1k, entonces G tiene un subgrupo de orden p™. Estos subgrupos se llaman subgrupos de Sylow
de G. (Indicacién: Razonar por induccién en n, aplicando la Ecuacién de Clase en el caso en que
p divide a [G : Ceng(g)] para todo g € G\ Z(G).



Capitulo 4

Grupos de permutaciones

Este es un capitulo recopilatorio de las principales propiedades del grupo simétrico que suponemos
bien conocidas por lo que muchas de las demostraciones las omitiremos.

4.1. Ciclos y trasposiciones

Recordemos que, para cada niimero natural n, S, denota el grupo simétrico sobre N,, = {1,2,...,n};
es decir, el grupo de las aplicaciones biyectivas f : N,, — N,, con la composicién de aplicaciones como
operacién. Describiremos a veces un elemento f € S, dando la lista de sus imagenes en la forma

< 1 2 .. n )
fQ @ . fn) )7
Definicién 4.1. Diremos que una permutacion o € Sy fija un entero i € N, si o(i) = i; en caso

contrario diremos que o cambia o mueve i, y denotaremos por M (o) al conjunto de los enteros cambiados
por o:

M(o)={ieN, :0(i) #i}.

Es claro que M (o) es vacio si y sdlo si o =1, y que M (o) no puede tener exactamente un elemento.
Diremos que dos permutaciones o y T de S, son disjuntas si lo son los conjuntos M (o) y M (7). Es
decir, si todos los elementos que cambia una de ellas son fijados por la otra.
Cuando digamos que ciertas permutaciones o1, ...,0, son disjuntas entenderemos que lo son dos a
dos.

Lema 4.2. Sio y 7 son permutaciones disjuntas entonces o = 70 y se tiene M (o71) = M (o) UM (7).

Definicién 4.3. La permutacién o € S, es un ciclo de longitud s (o un s-ciclo) si M(c) tiene s
elementos y éstos pueden ordenarse de manera que se tenga M (o) = {i1,42,...,is} Y

o(in) =io, oliz) =143, ... 0(is—1)=1s, 0(is)=711.
Este s-ciclo o se denota como
U:(il ig i3 ZS) 0 Uz(il,ig,ig,...,is).
Los 2-ciclos también se llaman transposiciones.

73
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Por ejemplo, los siguientes elementos de Sy4 son ciclos de longitudes 2, 3 y 4, respectivamente:

(12 3 4 (1234 (12 3 4
*=\4 2 31 “\1 4 2 3 T=\3 1 4 2 )

Lema 4.4. Sea 0 = (i1...15) un ciclo de longitud s en Sy,.
1. Para cada t € {1,2,...,s} se tiene 0 = (i ...05 @1...9¢—1).
2. Para cada t € {1,2,...,s} se tiene iy = o'~ 1(i1).
3. El orden de o (como elemento del grupo simétrico) coincide con su longitud s.

Teorema 4.5. Toda permutacion o # 1 de S, se puede expresar de forma tinica (salvo el orden) como
producto de ciclos disjuntos.

Ejemplo 4.6. Factorizacion de una permutacion como producto de ciclos disjuntos.

Consideremos la permutacion de Sy
(1 2 3 45 6 78 9 10 11
=6 51 4 2 7 38 11 9 10 )"

Elegimos un elemento arbitrario cambiado por o, por ejemplo el 1, y calculamos sus imagenes sucesivas

por o:
o(1) =6, c*(1) =0(6) =7, o3(1) = 0(7) =3, o*(1) = 0(3) = 1.

Entonces (1 6 7 3) es uno de los factores de o. Elegimos ahora un elemento de M (o) que no haya
aparecido ain, por ejemplo el 2, y le volvemos a seguir la pista, lo que nos da un nuevo factor (2 5).
Empezando ahora con el 9 obtenemos un tercer ciclo (9 11 10) que agota el proceso (el 4 y el 8 son
fijados por o) y nos dice que o = (1 6 7 3)(2 5)(9 11 10).

Veamos cémo se puede calcular el orden de una permutacién en términos de su factorizacién como
producto de ciclos disjuntos:

Proposicion 4.7. Sea 0 = 71 -7 la factorizacion de una permutacion o como producto de ciclos
disjuntos, y sea s; la longitud del ciclo ;. Entonces

o(oc) = mem(sy,. .., Sk)-

Demostracién. Sea m € N. Como los 7; conmutan entre si, se tiene ¢ = 7{" - - - 7;"*. Por otra parte,
para cada i se tiene M (7]™) C M(7;) y por tanto los 7" son disjuntos. Esto implica, por la unicidad en
el Teorema 4.5, que 0™ = 1 precisamente si cada 7" = 1, y entonces el resultado es claro, pues s; es el
orden de 7;. O

A continuacién vamos a describir las clases de conjugacion de S,,.

Definicién 4.8. FEl tipo de una permutacion o # 1 de S, es la lista [s1,...,sk] de las longitudes de
los ciclos que aparecen en su factorizacion en ciclos disjuntos, ordenadas en forma decreciente. Por
convenio, la permutacidn identidad tiene tipo [1].

Por ejemplo, el tipo de un s-ciclo es [s], el de la permutacién (1 2)(3 4 5)(6 7) € Sy es [3,2,2], y el
de la permutacién de Sy del Ejemplo 4.6 es [4, 3, 2].

Teorema 4.9. Dos elementos de S, son conjugados precisamente si tienen el mismo tipo. En conse-
cuencia, cada clase de conjugacion de S, estd formada por todos los elementos de un mismo tipo.
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Observacion 4.10. La factorizacion en ciclos disjuntos de o® se obtiene sustituyendo, en la de o,
cada elemento i € N,, por a=1(i).
Por ejemplo, sia=(143)(256) yo=(13)(247), entonces c® = (34)(6 1 7).

Ejemplo 4.11. Clases de conjugacion de S,,.

Las 6 permutaciones de Ss se dividen en una permutacién de tipo [1] (la identidad), tres 2-ciclos o
permutaciones de tipo [2] (a saber, (1 2), (1 3) y (2 3)), y dos 3-ciclos o permutaciones de tipo [3] (a
saber, (123)y (13 2)).

En S4 hay méas variedad, y en particular aparecen permutaciones que no son ciclos. Sus 24 permu-
taciones se dividen en los siguientes tipos:

Tipo | Permutaciones

[ |1

2] 1 (12), (13), (14), (23), (24), (34)

8] |(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)
[4] |(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)

2,2] | (12)(34), (13)(24), (14)(23)

Por tanto, cada fila de elementos a la derecha de la barra es una clase de conjugacion de Sy.

Ademsds de los ciclos, en S5 hay permutaciones de los tipos [2,2] y [3,2]; y en Sg las hay de los
tipos [2,2], [3,2], [2,2,2] v [3,3]. En estos casos, por el gran nimero de elementos en los grupos, es
pesado construir tablas como la que acabamos de dar para Sy, pero se puede al menos calcular cuantas
permutaciones hay de cada tipo (véase el Problema 7).

Proposicion 4.12. Para n > 2, los siguientes son conjuntos generadores de Sy, :
1. El congunto de todos los ciclos.
2. El conjunto de todas las trasposiciones.
3. El conjunto de n — 1 trasposiciones: {(1 2),(1 3),(1 4),...,(1 n—1),(1 n)}.
4. El conjunto de n — 1 trasposiciones: {(1 2),(2 3),(34),...,(n—1n)}.
5. El conjunto de una trasposicion y un n-ciclo: {(12),(123 ... n—1n)}.

Demostracion. 1. Es una consecuencia inmediata del Teorema 4.5.

Para demostrar el resto de apartados bastara con comprobar que los elementos del conjunto dado
en cada apartado se expresan como productos de los elementos del conjunto del apartado siguiente.

2. Cada ciclo o = (i1 i2 ... is) puede escribirse como producto de trasposiciones (no disjuntas):

g = (Zl ZS)(Zl Z'Sfl) e (Zl 23)(21 ZQ)

3. Es consecuencia de la igualdad (i 7) = (1 ¢)(1 j)(1 ).

4.Dado j > 2,seaa=(23)(34)(45)---(j —1 j). Usando la Observacién 4.10 se obtiene (1 2)* =
(1)

5.Sean 7= (12)yo=(12... n—1n). Como ¢’ ! lleva 1l jy 2 j+1,la Observacién 4.10
nos dice que 0/~ trol™I = (4,5 +1). O

Corolario 4.13. Sean p un numero primo y H un subgrupo de S,. Si H contiene una transposicion y
un p-ciclo, entonces H = 5.
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Demostracién. Podemos suponer que H contiene a (1 2) y un p-ciclo 0 = (a1 a2 ... ap). Por el
Lema 4.4, podemos suponer que a; = 1. Si a; = 2, entonces ! = (12 b3 ... b,) y podemos renombrar
los b; de forma que b; = 4. Por tanto (1 2),(1 2 ... p) € H. Deducimos de la Proposicién 4.12 que
H =5,. (Dénde hemos utilizado que p es primo? [J

Aunque toda permutacién de S,, se puede expresar como un producto de trasposiciones, estas ex-
presiones no tienen las buenas propiedades que vimos en las descomposiciones en ciclos. Por una parte,
no podemos esperar que una permutacién arbitraria sea producto de trasposiciones disjuntas (tendria
orden 2). Por otra, tampoco se tiene conmutatividad (por ejemplo, (1 3)(1 2) # (1 2)(1 3)) ni unicidad,
ni siquiera en el niimero de factores; por ejemplo

(123)=(13)(12)=(23)(13)=(13)(24)(12)(14)=(23)(23)(13)(24)(12)1 4).

Nétese que en todas estas factorizaciones de (1 2 3) hay un niimero par de trasposiciones; esto es
consecuencia de un hecho general que analizaremos en la seccién siguiente (Proposicién 4.16).

4.2. El grupo alternado

Fijemos un entero positivo n > 2 y una permutacién o € S,,. Por la Propiedad Universal de los
Anillos de Polinomios, existe un homomorfismo de anillos 7 : Z[X1,...,X,] — Z[X1,...,X,] tal que
o(Xi) = Xo(;) para cada i (Ejemplos 2.32). Es decir, dado un polinomio @, su imagen 7(Q) se obtiene
sustituyendo cada X; por X,(;) en la expresién de Q.

En lo que sigue, P designard al polinomio de Z[X;, ..., X,]| dado por

r= ][ &;-x.

1<i<j<n

La condicién ¢ < j implica que cada diferencia entre dos indeterminadas distintas aparece, en cierto
orden, exactamente una vez en esa factorizacién. Como & es un homomorfismo de anillos, se tiene

a(P)=]]o(X; - Xi) = [[(Xo(s) — Xow)-

i<j 1<j

Como o es una biyeccién, cada diferencia entre dos indeterminadas distintas sigue apareciendo, en cierto
orden, exactamente una vez en esta factorizacién. Fijados ¢ < j pueden ocurrir dos cosas:

= Que sea o(i) < 0(j), en cuyo caso el factor X, ;) — X,(;) aparece en o(P) igual que en P.

= Que sea o(i) > o(j), en cuyo caso el factor X, ;) — X, (;) aparece en (P) en el orden contrario
que en P; en este caso diremos que o presenta una inversion para el par (i, 7).

Como cada inversién se traduce en un cambio de signo en &(P) con respecto a P, se tiene (P) = £P,
donde el signo es + si y s6lo si el nimero de pares (7, j) (con ¢ < j) para los que o presenta una inversién
es par. Esto sugiere las definiciones que siguen:

Definicién 4.14. La permutacién o € S,, es par si 6(P) = P; es decir, si o presenta un nimero par

de inversiones; y es impar si (P) = —P; es decir, si o presenta un nidmero impar de inversiones.
El signo de o se define como sg(o) = (—1)*, donde k es el mimero de inversiones que presenta o.
Es decir, sg(o) =1 si o es par y sg(o) = —1 si o es impar. Por el comentario previo a esta definicion

se tiene o(P) = sg(o)P.

Proposicién 4.15. La “aplicacion signo” sg: S, — Z* = {1,—1} es un homomorfismo de grupos.
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Demostracion. Sean 0,7 € S,,. Es claro que 6 o7 =g o7, y por tanto
sg(ooT)P =00o7(P)=0(7(P)) = o(sg(r)P) = sg(7)o (P) = sg(7)sg(o) P,

y por tanto sg(o o 7) = sg(o)sg(r). O

Proposicion 4.16. En S,, se verifica:

1. El signo de una permutacion o es el mismo que el de su inversa o' y que el de cualquiera de sus
conjugadas o¢.
2. Toda trasposicion es impar.

3. Sio =77, donde las T; son trasposiciones, entonces sg(o) = (—1)".

4. Una permutacién o es par (respectivamente impar) si y sdlo si es producto de un nidmero par
(respectivamente impar) de trasposiciones.

5. Un ciclo de longitud s tiene signo (—1)*71; es decir, un ciclo de longitud par es impar, y viceversa.
6. La paridad de una permutacion coincide con la del nimero de componentes pares de su tipo.

Ejemplo 4.17. Calculando la paridad en funcion del tipo.

Del Ejemplo 4.11 y del dltimo apartado de la Proposicion 4.16 se deduce que, ademads de la identidad,
las permutaciones pares de S3 son las de tipo [3]; las de Sy son las de los tipos [3] 6 [2,2]; las de S5 son
las de los tipos [3], [5] 6 [2,2]; ¥ las de S son las de los tipos [3], [5], [2,2] 6 [3, 3].

Definicién 4.18. El grupo alternado en n elementos, denotado por A,, es el nicleo del homomorfismo
sg: S, — Z* ={1,—1}. Es decir, es el subgrupo de S,, formado por las permutaciones pares.

Proposicion 4.19. A, es un subgrupo normal de S,, y para n > 2 se tiene:

n! Sh
[Sn: Ap] =2, |An|_§7 y A—_{l,—l}_ZQ.

3

Demostracion. Al estar definido como el ntcleo de un homomorfismo, A,, es normal en S,,. El resto
es consecuencia del Primer Teorema de Isomorfia si vemos que, para n > 2, el homomorfismo sg es
suprayectivo, para lo que basta notar que sg(1) =1y sg(1 2) = —-1. O

Es elemental ver que As es el grupo trivial y que As es el subgrupo ciclico de S3 generado por el
3-ciclo (1 2 3), y por tanto As ~ C3. En el caso general, tenemos dos maneras sencillas de describir
conjuntos de generadores de A,,.

Proposicion 4.20. Los siguientes son sistemas de generadores de Ay, :
1. El conjunto de todos los productos de dos trasposiciones (disjuntas o no).
2. El conjunto de todos los 3-ciclos.

Demostracion. El apartado 1 es una consecuencia inmediata del apartado 4 de la Proposicién 4.16.
Por la misma proposicién, todos los 3-ciclos estdn en A, ; por tanto, usando 1, para ver 2 sélo hay
que probar que cada producto de dos trasposiciones distintas (disjuntas o no) se puede escribir como
producto de 3-ciclos, lo que se sigue de las igualdades

@)k =(ky) e @HED=GIRGE ),
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donde asumimos que 1, j, k, [ son distintos dos a dos. [J

Obsérvese que, como el conjunto vacio genera el subgrupo trivial, la Proposicién 4.20 es valida
incluso cuandon =16 n = 2.

A continuacion describimos los subgrupos de A4. Esto nos dard un ejemplo en el que no se verifica
el reciproco del Teorema de Lagrange: A, tiene orden 12, pero no tiene subgrupos de orden 6.

Ejemplo 4.21. Subgrupos de Aj.

En virtud del Ejemplo 4.17, la siguiente es la lista completa de los elementos de Ay:

1 c=(12)34) 7=(13)(24) n=(14)(23)
a=(123) B=(124) y=( =
a?=(132) B2=(142) 2=(143) 4 =(243)

Por el Teorema de Lagrange, los subgrupos propios y no triviales de A4 han de tener orden 2, 3, 4, 6 6.
Los de orden 2 han de estar generados por elementos de orden 2, y por tanto son:

o) ={lL,0} (M ={L7} ) ={Ln}

Como o =7 ¢ (o), deducimos que (o) no es normal en A4, y del mismo modo se ve que no lo son (7)
ni (n). Los subgrupos de orden 3 han de estar generados por elementos de orden 3, y por tanto son:

(a) = (0®) ={1l,0,0®}  (B) = (8% ={1,6,6°}
() =* ={1,7.7% (0) = (6%) = {1,9,0%}.

Un subgrupo de orden 4 no puede contener a ninguno de los elementos de orden 3; como el resto de
elementos forman un subgrupo

N = {17 J? T? 77}’

éste es el unico subgrupo de orden 4, que ademads es normal en S, por el Teorema 4.9. Por ultimo,
veamos que no hay subgrupos de orden 6. Un tal subgrupo H seria normal en A4 por tener indice 2, por
lo que también N N H seria normal en A4. Ademads se tendria NH = Ay (jpor qué?) y en consecuencia
[N N H| =2 (Teorema 3.16), en contra del hecho de que ninguno de los subgrupos de orden 2 de Ay es
normal.
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4.3. El Teorema de Abel

Definicién 4.22. Un grupo no trivial G es simple si sus unicos subgrupos normales son {1} y G.

Como consecuencia inmediata de la Proposicién 3.20 se tiene que un grupo abeliano es simple si
y s6lo si tiene orden primo. Obsérvese que A3 ~ C3 es simple, pero A4 no lo es, como muestra el
Ejemplo 4.21.

Lema 4.23. Si un subgrupo normal H de A,, (n > 5) contiene un 3-ciclo, entonces H = A,,.

Demostracién. Sea o un 3-ciclo en H. Por la Proposicién 4.20, basta ver que cualquier otro 3-ciclo
o’ estd en H. Sabemos por el Teorema 4.9 que existe o € S,, tal que ¢/ = ¢, de modo que si a € 4,
entonces o/ € H, por la normalidad de H en A,; en consecuencia, podemos suponer que a es una
permutacién impar. Como o sélo cambia 3 elementos y n > 5, existe una trasposiciéon § disjunta con
o, por lo que ¢? = o. Por tanto

y como [Ba estd en A, por ser el producto de dos permutaciones impares, la normalidad de H en A,
implica que ¢’ € H, como querfamos ver. [

Obsérvese que la hipotesis n > 5 en el Lema anterior es superflua, pues para n < 3 es obvio que se
verifica el Lema y para n = 4 es consecuencia del Ejemplo 4.21.

Teorema 4.24 (Abel). Sin > 5, entonces A, es un grupo simple.

Demostracién. Supongamos que H # {1} es un subgrupo normal de A4,, y veamos que H = A,,. Por
el Lema 4.23, bastard probar que H contiene un 3-ciclo.

Sea 1 # o € H tal que r = |M(0)| sea minimo, es decir, |[M(v)| < r para todo 1 # v € H. Ahora
veremos que debe tenerse r = 3, por lo que o serd un 3-ciclo en H y habremos terminado.

Desde luego, no puede ser 7 = 1 porque ninguna permutaciéon cambia exactamente un elemento, ni
tampoco r = 2 porque todas las permutaciones de H son pares. Supongamos pues, en busca de una
contradiccion, que r > 3. Se tienen entonces dos posibilidades:

1. Que, en la factorizacién de o en ciclos disjuntos, aparezca alguno de longitud > 3.
2. Que o sea un producto de (al menos dos) trasposiciones disjuntas.

En el primer caso, o debe cambiar al menos 5 elementos (si s6lo cambiase 4, como en la factorizacién
de o aparece un ciclo de longitud > 3, o serfa un 4-ciclo, lo que contradice el hecho de que o € A,,).
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad (;por qué?), que 1,2,3,4,5 € M(o) y que alguno de los
ciclos disjuntos que componen o es de la forma (1 2 3 ... ) (con longitud al menos 3). Sea o = (3 4 5).
Como o € A, y H es normal en A,,, deducimos que 0® € H,y asi 3= 0"10® € H. Si 0(i) = i entonces
i > 5y por tanto a(i) = i, de donde se sigue que (i) = i; por tanto M(3) C M(o), y la inclusién es
estricta pues (1) = 2 mientras que 5(1) = 1. En consecuencia, § € H cambia menos de r elementos,
asi que debe ser 8 = 1, por la eleccion de r. Esto significa que 0% = o, y por tanto ac = oga. Pero esto
es falso, pues ao(2) =4 y oa(2) = 3, de manera que la primera de las dos posibilidades consideradas
nos lleva a una contradiccion.

Pasamos al segundo caso. Reordenando los elementos de N,, podemos asumir que o = (1 2)(3 4)---
(puede haber mas trasposiciones en el producto o no). Sea de nuevo a = (3 4 5). Como antes, tomamos
B=0"10"€ H.Sii# 5y o(i) =ientonces i # 3,4,5 y por tanto a(i) = i, de donde se sigue que
B(i) = i; por tanto M (8) C M (o) U{5}. Peroel 1 y el 2 son fijados por 8 y cambiados por o, de modo
que [ cambia menos de r elementos y asi 5 = 1, o sea caw = ao. Pero se tiene ca(3) = 3 # 5 = ao(3).
En cualquier caso, pues, llegamos a la contradicciéon que buscabamos. [
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4.4.

10.
11.
12.

13.

14.

. Dada la permutacién o = <

Problemas

1 2345 6 78 9 10 11
1000 =
. Calcular ¢ 7dondea—(3 5 2 6 1 7 4 0 9 11 8 )
4
8

5

Sea 1 # o € S,. Demostrar que o es un ciclo si y sélo si, para cualesquiera j,k € M(0), existe
un entero m tal que c™(j) = k.

. Probar que para toda permutacién o € S,, se cumple o (i1 -+ i,)o ' = (o(i1) - - - o (ir)).

Demostrar que una permutacion tiene orden primo p si y sélo si se factoriza como un producto
de ciclos disjuntos, cada uno de longitud p.

Demostrar que para todo 1 < k < n, S, tiene al menos (Z) subgrupos isomorfos a Sy X Sp_k ¥
que todos son conjugados; es decir, para dos de estos grupos H y K existe o € G tal que H? = K.

Dados dos niimeros naturales n y k con n > k > 2, se pide:

a) Demostrar que, para cada subconjunto A de N,, de cardinal k, el nimero de k-ciclos o de S,
con M(o)=Aes (k—1)L

(=

Demostrar que el nimero de k-ciclos en Sy, es (})(k — 1)!.

)
) i Cudntos elementos de tipo [2,2] hay en S5? ;Cudntos de tipo [2, 3]?
)
)

o

d

e

(Cudntos elementos de tipo [2,2] hay en Sg? ;Cuédntos de tipo [2,3]7 ;Y de tipo [3, 3]

[*] Calcular en general el nimero de elementos de Sy, de tipo [ky, ..., k;].

Sea G un grupo finito de orden n, y sea g € G de orden m. Se define ¢, : G — G por ¢4(z) = gz.
Viendo a ¢, como un elemento de S,,, demostrar que:

a) ¢4 es un producto de n/m ciclos de longitud m.

b) La paridad de ¢4 coincide con la paridad del entero (m — 1)

n
.
c¢) Si (m — 1)7= es impar, entonces G tiene un subgrupo normal de indice 2.

(Teorema de Cayley) Demostrar que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de S,, para algin
n.

Demostrar que el centralizador de la permutacién o = (1,2,...,n) en S,, es (o).
Demostrar que el grupo alternado A,, es un subgrupo caracteristico del grupo simétrico S, .

Sean >2ysea f:S, — Syt la aplicacién dada por f(o) = o*, donde o* actda igual que o
sobre los elementos 1,2,...,n, y ¢* fija (respectivamente, intercambia) n + 1 y n + 2 cuando o
es par (respectivamente, impar). Demostrar que f es un homomorfismo inyectivo de grupos y que
su imagen esta contenida en A, ;2. Deducir que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de
un grupo alternado.

Probar que si P es un subgrupo de orden 4 del grupo alternado As, entonces P es isomorfo al
grupo de Klein Cy x Cs.

Demostrar que D,, es isomorfo al subgrupo {(p,o) de S,,, donde p = (1,2,...,n—1,n) y o es el
producto de las trasposiciones (i,n + 1 — i), donde ¢ varia desde 1 hasta la parte entera de n/2.
(Para qué valores de n se tiene (p, o) C A,?
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Dado f € Aut(Ss), probar que f induce una permutacién del conjunto X = {(1 2),(1 3),(2 3)} C
Ss. Deducir que la aplicacién ¢ : S5 — Aut(Ss) que lleva o € S5 al automorfismo interno ¢, es un
isomorfismo de grupos.

Demostrar que A, estd generado por los 3-ciclos de la forma (1,2,7) con i =3,...,n.
Para n > 5, demostrar que S, tiene exactamente tres subgrupos normales.
Para n > 2, demostrar que A,, es el tnico subgrupo de indice dos de S,,.

[*] Sea p un primo impar y sea H un subgrupo propio de S, que contiene una trasposicién.
Demostrar que existen ¢,j € N, tales que o(i) # j para todo o € H. (Indicacién: Considerar en
N, la relacién de equivalencia en la que ¢ ~ j si ¢ = j 6 si (4,j) € H, y comparar el nimero de
elementos de las clases de equivalencia.)

[*] Sea S = S(N) el grupo de permutaciones del conjunto numerable N. El grupo alternado
infinito es el subgrupo A, de So generado por todos los 3-ciclos (donde un 3-ciclo se define del
modo obvio). Demostrar que A es un grupo simple infinito.
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Capitulo 5

Grupos resolubles

5.1. El subgrupo derivado y la serie derivada

Definicién 5.1. Sea G un grupo. Si x,y € G, entonces el conmutador de x ey es

1 1

(x,y) =a 2y = rly oy,

Se llama subgrupo derivado o subgrupo conmutador de G al subgrupo G’ de G generado por los con-
mutadores de los elementos de G. O sea

G'=((z,y) 12,y €G).
Por ejemplo, si a,b y ¢ son tres elementos distintos de S,, entonces

((a b),(a ) = (ab)(ac)ab)ac)=(be)ac)=(abo).

Eso implica que todos los tres ciclos de S,, estdn en A, y por tanto A, C S;. De hecho se verifica
la igualdad pues si 0,7 € S, entonces 0" tiene la misma paridad que o y o', lo que implica que
(o,7) =010 € A,.

Lema 5.2. Dados un grupo G y elementos a,b € G, entonces
1. (a,b) =1 si y sdlo si ab = ba.
G es abeliano si y sdlo si G' = 1.
(a,b)" = (b, a).
G’ consiste en los productos finitos de conmutadores.
Si f:G— H es un homomorfismo de grupos entonces f((a,b)) = (f(a), f(b)).
En particular, si N es normal en G, entonces (a,b)N = (aN,bN) en G/N.

(a,b)* = (a®,b%) para cada x € G.

® RS &

G’ es un subgrupo normal de G.

Teorema 5.3. Dado un grupo G, su subgrupo derivado G’ es el menor subgrupo normal de G que da
un cociente abeliano; es decir, se verifican:

83
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1. G’ es un subgrupo normal de G.
2. El cociente G/G' es abeliano.
3. Si N es un subgrupo normal de G tal que el cociente G/N es abeliano, entonces G' C N.

Demostracién. 1. Vemos que, si ¢ € G’ y x € G, entonces g° € G’. En efecto, por el Lema 5.2, se
tiene g = (a1,b1) - - - (an, by) para ciertos elementos aq, ..., an,b1,...,b, de G, y por tanto

ga; = (a’labl)ac T (anabn)x - (a’glta ;f) T (afrcwbzrcz) eqd.

2. Es una consecuencia inmediata del Lema 5.2.
3. Si N es como en el enunciado y a,b € G, entonces (a,b)N = (aN,bN) = N, luego (a,b) € N. Es
decir, N contiene a cada conmutador de G y en consecuencia contiene a G'. [J

El Teorema 5.3 nos dice que, en cierto sentido, G’ convierte a G en un grupo abeliano perdiendo la
menor informacién posible (si entendemos que al hacer el cociente por G’ se pierde la informacién sobre
G’, pues sus elementos representan al neutro en el cociente). Podemos decir que, cuanto mds pequetio
es G, més cerca estd G de ser abeliano. En la préxima seccién consideraremos una manera mds precisa
de medir lo lejos que estd G de ser abeliano. Concluimos ésta con un ejemplo.

Ejemplo 5.4. FEl subgrupo derivado del grupo diédrico D,,.

Si ponemos D,, = {1,a,a?,...,a" b,ab,...,a" b}, entonces A = (a) es un subgrupo de indice 2 de
D,,, con lo que A es normal en D,, y D,,/A es abeliano. Por tanto D!, C A. Ademés (b,a) = (a,b) ! =
(a=ta’)~! = a2, con lo que B = (a?) C D!, C A. Si n es impar, entonces B = A, con lo que en tal caso

D! = A. En caso contrario, es decir si n es par, entonces B = (a?) es un subgrupo normal de orden
n/2 (jpor qué?) y por tanto D, /B es también abeliano (;por qué?). Por tanto, si n es par entonces

D!, C B. En resumen
;[ (a)y si2fn
Dy = { (a?) si2|n

5.2. Grupos resolubles

Recordemos que N < G (6 G > N) significa que N es un subgrupo normal de G, mientras que
N < G (6 G > N) significa que N es un subgrupo normal y propio de G.

Definicién 5.5. Sea G un grupo. Se define por recurrencia el t-ésimo derivado del grupo G, denotado
G® (donde t € ZF ) del modo siguiente:

» G =, el derivado de G.
» G = (GWY | el derivado de G®).

La cadena de subgrupos
G>G' >G> ...

se conoce como la serie derivada de G, y se dice que G es resoluble si su serie derivada alcanza al grupo
trivial; es decir, si existe t > 1 tal que G®) = 1.

Es evidente que todo grupo abeliano G es resoluble pues G’ = 1. Un ejemplo de grupo resoluble no
abeliano es el grupo diédrico D,,, con n > 3, pues D/, es abeliano como vimos en el Ejemplo 5.4 y por
tanto D!’ = 1. El siguiente ejemplo muestra nuevos grupos resolubles, y también otros que no lo son.
Usaremos el hecho obvio de que, en cuanto un término se repite en la serie derivada, ésta se estabiliza
en ese término; es decir, si G® = G entonces G = GU+F) para cualquier k > 1.
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Ejemplos 5.6. Resolubilidad de los grupos simétricos

1. Hemos visto que S/, = A,,. Cuando n = 3 tenemos S} = As, que es abeliano. Por tanto S3 es
resoluble con serie derivada S3 > Az > 1.

2. Por el Ejemplo 4.21, el tnico subgrupo normal, propio y no trivial de A4 es
V=A{1, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

Como A4 no es abeliano y A4/V si lo es (tiene orden 3), del Teorema 5.3 se deduce que V =
A = Sf). Como V es abeliano, deducimos que Sf') es trivial. En consecuencia, Sy es resoluble

con serie derivada Sy > A4 >V > 1.

3. Sin > 5 entonces A, es simple (Teorema de Abel, 4.24) y no abeliano, luego A/, = A,, por el
Teorema 5.3. Es decir, la serie derivada de S,, se estabiliza en A,, y nunca alcanza al grupo trivial.
En consecuencia, S, no es resoluble cuando n > 5.

Vamos a estudiar las propiedades basicas de los grupos resolubles, y comenzamos con un lema.
Lema 5.7. Sea f: G — H un homomorfismo de grupos. Entonces:

1. f(GW)YC H® para cada t > 1.

2. Si f es suprayectiva entonces f(GY) = H® para cada t > 1.

Demostracién. 1. Razonamos por induccién en t. Como f((a,b)) = (f(a), f(b)) para cualesquiera
a,b € G, se tiene f(G') C H'. El caso general lo vemos por induccién en ¢, con el caso t = 1 resuelto por
lo anterior. Si el resultado vale para cierto entero positivo ¢ entonces f se restringe a un homomorfismo
f:GY — H® v aplicando a éste el caso t = 1 deducimos que f(GHY) = f((GM)) C (HDY =
H®D 1o que completa la demostracién.

2. Supongamos ahora que f es suprayectiva, y sea (u,v) un conmutador en H. Tomando a,b € G con
fla) =uy f(b) =v se tiene f((a,b)) = (u,v), lo que prueba que (u,v) € f(G'); es decir, H C f(G’),
y el apartado anterior nos da la igualdad. El caso general se demuestra por induccién como antes. [

Proposicion 5.8. Sea G un grupo con un subgrupo H y un subgrupo normal N. Se verifican:
1. Si G es resoluble entonces H es resoluble (los subgrupos de resolubles son resolubles).
2. Si G es resoluble entonces G/N es resoluble (los cocientes de resolubles son resolubles).
3. Si N y G/N son resolubles entonces G es resoluble.

Demostracién. 1. Aplicando el Lema 5.7 a la inclusién H < G, tenemos H® C G®) para cada t > 1.
Si G es resoluble entonces existe un t tal que G*) =1 y por tanto H®) = 1, por lo que H es resoluble.

2. El Lema 5.7 aplicado a la proyeccién canénica p : G — G/N nos dice que p(G®) = (G/N)®)
para cada t > 1. Si G es resoluble entonces existe un t tal que G®) es trivial, y por tanto (G/N)(t) =
p(GM) = p(1) = 1 también es trivial, por lo que G/N es resoluble.

3. Por hipétesis existe t > 1 tal que (G/N )(t) = 1. Aplicando como antes el Lema 5.7 deducimos que
p(G(t)) es trivial, lo que significa que G®) C Ker p = N. Por el apartado 1, G® es resoluble; es decir,
existe s > 1 tal que (G®)(®) = 1. Como es claro que (G®)(*) = G(t+5) " deducimos que G es resoluble.
O

Esto nos permite encontrar otros ejemplos de grupos resolubles:



86

Proposicion 5.9. Todo p-grupo finito G es resoluble.

Demostracién. Razonamos por induccién sobre el orden de G. No hay nada que demostrar si |G| = 1,
con lo que supongamos que G no es trivial y la hipdtesis de induccién. De la Proposicién 3.26 se deduce
que Z(G) # 1y de la hipétesis de induccién que G/Z(G) es resoluble. Como Z(G) también es resoluble,
del tercer apartado de la Proposicién 5.8 deducimos que G es resoluble. [J

La serie derivada de un grupo resoluble sugiere la siguiente definicién més general:

Definicién 5.10. Sea G un grupo arbitrario. Una serie normal' de G es una cadena de subgrupos de
G de la forma
G=G GG -G 1 G, =1

(es decir, es una cadena finita que empieza en G y termina en 1 (o viceversa) y en la que cada subgrupo
es normal en el anterior). Los grupos G; se llaman términos de la serie, el nimero n es la longitud de
la serie, y cada grupo cociente G;—1/G; (parai=0,1,...,n) se llama un factor de la serie.

Obsérvese que la longitud n mide el nimero de factores, y no el de términos (que es n+1).

Una serie abeliana es una serie normal cuyos factores son abelianos y una serie ciclica es una serie
normal con factores ciclicos.

Obsérvese que la serie derivada es una serie normal abeliana (tal vez infinita). Por definicién un grupo
es resoluble si su serie derivada es serie normal (finita) abeliana. De hecho esta propiedad caracteriza
los grupos resolubles.

Teorema 5.11. Un grupo G es resoluble si y solo si admite una serie normal abeliana.

Demostracién. Si G es resoluble entonces su serie derivada es una serie normal con factores abelianos,
lo que nos da el “sélo si”. Reciprocamente, supongamos que G tiene una serie normal como la de la
Definicion 5.10 con todos los factores abelianos, y veamos que G es resoluble por induccién en la longitud
n de la serie. Si n = 1 entonces G es el tnico factor de la serie, por lo que es abeliano y en consecuencia
resoluble. En el caso general, la hipétesis de induccién aplicada a G} nos dice que éste es resoluble
(tiene una serie de longitud n — 1 con factores abelianos), y como G/G; también es resoluble (de hecho
es abeliano, por ser un factor de la serie inicial), la Proposicién 5.8 nos dice que G es resoluble, como
queriamos ver. [J

Teorema 5.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo finito G.
1. G es resoluble.
2. G admite una serie abeliana.
3. G admite una ciclica.
4. G admite una serie normal con todos sus factores de orden primo.

Demostracion. Ya sabemos que 1 y 2 son equivalentes. 3 implica 2 es evidente y 4 implica 3 es
consecuencia de que todo grupo de orden primo es ciclico. Sélo falta demostrar 1 implica 4.

Supongamos pues que G es resoluble y razonamos por induccién sobre el orden de G, con el caso
en que este orden es 1 trivial. Supongamos pues que G # 1 y la hipétesis de induccién. Distinguiremos
dos casos.

1En la literatura en inglés se suele utilizar “subnormal series” para lo que nosotros hemos denominado “serie normal”,
mientras que una “normal series” es una serie en la que cada G; es normal en G.
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Supongamos primero que G es simple. Eso implica que G’ = 1 y por tanto G = 1 0 G es abeliano
simple lo que implica que G tiene orden primo.

En caso contrario G tiene un subgrupo normal propio no trivial N. De la Proposicién 5.8 deducimos
que N y G/N son resolubles y por tanto admiten series normales con factores de orden primo:

N=NoBN >NoI>---BN,, =1

G/N=Gy/N>G1/N>Gy/NB > G /N = 1.

Entonces
G=G G BG>--BGp=N=NgB>N >Ny I>--- >N, =1

es una serie normal con factores de orden primo. [J

5.3. Problemas

1. Obtener una expresién para los conmutadores (a,bc) y (ab, c) en términos de los conmutadores
(a,b),(a,c) y (b,c), donde a,b y ¢ son elementos de un grupo

2. Demostrar que el subgrupo derivado de un grupo G es un subgrupo caracteristico de GG. Deducir
que todos los términos de la serie derivada de G son caracteristicos, y por tanto normales, en G.

3. Probar que si G es resoluble y no trivial entonces G’ # G.
4. Probar que si G es simple y resoluble entonces G es ciclico de orden primo.
5. Formar todas las series con factores de orden primo para un grupo ciclico de orden 20.

6. Probar que, si H y K son dos subgrupos normales de G, entonces (H, K) = ((h,k): h € H,k € K)
es un subgrupo normal de G' que esta contenido en H N K.

7. Demostrar que todo grupo de orden menor que 60 es resoluble utilizando los Teoremas de Sylow
que dicen lo siguiente:

8. Sea m > 5 un entero. Encontrar 0,7 € A, tales que (o,7) = (1,2,3), y usar esto para demostrar
que A, no es resoluble sin utilizar el Teorema de Abel.

9. Demostrar que GG X H es resoluble precisamente si G y H lo son.

10. Demostrar que para cada n € N existe un grupo resoluble G tal que G = {1}. Utilizar esto para
mostrar que el producto directo infinito de grupos resolubles puede no ser resoluble. (Indicacién:
En la primera parte, usar el isomorfismo S3 ~ Aut(S3)).

11. Probar que si un grupo G es resoluble y G/Z(G) es simple entonces G es abeliano.

12. Probar que si G es un grupo no abeliano de orden p* (con p primo), entonces G’ = Z(G) y
G/G ~ C), x C,.

13. Demostrar que un grupo finito abeliano tiene una tnica serie con factores de orden primo si y s6lo
si es un p-grupo ciclico, para algun primo p. ;Es cierto esto si el grupo no es abeliano?

14. Sean H y K dos subgrupos normales de un grupo G. Demostrar que si G/H y G/K son resolubles,
entonces G/H N K es resoluble.
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15. Demostrar que si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo, entonces G es resoluble.

16. Para resolver este ejercicio es necesario utilizar los Teoremas de Sylow que dicen lo siguiente:

Sea G un grupo finito de orden n = p™r con p y primo y r coprimo con p. Los subgrupos de orden
p™ de G se llaman subgrupos de Sylow.

G tiene al menos un subgrupo de orden p* para cada k < m.
Todos los subgrupos de Sylow de G son conjugados en G.

El ntimero n, de subgrupos de Sylow de G es un divisor de r, congruente con 1 médulo p.

Probar que si p, ¢, r son primos distintos tales que pg < r entonces todo grupo finito de orden
pqr es resoluble.

Probar que todo grupo de orden 56, 63 6 440 es resoluble.
Demostrar:

1) Todo grupo de orden 45 es abeliano.
2) Todo grupo de orden 765 es resoluble.

Dado un grupo G de orden 32-13, probar que es resoluble y dar una serie normal con factores
ciclicos.

Demostrar que todo grupo de orden p?q con p y ¢ primos es resoluble.
Demostrar que todo grupo de orden menor que 60 es resoluble.

Demostrar que si G es un grupo no resoluble de orden n < 300, entonces n = 60, 120, 168, 180
6 240.

17. Sea G un grupo. Para cada n € N definimos el n-ésimo centro Z,(G) de G por recurrencia de la
siguiente forma: Zy(G) = {1}. Supongamos que hemos definido Z, (G) que resulta ser un subgrupo
normal de G. Entonces Z,1(G) es el unico subgrupo (normal) de G que verifica

Zn41(G)/2n(G) = Z(G/Z(G)).

En particular, Z;(G) es el centro de G. La cadena de subgrupos

{1} =Zo(G) 9 Z1(G) 9 Z(G) 4 - - -

se conoce como la serie central (ascendente) de G. Se dice que G es nilpotente si Z,(G) = G para
algun n; es decir, si la serie central alcanza al grupo G en algin paso. Demostrar:

a

(=

9]

)
)
)
d)

Todo grupo abeliano es nilpotente.
Zn(G)={z € G: (z,y) € Z,—1(G) para todo y € G}.
Todo p-grupo finito (p primo) es nilpotente.

Un grupo G es nilpotente precisamente si tiene una serie normal
{1}=G0<G1<]'-'<]Gn_1<]Gn:G

tal que G;/G;—1 C Z(G/G;—;) para todo i =1,2,...,n.
Todo grupo nilpotente es resoluble.
Dar un ejemplo de un grupo resoluble que no sea nilpotente.

Si G es nilpotente y H es un subgrupo de GG, entonces H es nilpotente.
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Si G es nilpotente y N es un subgrupo normal de G, entonces G/N es nilpotente.

Dar un ejemplo de un grupo G con un subgrupo normal N tales que N y G/N sean nilpotentes
y G no lo sea.

Demostrar que si G y H son dos grupos nilpotentes, entonces G x H es un grupo nilpotente.

18. Sea m un entero positivo. En lugar de la habitual interpretacién del grupo simétrico S,, como el
grupo de las permutaciones de {1,2,...,n} lo vamos a ver como el grupo de las permutaciones
del anillo Z,, = {0,1,...,n — 1} de restos médulo n.

a)

b)
¢)

9)

Demostrar que A,, = Z} x Z, es un grupo con el siguiente producto.
(a1,b1)(az,b2) = (a1a2,a1by + by).

Demostrar que si n = p es primo y (a,b) € A, tiene orden p, entonces a = 1.

Demostrar que para cada (a,b) € A,, la aplicacién o4 : Z,, — Z,, dada por
oap(x) =ax+b

es un elemento de S,,. (Las operaciones suma y producto son las operaciones en el anillo Z,,.

Demostrar que si 0 € S, v b € Z,, verifican 0110 = 0013, entonces o(x) + 1 = o(x + b).
Utilizar esto para demostrar que si n = p es primo, entonces b € Z, y 0 = 0p-1 4(0)-

Mostrar que la aplicacién (a,b) — 04, es un homomorfismo inyectivo A,, — S,,.

Consideramos el grupo GLy(Z,,) de matrices invertibles cuadradas de tamafio 2 con entradas
en Zy,, es decir:

a
c

(3 2)

es un homomorfismo inyectivo de A,, en GLy(Z,,).

GLg(Zn):{( Z):a,b,c,deZn,ad—bc;ﬁO}

Demostrar que la aplicacion

En el resto del ejercicio vamos a identificar A,, con las imagenes de los dos homomorfismos
inyectivos A, — S, y A, — GLa(Z,,). Este grupo (visto de cualquiera de las tres formas) lo
llamamos n-ésimo grupo afin. Un subgrupo de S, se dice que es un grupo afin si es conjugado
en S, de un subgrupo de A,,, es decir, un subgrupo afin de S,, es un grupo de la forma c~'Ho,
donde o € S, y H es un subgrupo de A,.

Demostrar que si o es un n-ciclo, entonces (o) es un subgrupo afin de S,,.

h) Demostrar que todo grupo afin es resoluble.

19. Sea G un subgrupo de S, que seguimos viéndolo como el grupo de las biyecciones de Z,, y lo
consideramos actuando en N,, de la forma habitual o-n = o(n) (ver Problema 3.3.23). Las drbitas
de esta accion las llamamos G-6rbitas y forman una particién de Z,.

Decimos que G es transitivo si para todo z,y € Z,, existe o € G tal que o(x) = y.

Demostrar:

a) G es transitivo si y sélo si hay una unica G-6rbita.

b) Si G es transitivo, entonces n es un divisor de |G|.
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¢) Si G es transitivo y N es un subgrupo normal de G, entonces cada N-érbita tiene un cardinal
divisor de n.

d) Supongamos que p es primo y
G=Gy> G >Ge>...0G, =1

es una serie normal con factores primos para todo ¢ = 1,2,...,n. Demostrar que si G es

transitivo, entonces G, ..., G,_1 son transitivos y G,,_1 tiene orden p. (Indicacién: Razonar
) b b

por induccién sobre i, para demostrar que G; es transitivo, si ¢ < n.)

e) Demostrar que si p es primo y G es un subgrupo transitivo de S, entonces G es resoluble si
y sblo si G es afin.



Capitulo 6

Extensiones de cuerpos

6.1. Extensiones de cuerpos

Definicién 6.1. Sea K un cuerpo. Una extension de K es un cuerpo L que contiene a K como
subcuerpo. En tal caso decimos que L/K ¢ K C L es una extensién de cuerpos o simplemente una
ertension.

Obsérvese que si L/K es una extensién de cuerpos, entonces L tiene una estructura natural de
espacio vectorial sobre K, en la que la suma de vectores (elementos de L) es la suma en L y el producto
de escalares (elementos de K) por vectores se obtiene multiplicando en L ya que tanto los escalares como
los vectores pertenecen a L. Denotaremos este espacio vectorial como Ly y una base de la extension
L/K es simplemente una base de este espacio vectorial. La dimensién de este espacio vectorial se llama
grado de la extensiéon L/K y se representa por [L : K]. Decimos que L/K es una extension finita si
[L : K] < oo. Obsérvese que si L/K es una extensién de grado n entonces Lx ~ K". Por tanto,
|L| = |K|™. Eso implica que si K es finito de orden ¢, entonces L es finito de orden ¢ y si K es infinito
entonces L tiene el mismo cardinal que K.

Ejemplos 6.2. 1. Si L/K es una extensién de cuerpos, entonces [L : K] =1 siy sélosi K = L.
2. C/R es una extension finita de grado 2.

3. R/Q y C/Q son extensiones de grado infinito pues Q es infinito y R y C tienen mayor cardinal
que Q.

4. Sin € Q, entonces Q(v/n) = {a+ by/n : a,b € Q} es una extension que tiene grado 1 si n es un
cuadrado de un ntmero racional y grado 2 en caso contrario pues, en el segundo caso, {1,+/n} es

una base de Q(y/n)/Q.

5. El cuerpo de fracciones K (X) del anillo de polinomios K[X] es una extensién de K de grado
infinito.

Una torre de extensiones de cuerpos es una sucesién
KiCKyC---CK,

de extensiones de cuerpos. Cada extension K;11/K; se llama subextension de la torre.
Una clase C de extensiones de cuerpos se dice que es multiplicativa si para cada torre K1 C Ky C K3,
la extension K3/K; estd en C siy sélo si Ko/K; y K3/K; estdn en C.

91
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Si L1y Lo son dos extensiones de K, entonces un homomorfismo de L1/ K en Lo/ K (también llamado
K-homomorfismo) es un homomorfismo de cuerpos f : L1 — Lo tal que f(a) = a para todo a € K.
Un endomorfismo de una extension L/K es un homomorfismo de L/K en si misma. Un isomorfismo de
extensiones (o K-isomorfismo) es un homomorfismo de extensiones que es isomorfismo de cuerpos y un
automorfismo de extensiones (o K-automorfismo) es un isomorfismo de una extensién de K en si misma.
Obsérvese que el conjunto de los automorfismos de una extensién L/K es un grupo que llamaremos
grupo de Galois de L/K, en el que el producto es la composicién de aplicaciones, y que denotaremos
por Gal(L/K).

Una subextension de una extensién de cuerpos L/K es un subcuerpo de L que contiene a K. Dos
extensiones L1 y Lo de un cuerpo K se dice que son admisibles si existe un cuerpo L que es extension
de Ly y Lo, o lo que es lo mismo, si ambas son subextensiones de una extensién comin L/K.

Recuérdese que todos los homomorfismos entre cuerpos son inyectivos. Ademas los K-homomorfismos
son homomorfismos de K-espacios vectoriales. De esta forma siempre que exista un homomorfismo de
cuerpos f : K — L, el cuerpo L contiene un subcuerpo isomorfo a K, la imagen f(K) de f. Por otro
lado K admite una extensién isomorfa a L, a saber el conjunto K U (L \ f(K)), en el que de define el
producto de la forma obvia. Abusaremos a menudo de la notacién y cada vez que tengamos un homo-
morfismo de cuerpos f : K — L, simplemente consideraremos K como subcuerpo de L, identificando
los elementos de K y f(K), a través de f.

Proposicion 6.3. 1. Sean Ly y Lo extensiones de K. Si existe un homomorfismo de Li/K en
Lo/ K, entonces [Ly : K| < [Lq : K.

2. Todo endomorfismo de una extension finita es un automorfismo.

3. Sea K C E C L una torre de cuerpos y sean B una base de Ex y B’ una base de Lg. Entonces
A={bV :be B,V € B'} es una base de Li. En particular la clase de extensiones finitas es
multiplicativa y si L/ K es finita entonces

[Propiedad Multiplicativa del Grado] [L:K]=[L: E|E: K].

4. St Ly y Lo son admisibles y L es un cuerpo que contiene a L1 y Lo como subcuerpos, entonces

a1b1+~~~+anbn
LiLy — {agbg+.-.+%bg : ai,d eLl,bi,bgeLg,a’lb’lerJra;b;yéO}

es el menor subcuerpo de L que contiene a L1 y Lo. Este cuerpo se llama compuesto de Ly y Lo.

5. Si L/K es una extension de cuerpos y S es un subconjunto de L, entonces el menor subcuerpo de
L que contiene a K y a S estd formado por los elementos de la forma

(81,82, ., 8n)
q(s1,82,...,8n)
donde n es un nimero natural arbitrario, p,q € K[X1,...,X,], $1,...,8n € s yq(s1,82,...,8n) #

0.

Demostracién. 1 y 2 son una consecuencia inmediata de que todo K-homomorfismo de cuerpos L1 —
L5 es un homomorfismo inyectivo de espacios vectoriales sobre K y de que todo endomorfismo inyectivo
de un espacio vectorial de dimensién finita en si mismo es un isomorfismo.

3.Sil € L, entonces | =Y.', e;bl para ciertos e; € E'y b; € B'. Cada e; es una combinacién lineal
e; = Z;ﬂzl ki;jbij, con k; € K y b; € B. Por tanto

[ = Z i kijbi; b}

i=1 j=1
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lo que muestra que A es un conjunto generador de L.

Supongamos que Y ¢ e pr kop b0 = 0, con kyyy € Ky kpy = 0 para casi todo (b,V') € B x B
Para cada b’ € B’, ponemos ey = ), g ky b € E. Como kypy = 0, para casi todo (b,b') € B x B', se
tiene que e, = 0 para casi todo b € B. Ademdsy ), .z eyd’ = 0. Como B’ es linealmente independiente
sobre E, se tiene que e,y = 0 para todo b’ € B’. Utilizando que B es linealmente independiente sobre K,
deducimos que kppy = 0 para todo (b,b") € B x B’, lo que muestra que A es linealmente independiente.

4 y 5. Ejercicio. O

Recordemos que si L/K es una extensién y S es un subconjunto de L, entonces K[S] es el menor
subanillo de L que contiene a K y lo llamamos subanillo de L generado por K y S. El subcuerpo K (S)
descrito en el apartado 5 de la Proposicion 6.3 se llama extension de K generada S. Observando que la
interseccién de subcuerpos de un cuerpo L es otro subcuerpo de L, se tiene que K () es la interseccién
de todos los subcuerpos de L que contienen a K y a S. Obsérvese que si S; y S2 son dos subconjuntos
de L, entonces

K(Sl)K(SQ) = K(Sl U SQ)

De la misma forma, si L1/K y La/K son dos subextensiones de L, entonces L1 L2 es la interseccién
de todos los subcuerpos de L que contienen a L U Ly y por tanto

L1Ly = K(Ly U Ly).

El concepto de compuesto de dos subextensiones se puede generalizar de forma obvia a una familia
arbitraria de subextensiones: Si C es una familia de subextensiones de L/K entonces el compuesto de C
es el menor subcuerpo de L que contiene a todos los elementos de C y coincide con la interseccién de todos
los subcuerpos de L que contienen todos los elementos de C y con K (UgecE). SiC = {L1/K,...,L,/K},
entonces el compuesto de C se denota por Lq - -+ L, y esta formado por todos los elementos de la forma

m

Zi:l Q14 Ang
m

Zi:l bli Tt bnz

con m arbitrario, aj;,bj; € L y Y ey b1; - bni # 0.

Si S = {ai,...,an}, entonces escribimos K[S] = KJa,...,a,] vy K(S) = K(a1,...,a,). Decimos
que L/K es una extension finitamente generada si existen ay,...,a, € L tales que L = K(ay,...,ay)
y que es simple si L = K (a) para algin a € L.

Lema 6.4. Sea L/K una extension. Si o € L es una raiz de un polinomio irreducible p de K[X]
entonces

1. Kla] = K(a).
2. Siq € K[X], entonces q(a) =0 si y sdlo si p divide a q en K[X].
3. [K(0) : K] = gr(p).

n—1

4. Sin = gr(p) entonces 1,a,0?, ...« es una base de K(a) k.

Demostracién. 1 y 2. Consideremos el homomorfismo de sustitucién S = S, : K[X] — L y sea
I=Ker S ={¢e K[X]:q(a) = 0}. Como obviamente I es un ideal propio de K[X] y « es raiz de p se
tiene (p) C I C K[X]. Pero (p) es un ideal maximal de K[X], pues K[X] es un DIP (Proposiciones 1.55
y 2.13). Concluimos que I = (p) y, del Primer Teorema de Isomorfia deducimos que K[a] = Im S ~
K[X]/(p), que es un cuerpo pues (p) es un ideal maximal de K[X]. Esto implica que K[a] = K(a) y
que para todo ¢ € K[X] se verifica ¢(a) = 0 si y s6lo si p|q en K[X].

3 y 4. Supongamos que n = gr(p). Como 3 es una consecuencia inmediata de 4, basta demostrar
que 1,a,a?,...,a" ! es una base de K(a)k. Si 3 € K[a], entonces b = f(«) para algin f € K[X].
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Dividiendo f entre p (Lema 2.5) obtenemos ¢, r € K[X] tales que f =gp+r y m = gr(r) < gr(p) = n.
Entonces 3 = f(a) = r(a) = ro+ria+rea? - - -+r,a™. Esto prueba que 1, ...,a" ! genera K (o).
Para demostrar que son linealmente independientes ponemos Z?;OI a;o’ = 0, con k; € K. Entonces a
es raiz del polinomio a = Z:.;—Ol a; X", es decir a € KerS = (p). Como n = gr(p) > gr(a), deducimos
que a = 0, es decir a; = 0 para todo ¢. [

6.2. Adjuncion de raices

El siguiente teorema muestra que todos los polinomios no constantes tienen alguna raiz en algin
cuerpo.

Teorema 6.5 (Kronecker). Si K es un cuerpo y p € K[X]\ K, entonces existe una extension L de K
que contiene una raiz de p.

Demostracién. Como p € K[X]\ K[X]* y K[X] es un DFU, p es divisible en K[X] por un polino-
mio irreducible y todas las raices de este divisor son raices de p. Por tanto podemos suponer que p
es irreducible. Eso implica que (p) es un ideal maximal de K[X], pues este tltimo es un DIP (Pro-
posiciones 1.55 y 2.13). Entonces L = K[X]/(p) es un cuerpo (Proposicién 1.37). La composicién de
la inclusién K — K[X] y la proyeccién K[X] — L = K[X]/(p) es un homomorfismo (inyectivo) de
cuerpos y por tanto podemos considerar L como una extension de K. Para acabar la demostracion
basta ver que a = X + (p) es una raiz de p. En efecto, p(a) = p(X + (p)) = p+ (p) = (p), que es el cero
del anillo L. [

Por tanto, si p € K[X] es un polinomio no constante entonces existe una extensién L/K que contiene
una raiz « de p y K(a) es la menor subextensién de L/K que contiene a c.

Decimos que un polinomio p € K[X]\ K es completamente factorizable sobre K si es producto de
polinomios de grado 1, o lo que es lo mismo sip = a(X —ay) -+ - (X —a,,) para ciertos a, aq, ..., o, € K.
En tal caso las raices de p son a, ..., a,. Por ejemplo

X3P 1= (X-D)(X2+X+1)=(X-1) (X_%__g) (X_%\/__S)

es completamente factorizable sobre C, pero no sobre Q ni R. El Teorema de Kronecker afirma que cada
polinomio no constante tiene una raiz en alguna extensién. De hecho podemos decir algo mas.

Corolario 6.6. Si K es un cuerpo yp € K[X]\ K, entonces p es completamente factorizable en alguna
extension de K.

Demostracion. Por induccién sobre el grado de p. Si el grado de p es 1, no hay nada que demostrar.
Si el grado de p es mayor que 1 entonces p tiene una raiz a en alguna extensiéon £ de K. Entonces
p = (X — a)q para algin ¢ € E[X]\ E. Por hipdtesis e induccién ¢ es completamente factorizable en
alguna extensién L de E, es decir ¢ es producto de polinomios de grado 1 en L[X] y por tanto también
p es producto de polinomios de grado 1. [J

Como todo dominio es subanillo de su cuerpo de fracciones, los enunciados del Teorema de Kronecker
(6.5) y del Corolario 6.6 pueden generalizarse asumiendo que K es un dominio, y sustituyendo las
extensiones de cuerpos por extensiones de anillos de K a un cuerpo.

Recordemos que si o : K — E es un homomorfismo de anillos, entonces o tiene una tinica extensién
a un homomorfismo entre los anillos de polinomios, que seguiremos denotando por o : K[X]| — E[X],
tal que o(X) = X. Este homomorfismo se comporta bien sobre las raices.
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Lema 6.7. Sic: E — L es un homomorfismo de cuerpos y o € E es raiz de p € E[X], entonces o(a)
es una raiz de o(p).

SiE/K y L/K son extensiones de un cuerpo K, p € K[X] y o es un K-homomorfismo entonces o
se restringe a una aplicacion inyectiva del conjunto de las raices de p en E al conjunto de las raices de
pen L.

En particular, si E = L (es decir, si o € Gal(L/K)), entonces esta restriccion de o es una permu-
tacion del conjunto de las raices de p en L.

Demostracién. Si p =pg + p1 X +--- + p, X", entonces

ap)(o(a)) = (o(po) +o(p1)X +o(P1)X>*+ - +0(p,) X™)(o(a))
= o(po) +o(p1)o(a) +a(p)o(@)? + - +a(pn)o(a)”
= o(po+pia+pia’+--+ppa™)
= o(p(e)) =0c(0) = 0.

Esto prueba la primera afirmacién. Las otras dos afirmaciones son consecuencias inmediatas de la
primera. (1

Lema 6.8 (Lema de Extensién). Sea o : K1 — K2 un homomorfismo de cuerpos y sea p € K1[X] un
polinomio rreducible. Sean L1/K1 y L2/ Ks dos extensiones de cuerpos y sean aq € Ly y ag € Lo con
oy una raiz de p.

Entonces existe un homomorfismo ¢ : K1(a1) — Ko(ag) tal que 0|k, = 0 y o(aq1) = ag siy sdlo si
ag es una raiz del polinomio o(p). En tal caso sdélo hay un homomorfismo ¢ que satisfaga la condicién
indicada y si ademds, o es un isomorfismo, entonces también o es un isomorfismo.

Demostracidén. Si existe el homomorfismo ¢ satisfaciendo la propiedad indicada entonces del Lema 6.7
se tiene que ay = 7(aq) es una raiz de o(p) = o(p).

Reciprocamente, supongamos que as es una raiz de o(p). Consideremos los homomorfismos de
sustitucién en a1 y ag: So : K1[X] — Ki(a1) v Sa, : K2[X] — Ka(az). Por el Lema 6.4, Ki[an] =
Ki(aq), [K(a1) @ K] = gr(p) v (p) = Ker Sq,. Ademds as € Ker (o(p)). Todo esto implica que la
aplicacién ¢ : Kj(a1) — Ka(az), dada por o(f(a1)) = o(f)(az2), para f € K1[X], estd bien definida
pues si fi(a1) = g(a1), con f,g € K;1[X], entonces f — g € Ker S,,, con lo que p divide a f — g
en K;[X]. Luego o(p) divide a o(f) — o(g) en K3[X] y por tanto o(f) — o(g) € Ker S,,, es decir
o(f)(az2) = o(g)(a2). Una vez que hemos visto que & estd bien definida, es trivial ver que es un
homomorfismo de cuerpos y que satisface las condiciones del Lema.

Si ademé&s o es un isomorfismo, entonces o es un isomorfismo pues todo homomorfismo de cuerpos
es inyectivo y ademéds Ko y a estdn en la imagen de &, lo que muestra que & es suprayectivo.

Para la unicidad ver el Ejemplo 1 de 2.32. O

Si aplicamos el Lema anterior al caso en que o es la aplicacién identidad o : K — K entonces
obtenemos que si « es una raiz de un polinomio irreducible p de K[X] en una extensién de K entonces
la extensién K («)/K es tinica salvo isomorfismos.

Proposicién 6.9. Sea p € K[X] un polinomio irreducible y o y B son dos raices de p en dos extensiones
de K (tal vez dos extensiones diferentes). Entonces existe un inico K-isomorfismo f : K(a) — K(3)
tal que f(a) = B. En particular las dos extensiones K(a)/K y K(8)/K son isomorfas.

Obsérvese que la hipdtesis de que el polinomio p sea irreducible en la Proposicién 6.9 es imprescin-
dible. Por ejemplo, si p = X (X2 + 1), entonces 0 e i son dos raices de p y obviamente Q(0) = Q no es
isomorfo a Q(3).

A la vista de la Proposicién 6.9, si p € K[X] es irreducible, hablaremos de la extension de K obtenida
adjuntando a K una raiz del polinomio irreducible p, como la extensiéon K («)/K donde « es cualquier
raiz de p es una extensién arbitraria de K.
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6.3. Extensiones algebraicas

Definicién 6.10. Sea L/K wuna extension de cuerpos. Un elemento o € L se dice que es algebraico
sobre K si existe un polinomio no nulo 0 # p € K[X] tal que p(a) = 0. En caso contrario se dice
que « es transcendente sobre K. En otras palabras, o es transcendente sobre K si el homomorfismo de
sustitucion
K[X] —- L
p — pla)

es inyectivo y algebraico en caso contrario.

Decimos que L/ K es una extensién algebraica si todo elemento de L es algebraico sobre K. En caso
contrario decimos que la extensién es transcendente.

La siguiente proposicién caracteriza cuando un elemento es algebraico.

Proposicién 6.11. Si L/K es una extension de cuerpos y o € L, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. « es algebraico sobre K.

2. K[a] = K(a).

3. Kla] es un subcuerpo de L.
4. K(a)/K es finita.

Demostracién. 1 implica 2 y 4. Supongamos que « es algebraico sobre K y sea 0 # f € K[X] tal
que f(a) =0.8Si f =p1---p, es una factorizacién de f es producto de irreducibles de K[X], entonces
pi(@) - pp(a) = f(a) = 0 y por tanto p;(a) = 0 para algin . Eso implica que « es una raiz de un
polinomio irreducible de K[X] y del Lema 6.4 se deduce que K|a] = K(a) y que K(«)/K es finita.

2 implica 3 es obvia.

Para demostrar 3 implica 1 y 4 implica 1 consideramos el homomorfismo de sustituciéon S = S, :
K[X] — Kla]. Si a no es algebraico entonces S es un isomorfismo. Como K[X] no es un cuerpo y tiene
dimension infinita entonces no se verifican ni 3 ni 4. O

Sea L/K una extensién y « € L un elemento algebraico sobre K. Entonces el nticleo I del homomor-
fismo de sustitucion S = S, : K[X]| — L es un ideal no nulo que es primo pues K[X]/I ~ K|a] es un
dominio. Por tanto I = (p) para un polinomio irreducible p de K[X]. De todos los generadores de I, hay
uno sélo que sea ménico. Se llama polinomio irreducible 6 minimo de « sobre K, denotado Irr(a, K), al
unico generador ménico de I = Ker S,,. Esté claro que Irr(«, K) es el tinico polinomio ménico de grado
minimo de I. Del Lema 6.4 se deduce que si Irr(a, K) tiene grado n, entonces 1,a,a?,...,a" ! es una
base de K(«)/K. En resumen:

Lema 6.12. Si a es algebraico sobre K, entonces [K(a) : K] = gr(Irr(o, K)) y si este grado es n,
entonces 1,a,a?,...,a" "1 es una base de K(a)k.

Ejemplos 6.13. 1. Irr(v/2,Q) = X2 -2, Irr(v2,R) = X — /2 y Trr(4, Q) = Irr(4, R) = X2+ 1. Més
generalmente, si ¢ € Q y /g € Q, entonces Irr(,/q, Q) = X2 —q.

2. Sia=+v5b+ \/5, entonces o — 5 = \/5, con lo que 5 = (a2 — 5)2 = o* — 1002 + 25, es decir o es
una rafz del polinomio X% — 10X + 20. Aplicando el Criterio de Eisentein a este polinomio para
el primo 5, deducimos que es irreducible sobre Q y por tanto Irr(a, Q) = X* — 10X + 20.

3. El cuerpo de fracciones de K[X] es K(X) y K(X)/K es una extensién de grado infinito pues las
potencias de X son linealmente independientes sobre K. Por tanto X es transcendente sobre K.
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4. Decidir si un niimero real o complejo es algebraico sobre el cuerpo de los niimeros racionales es un
problema normalmente muy dificil. El caracter algebraico o transcendente del niimero 7 sobre Q
fue un problema sin resolver durante muchos anos hasta que Lindemann demostré en 1882 que es
transcendente. También es transcendente la base e del logaritmo neperiano, lo que fue demostrado
por Hermite en 1873.

Una consecuencia de la Proposiciéon 6.11 es el siguiente corolario que caracteriza las extensiones
finitas.

Corolario 6.14. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension de cuerpos.
1. L/K es finita.
2. L/K es algebraica y finitamente generada.
3. Ezisten oy, ...,an € L algebraicos sobre K tales que L = K(aq, ..., ap).

Demostracion. 1 implica 2. Supongamos que L/K es finita. Entonces [K(«) : K] < [L : K] < oo para

todo o € L. Del Lema 6.11 se deduce que « es algebraico sobre K. Por otro lado, si a1,...,a, es una
base de Lk, entonces L = K(aq,...,qy) y por tanto L/ K es finitamente generada.

2 implica 3 es obvio.

3 implica 1. Si ag,...,q, satisfacen las condiciones de 3, entonces cada «; es algebraico sobre
K(aq,...,a;—1). Portanto K (ay,...,a;) = K(a1,...,a;—1)(a;) es una extensién finita de K (aq, ..., ;1)

por el Lema 6.11. Aplicando que la clase de extensiones finitas es multiplicativa deducimos que L =
K(ai,...,ay)/K es finita. O

Corolario 6.15. La clase de extensiones algebraicas es multiplicativa.

Demostracion. Sea K C E C L una torre de extensiones. Es obvio que si L/K es algebraica entonces
E/K y L/K son algebraicas. Reciprocamente, supongamos que E/K y L/E son multiplicativas y
sea a € L. Entonces « es algebraico sobre E. Sea p = Irr(«, E) y sean po,p1,...,Pn los coeficientes
de p, que son algebraicos sobre K, por hipétesis, lo que implica que F = K(po,p1,...,pn)/K es
finita, por el Corolario 6.14. Ademds, « es algebraico sobre F' y por tanto F(«)/F es finita. Entonces
[K(a) : K] < [K(a,po,p1,---,0n) : K] = [F(a) : F][F : K] < 0. De la Proposicién 6.11 deducimos
que « es algebraico sobre K. [

Corolario 6.16. Si L/K es una extensidn de cuerpos, entonces el conjunto C' de los elementos de L
que son algebraicos sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K, llamado clausura algebraica de
L/K.

En particular, si S es un subconjunto de L formado por elementos algebraicos sobre K, entonces
K(S) es algebraico sobre K.

Demostracién. Obviamente K C C. Si o, 3 € C, entonces [ es algebraico sobre K(a) y por tanto
K(a)/K y K(o,8)/ K (o), son algebraicas lo que implica que K (o, 8)/K es también algebraica (Corola-
rio 6.15. Por tanto todo elemento de K («, 3) es algebraico sobre K y en particular a+ 8,a— 3,a8 € C
y, si 3 # 0, entonces a3~! € C. Esto prueba que C es un subcuerpo de L. O

Decimos que una clase C de extensiones de cuerpos es cerrada para levantamientos si para cada dos
extensiones admisibles L1 /K y Lo/ K tales que L1 /K esté en C se verifica que Ly Lo/ Lo también estd en
C.

Proposicion 6.17. Cada una de las clases de extensiones finitas, algebraicas, finitamente generadas y
simples, son cerradas para levantamientos.
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Demostracién. Sean L1 /K y Lo/ K dos extensiones admisibles. Estd claro que si L1 = K(aq,...,an),
entonces Lalq = Lo(L1) = Lo(aa,...,an), lo que muestra que las clases de extensiones finitamente
generadas y de extensiones simples son ambas cerradas para extensiones. Por otro lado si Li/K es
algebraica, entonces todo elemento de L es algebraico sobre K y por tanto también sobre Lo, lo que
implica que LiLy = Lo(L1) es algebraico sobre K, por el Corolario 6.16. Esto prueba que la clase
de extensiones algebraicas es cerrada para levantamientos. Como una extension es finita si y sélo si
es algebraica y finitamente generada (Proposicién 6.11) deducimos que la clase de extensiones finitas
también es cerrada para levantamientos. [

Recuérdese que todo endomorfismo de una extensién finita ha de ser un automorfismo (Proposi-
cién 6.3). Esta propiedad se verifica de hecho para toda extensién algebraica.

Proposicién 6.18. Si L/K es una extension algebraica, entonces todo K-endomorfismo de L es un
automorfismo.

Demostracion. Sea ¢ un K-endomorfismo de L. Como todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo,
s6lo hay que probar que o es suprayectivo. Sea o € K y sean p = Irr(a, K), a = aq,a9,...,a, las
raicesdepen Ly F = K(aq,...,ay). Del Lema 6.7 se deduce que o permuta {aq,...,a,} y por tanto
a = o(wy;) para algin i. O

6.4. Problemas

En los siguientes ejercicios K es un cuerpo, L/K una extensién de cuerpos y X es una variable.

1. Sea o una raiz real del polinomio X3+ 3X?2—3X +3. Expresar cada uno de los siguientes elementos
como combinacion lineal de 1, «, &® con coeficientes en Q:

o', at+a+2, (a+1)7h

2. Calcular los grados y una base de las siguientes extensiones.
Q(V2)/Q, QH)/Q Qi,v2)/Q, QG V2)/QW), QV2,V3)/Q, Q(V2)/Q, QV2+V3)/Q

3. Demostrar que si n € Q, entonces [Q(y/n) : Q] < 2 y decidir cudndo es 1 y cudndo es 2.

4. Hacer el ejercicio anterior cambiando Q por un cuerpo arbitrario.

5. Calcular el grado y una base de las siguientes extensiones

K(X)/K, K(X)/K(X?), K(X)/K(X+1), K(X)/K(X°), K(X)/K(X*+X+1), K(X?)/K(X°),
donde K (X) es el cuerpo de fracciones de K[X].

Calcular [K(X)/K(p)], donde p € K[X] es un polinomio irreducible.

Demostrar que Q(i, v2) = Q(i++/2). Calcular Irr(i++v/2, Q), Irr(i++v/2, Q(4)) e Irr(i++v/2, Q(/2)).
Demostrar que si carK # 2 y a,b € K, entonces K (v/a, Vb) = K (v/a + V/b).

© » N o

Demostrar que si p y ¢ son dos niimeros primos distintos, entonces el polinomio X4 —2(p+¢q) X2+
(p — q)? es irreducible sobre Q. (Indicacién: El ejercicio 8.)
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Calcular el polinomio minimo sobre Q de los siguientes nimeros complejos.

V241, V3-1, V2- V4, V2+V2+1,V3+ V3, V273,
V22, V24+iY2, 24+ V2H V2, VT+43- VT -4V3.

Demostrar que si carK # 2 y K contiene raices cuadradas de todos los elementos de K, entonces
todos los polinomios de grado 2 sobre K son reducibles. Mostrar que esto no es asi si carK = 2.

Dados a,b € K*, demostrar que K(y/a) = K(v/b) si y sélo si K(vab) = K. Utilizar esto para
calcular [Q(y/n,/m) : Q] para dos niimeros enteros arbitrarios n y m.

Calcular el grado y una base de Q(v/2,v/3,/5) sobre Q.

Demostrar que si p1,...,p,,q son primos distintos, entonces \/q € Q(\/p1, .-, /Pn)-

Sea K un cuerpo y sean Pi,..., P, polinomios de K[X]. Demostrar que existe una extensién de
cuerpos K — K’ tal que cada P; se descompone totalmente en K'[X].

Encontrar un polinomio irreducible p € Q[X] y una raiz « € R de p tal que p no es completamente
factorizable sobre K (c).

Demostrar que un polinomio f € K[X] tiene una raiz doble en alguna extensién de K si y sélo si
f y su derivada f’ no son coprimos en K[X].

Sea g = p", con p primo y n un entero positivo y sea L una extensién de Z, en la que el polinomio
X9 — X factoriza completamente. Demostrar:
a) El conjunto de las raices del polinomio X7 — X en L forman un subcuerpo de L de orden g.

b) Sim es un entero positivo entonces existe un cuerpo de orden m si y sélo si m es una potencia
de un primo.

c¢) Para todo n existe un polinomio irreducible de grado n en Z,[X].
d) Dos cuerpos finitos del mismo cardinal son isomorfos.
De este problema deducimos que para cada potencia de un primo ¢ existe al menos un cuerpo

con ¢q y que todos los cuerpos con g-elementos son isomorfos. Denotaremos por I, al cuerpo con
g-elementos (dnico salvo isomorfismos). En particular, si g es primo, entonces F,, = Z,,.

Construir cuerpos de 4, 8, 16, 9, 27 y 121 elementos.

Sea ¢ una potencia de un primo y sean n y m un enteros positivos. Demostrar que Fy» tiene un
subcuerpo de orden ¢" si y sélo si n|m.

Calcular cuantos subcuerpos tiene un cuerpo de order p™, con p primo. Construir un cuerpo Fgy
con 64 elementos y calcular todos sus subcuerpos. ;Cuantos elementos o de Fgq verifican que
]FQ [Oé] = F64?

Demostrar que si p es primo y K es un cuerpo con p” elementos, entonces cada elemento de K
tiene exactamente una raiz p-ésima.

Sean E = Zo[X|/(X?2+ X + 1)y F = Z3[X]/(X3+ X + 1). Calcular los polinomios mfnimos
de todos los elementos de E y F sobre Zs. Construir un cuerpo de orden minimo que contenga
subcuerpos isomorfos a E'y F.
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24. Calcular las raices complejas del siguiente polinomio X* —2X? 4 2 y la extensién de Q generada

25.
26.

27.

28.

29.
30.

31.

por cada dos de ellas.
Demostrar que si [L : K] es impar y « € L, entonces K (a?) = K(a).

Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las afirmaciones
verdaderas y dando un contraejemplo de las falsas.

a) Existe una extensién de K de grado mayor que 1.

(=

Existe una extension algebraica de K de grado mayor que 1.

Toda extension simple es algebraica.

SN

Toda extension es simple.

(8]

Todas las extensiones transcendentes simples son isomorfas.

~

Si a € L es transcendente sobre K y p € K[X], entonces p(«) es transcendente sobre K.

SRS

Sip e K[X]y p(a) es transcendente sobre K, entonces « € L es transcendente sobre K.
1) El cardinal del conjunto de niimeros complejos que son algebraicos sobre Q es numerable.

Si L/K es una extensién finita, entonces L y K tienen el mismo cardinal.

.

)
)
)
)
)
) Si E y F son dos subextensiones K-isomorfas de L/K entonces E = F.
)
)
)
)
)

k) Si L/K es una extension algebraica y K es infinito, entonces L y K tienen el mismo cardinal.

Demostrar las siguientes afirmaciones para E/K y F/K dos extensiones admisibles.

a) [EF : K] es finito si y solosi [E: K|y [F : K] lo son.
b) Si [EF K] es finito, entonces [E : K] divide a [EF : K|y [EF : K] < [E: K|[F : K].
c) Si[E: K]y [F: K] son finitos y coprimos, entonces [EF : K| = [E : K|[F : K].
d) Si [EF K] =[E: K|[F: K], entonces ENF = K.
)

e) El reciproco de d) es cierto si [F : K| 6 [F : K] es 2 pero no lo es en general.
Para cada ntimero entero n sea &, = €2™'n = cos ( ) + 7 sen (2”)

a) Calcular Irr(§,,Q), para n < 6.

b) Demostrar que si p es primo, entonces Irr(¢,,Q) =1+ X + X2 +--- + XP~ L.
¢) Encontrar todos los automorfismos de Q(g).
)

d) (Existe un automorfismo de Q(¢5) que lleve &5 a €27

Encontrar todos los automorfismos del cuerpo Q(v/5 + 2\/5)

Utilizando el Teorema de Lindeman que afirma que 7 es transcendente sobre Q demostrar que si
p es un polinomio no constante con coeficientes en Q, entonces p(w) es transcendente sobre Q.

Probar que L/ K es algebraica si y s6lo si para toda subextensién E de L/ K, todo K-endomorfismo
de E es un automorfismo.



Capitulo 7

Cuerpos de descomposicion

7.1. Cuerpos algebraicamente cerrados

Una consecuencia inmediata del Teorema de Ruffini es la siguiente proposicién.
Proposicion 7.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.

1. Todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en K.

2. Los polinomios irreducibles de K[X] son precisamente los de grado 1.

3. Todo polinomio no constante de K[X] es completamente factorizable sobre K.

4. K contiene un subcuerpo Ky tal que K/ Ky es algebraico y todo polinomio de Ko[X] es completa-
mente factorizable sobre K.

5. Si L/K es una extension algebraica, entonces L = K.
6. Si L/K es una extension finita, entonces L = K.

Demostracion. 1 implica 2, 2 implica 3, 3 implica 4 son obvios y 5 implica 6 es consecuencia inmediata
de la Proposicién 6.14.

4 implica 5. Supongamos que K contiene un subcuerpo K satisfaciendo la propiedad 4. Si L/K es
algebraica, entonces L/Kj es también algebraica. Si @ € L, entonces por hip6tesis p = Irr(a, Ky) es
completamente factorizable sobre K, con lo cual todas las raices de p pertenecen a K. En particular
a € K y esto prueba que L = K.

6 implica 1. Supongamos que se verifica 6 y sea p € K[X]\ K. Por el Teorema de Kronecker, existe
una extensién L/K que contiene una raiz o de p. Entonces K («)/K es finita por la Proposicién 6.11.
Por hipétesis K(a) = K y deducimos que « es una raiz de p en K. J

Se dice que un cuerpo K es algebraicamente cerrado cuando verifica las condiciones equivalentes de
la Proposicién 7.1.

Es facil encontrar ejemplos de cuerpos que no son algebraicamente cerrados. Por ejemplo, conside-
rando el polinomio X? + 1 vemos que no lo son Q ni R, y el polinomio X2 + X + 1 nos dice que Zs
tampoco lo es. Si p > 3 es un entero primo entonces Z, no es algebraicamente cerrado, pues X?~! + 1
no tiene raices en Z, por el Teorema Pequenio de Fermat. Mas generalmente, ningin cuerpo finito es
algebraicamente cerrado (Problema 1). Sin embargo, se tiene:

Teorema 7.2 (Teorema Fundamental del Algebra). El cuerpo C de los numeros complejos es algebrai-
camente cerrado.

101



102

Demostracién. se trata de ver que, dado un polinomio
p(X) = ap+ a1 X +as X%+ +a, X"

de grado n > 1 (a,, # 0) con coeficientes complejos (a; € C para cada i =0,1,...,n), existe un nimero
complejo z tal que p(z) = 0.
Usaremos propiedades elementales de los nimeros complejos, como las desigualdades entre médulos

|z1] = [22] <21 + 22| < |21 + |22

o el hecho de que todos ellos tienen raices m-ésimas para cualquier entero m > 1 (esto se demuestra
considerando la forma polar, o forma mddulo-argumento, de un complejo, y aplicando el Teorema de
Bolzano al polinomio X™ — r en el intervalo [0, + 1] para demostrar que todo nimero real positivo r
tiene una raiz m-ésima).

También emplearemos los conceptos de limite y continuidad. En particular, el hecho de que toda

funcién continua C — R, por ejemplo, z — [p(z)| = —l—\/p(z)ﬁ, alcanza su minimo en cualquier
subconjunto cerrado y acotado de C, y por tanto en cualquier “bola” {z € C : |z| < r}, donde r es un
ntmero real positivo (Teorema de Weierstrass).

El esquema de la demostracion, que desarrollaremos de inmediato, es el siguiente: Comenzamos vien-
do que la funcién z — |p(z)| alcanza su minimo absoluto en C; para ello, se demuestra que [p(z)| “se
hace grande” fuera de cierta bola {z € C : |z| < r}, y entonces el minimo que alcanza |p(z)| en esa bola
es de hecho un minimo absoluto en C. Bastara entonces ver que ese minimo vale 0, y esto lo hacemos por
reduccién al absurdo: si el minimo no es 0, construimos una funcién C — R cuyo minimo absoluto vale 1,
y sin embargo encontramos un punto en el que la misma funcién vale menos de 1. Vamos con los detalles:

Veamos, por induccién en el grado n, que |p(z)| se hace mds grande que cualquier ntimero real
positivo fuera de cierta bola; es decir, veamos que:

Para cada real k > 0, existe un real > 0 tal que |p(z)| > k para cada complejo |z| > r.

En efecto, la expresién de p(X) se reesecribe como
p(X) =ao+ Xq(X), donde ¢(X)=a;+asX +--+a, X",
y entonces
p(2)| = [24(2) + aol = |2[ - |g(2)[ = |ao| ~ para cada z € C.

Sin =1 entonces ¢ = a; es constante y podemos tomar r = . En el caso general, la hipdtesis de

induccién aplicada al polinomio g y a k' = k+|ag| asegura que existe un real s > 0 tal que |q(2)| > k+]ao|
cuando |z| > s, y entonces es claro que |p(z)| > ag cuando |z| > r = max{s, 1}.

En particular, tomando k = |ag|, encontramos r > 0 con |p(z)| > |ag| cuando |z| > r. Como la
funcién |p(z)| es continua, alcanza un minimo en la bola B = {z € C : |z| < r}; es decir, existe zgp € B
tal que |p(z0)| < |p(%)| para cada z € B. La misma desigualdad se tiene cuando z ¢ B, pues entonces
|z| > 7y asip(z) > |ag] = p(0) > |p(z0)|- En consecuencia, |p(z)| alcanza un minimo absoluto en zp; es
decir, |p(z0)| < |p(z)| para cada z € C.

Es claro que p(X) tiene una raiz si y sélo si la tiene p(X + zp), y éste tiene la ventaja de que su
médulo alcanza un minimo absoluto en el 0. Por tanto, sustituyendo p(X) por p(X + zp), podemos
suponer que zg = 0, y por tanto que |p(z)| > |p(0)] = |ao| para cada z € C. Si ag = 0 hemos terminado,
claramente, asi que se trata de ver que la condicién ag # 0 nos lleva a una contradiccién.

En este caso, dividir por ag no va a cambiar el punto en el que se alcanza el minimo, por lo que
podemos suponer que ag = 1. Excluyendo monomios con coeficiente nulo, podemos escribir

p(X) =14 amX™ + am1 X" 4+ +a, X" (con a, # 0)
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para cierto entero m con 1 < m < n. Sea ahora w una rafz m-ésima de —a,,! (es decir, w € C verifica
w™ = —a,1). Entonces p(wX) =1 — X™ + (términos de grado mayor que m); es decir,

pwX)=1—-X"4+ X"h(X),

donde h(X) es cierto polinomio con h(0) = 0.

Finalmente, vamos a encontrar un nimero real ¢ tal que |p(wt)| < 1, lo que nos daré la contradiccién
buscada puesto que 1 es el minimo absoluto de [p(z)|. Consideremos la funcion R — R dada por
t — |h(t)|. Considerando su limite en = 0 (que vale 0 por continuidad) encontramos un nimero ¢ en el
intervalo (0,1) tal que |h(t)| < 1 (haciendo € = 1 en la formulacién usual del limite). Entonces también
t™ y 1 —t™ estdn en el intervalo (0,1), por lo que

|p(wt)| < |1 — tm| + |tmh(t)| <1—t"+tm-1=1,
como queriamos ver. []

Del Teorema Fundamental del Algebra se deduce que todo polinomio no constante con coeficientes
en Z, Q 6 R tiene raices en C. De modo més general, es posible demostrar que todo polinomio sobre
un cuerpo tiene raices “en algun sitio”. Recuérdese que una extension de cuerpos no es mas que un
homomorfismo de anillos f : K — @, donde K y @ son cuerpos. Un tal f es necesariamente inyectivo,
y esto permite ver a K, identificado con la imagen de f, como un subcuerpo de Q.

7.2. Clausura algebraica

Por el Teorema Fundamental del Algebra, C es un cuerpo que contiene las raices de todos los
polinomios no constantes de K[X] para cualquier subcuerpo K de C. Por otro lado el Corolario 6.6
muestra que para un cuerpo arbitrario K y un polinomio cualquiera p de K[X], se puede encontrar
una extensiéon L de K en la que el polinomio p factoriza completamente, es decir, en lo que atane al
polinomio p, L se comporta como si fuera algebraicamente cerrado, aunque para que lo fuera todos los
polinomios con coeficientes en L tendria que ser completamente factorizables sobre L. En vista de esto
es natural preguntarse si, todo cuerpo K tiene una extensiéon algebraicamente cerrada. Por otro lado
tenemos

Proposicién 7.3. Sea L/ K una extension con L algebraicamente cerrado y sea C la clausura algebraica
de K en L. Entonces C/K es algebraica y C' es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Que C/K es algebraica, es consecuencia de la definicién de clausura algebraica de K
en L. Por otro lado, si p € K[X], entonces p tiene una rafz « en L. Eso implica que C(a)/C es finita
y, como la clase de extensiones algebraicas es multiplicativa, se tiene que C(a))/K es algebraica, lo que
implica que a € C. Esto prueba que C es algebraicamente cerrado. [

Definicién 7.4. Una clausura algebraica de un cuerpo K es una extension algebraica L de K formada
por un cuerpo algebraicamente cerrado.

Obsérvese la diferencia entre una clausura algebraica de un cuerpo K y la clausura algebraica de una
extensién L/K. La primera es una extensién de K que ha de ser algebraica sobre K y algebraicamente
cerrada y la segunda es el mayor subcuerpo de L que es algebraico sobre K, pero no tiene que ser
algebraicamente cerrado, a no ser que L sea algebraicamente cerrado (Proposicién 7.3).

Teorema 7.5. Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.
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Demostracion. Por la Proposicién 7.3, basta demostrar que todo cuerpo esté contenido en un cuerpo
algebraicamente cerrado. En primer lugar vamos a ver que si K es un cuerpo, entonces existe otro
cuerpo E tal que todo polinomio no constante de K[X] tiene una raiz en E. Para eso tenemos que
considerar anillos con infinitas indeterminadas.
Si A es una anillo y S es un conjunto de simbolos entonces se define el anillo de polinomios en S
con coeficientes en A como la unién
A[S] = Urer A[T]

donde F es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de S y para cada T' € F, A[T] es el anillo de
polinomios con coeficientes en A, con indeterminadas los elementos de T'. Si Ty, Ty € F, entonces A[T1]
y A[T5] son dos subanillos de A[T} UT5]. Por tanto cada subconjunto finito de A[S] estd dentro de A[T]
para algin T' € F, lo que nos permite sumar y multiplicar elementos de A[S] simplemente suméndolos
o multiplicandolos en el anillo en un nimero finito de indeterminadas que los contenga.

Para construir el cuerpo E que contiene raices de todos los polinomios no constantes de K[X]
razonamos de la siguiente forma. A cada polinomio no constante p € K[X] le asociamos un simbolo X,
y construimos el anillo K[S] donde S = {X,, : p € K[X]\ K}. Sea I el ideal de K[S] generado por todos
los elementos de la forma p(X,). Vamos a empezar mostrando que I es un ideal propio de K[S]. En caso

contrario existirfan g1, ..., g, € K[S]y p1,...,pn € K[X]\ K tales que g1p1(Xp, )+ -+ Gnn(Xp,) = 1.
Para simplificar la notacién vamos a poner X; en lugar de X,,,, con lo que tenemos
g1p1(X1) + -+ gnpn(Xn) =1 (7.1)

Aplicando el Teorema de Kronecker repetidamente deducimos que existe una extensién F' de K en la
que cada uno de los polinomios p1, ..., p, tiene una raiz «;. Sustituyendo X; por «; en la ecuacién (7.1)
obtenemos 0 = 1, una contradiccion.

Una vez que sabemos que I es un ideal propio de K[S] deducimos que I estd contenido en un ideal
maximal M de K[S] (Proposicién 1.38). Entonces E = K(S)/M es un cuerpo y la composicién de la
inclusién K — K(S) con la proyecciéon K (S) — K(S)/M proporciona un homomorfismo de cuerpos,
con lo que podemos considerar E como una extensién de K. Ahora observamos que p(X, + M) =
p(Xp) + M =0, pues p(X,) € M, con lo que X, + M es una raiz de p en E para todo p € K[X]\ K.

Utilizando que para cada cuerpo K existe una extension E de K que contiene raices de todos los
polinomios no nulos de K[X] construimos de forma recursiva una sucesién de extensiones

K=FE CECFs...

tal que todo polinomio no constante de F;[X] tiene una raiz en E;;1. Entonces E = U;>1 E; tiene una
estructura de cuerpo en el que la suma y el producto de cada dos elementos se calcula en un E; que
contiene a ambos. Si f es un polinomio no constante de E[X], entonces f € E;[X] para algin ¢ y por
tanto f tiene una raiz en F;;; que, por supuesto, pertenece a E. Esto prueba que F es algebraicamente
cerrado. [J

Teorema 7.6. Si o : K — L es un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado y F/K
una extension algebraica, entonces existe otro homomorfismo de cuerpos F — L que extiende o.

Demostraciéon. Sea

7 : F; — L es un homomorfismo que extiende o

0- {(E, .y E/K es una subextensién de F/K y }

y consideremos el siguiente orden en €Q:

(ElaTl) S (E27T2) =4 E1 g E2 y 7'2|Ev1 =T.
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Es facil ver que (2, <) es un conjunto ordenado inductivo y, por el Lema de Zorn, tiene un elemento
maximal (F, 7).

Basta con demostrar que F' C E. Sean a € F' 'y p = Irr(, E)). Como L es algebraicamente cerrado,
el polinomio o(f) tiene una raiz B en L. Del Lema 6.8 deducimos que existe un homomorfismo 7/ :
E(a) — L que extiende 7 y tal que 7/(«) = 8. Entonces (E(a),7) € Qy (E,7) < (E(«a), 7). De la
maximalidad de (F,7) deducimos que F = E(a), es decir a € E. Esto prueba que FF C E. O

El siguiente corolario del Teorema 7.6 muestra que la clausura algebraica de un cuerpo es tinica salvo
isomorfismos, por lo que a partir de ahora utilizaremos el articulo definido para hablar de la clausura
algebraica de un cuerpo.

Corolario 7.7. Sio : K1 — Ky es un isomorfismo de cuerpos y L1 y Lo son clausuras algebraicas de
K1 y K», respectivamente, entonces existe un isomorfismo Ly — Lo que extiende o.

Demostracién. Por el Teorema 7.6 hay un homomorfismo L; — Lo que extiende o. Como L; es
algebraicamente cerrado y @ induce un isomorfismo entre L1 y 7(L1), este tltimo también es algebrai-
camente cerrado. Como Lo/ K5 es algebraica, Lo/5(L1) es algebraica y por tanto Lo = &(L1), lo que
muestra que @ es un isomorfismo. [J

7.3. Cuerpos de descomposiciéon y Extensiones normales

Definicién 7.8. Sea K un cuerpo y P un conjunto de polinomios no constantes de K[X]. Se llama
cuerpo de descomposicién de P sobre K a un cuerpo de la forma K(S) donde S es el conjunto de las
raices de los elementos de P en una clausura algebraica de K.

Para cada clausura algebraica L de K hay un cuerpo de descomposiciéon de P sobre K dentro de L
pero la unicidad de la clausura algebraica salvo isomorfismos va a implicar la unicidad del cuerpo de
descomposicién de una familia de polinomios sobre K. Eso es lo que dice la siguiente proposicion.

Proposicion 7.9. Sea 0 : K1 — Ko un isomorfismo de cuerpos y sean Py un conjunto de polinomios
no constantes de K1[X] y P2 = {o(p) : p € P}. Si Ly es un cuerpo de descomposicion de P sobre K
y Lo es un cuerpo de descomposicion de Po sobre Ko, entonces existe un isomorfismo o : L1 — Lo que
extiende o.

Demostracién. Sean K| y K, clausuras algebraicas de K| y K, respectivamente y sean S; y S las
raices de los elementos de P; y P2 respectivamente. Del Corolario 7.7 se tiene que existe un isomorfismo
7 : K, — K, que extiende 0. Si a € S1, entonces existe p € P; tal que « es rafz de p. Del Lema 6.7
se deduce que 7(a) es una raiz de o(p). Esto prueba que (S1) C S y el mismo argumento muestra
que & 1(S2) C S1, de donde deducimos que 7(S;) = Sz y por tanto 7(K(S1)) = K(S2), con lo que la
restriccién de 7 a K(S1) — K(S2) es el isomorfismo buscado. O

Ejemplos 7.10. 1. El cuerpo de descomposicién de X? — 2 sobre Q es Q(ﬂ) yelde X2+ 1 es
Q(i). Més generalmente, si ¢ € Q, entonces el cuerpo de descomposicién de X2 — q es Q(va)-

2. El cuerpo de descomposicién X2 —1 = (X —1)(X?+ X +1) sobre Q, coincide con el de X2+ X +1
que es Q (_1%‘/__?»
Pongamos w = _1%*/?3 Entonces w? = _1%‘/?3 y w3 =1, lo que muestra que 1,w y w? son las
tres raices del polinomio X2 — 1, es decir las tres raices terceras de la unidad. Obsérvese que si
a® = a, entonces (aw)? = (aw?)3 = a, con lo que las tres raices de X3 — a son o, aw y aw?. Por
ejemplo, el cuerpo de descomposicién de X3 — 2 sobre Q es Q(v/2,w/2,w?V/2) = Q(V/2,w).
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3.

Maés generalmente, si n es un entero positivo, entonces las raices complejas del polinomio X" — 1
se llaman raices n-ésimas de la unidad y son los niimeros complejos de la forma

e n (k=0,1,...,n—1)

y estan situadas en los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia
de radio 1.

Denotaremos
2wik

€n:e n

y observamos que las raices de X™ — 1 son las n potencias de &,. Por tanto el cuerpo de descom-
posicién de X™ — 1 sobre Q es Q(&,).

Si a es un nimero complejo diferente de 0, entonces las raices complejas del polinomio X™ — a se
obtienen multiplicando una de ellas, digamos «, por las n raices n-ésimas de la unidad. Por tanto
el cuerpo de descomposicién de X" — a es Q(«, &,) donde « es una raiz n-ésima arbitraria de a.

Una extension de cuerpos L/K se dice que es normal si L es un cuerpo de descomposicién sobre K
de una familia de polinomios no constantes de K. El siguiente caracteriza las extensiones normales.

Teorema 7.11. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension L/K.

1.
2.

L/K es normal.
L es un cuerpo de descomposicion sobre K de una familia de polinomios no constantes de K.

L/K es algebraica y para toda clausura algebraica F de L y todo K-homomorfismo o : L — F, se
verifica o(L) = L, es decir, o € Gal(L/K).

L/K es algebraica y existe una clausura algebraica F de L que satisface 3.
L/K es algebraica y para todo o € L, el polinomio Irr(a, K) factoriza completamente en L.

L/K es algebraica y todo polinomio irreducible p de K[X] que contenga una raiz en L factoriza
completamente en L.

Demostracion. La equivalencia entre 1 y 2 es la definicién de extensién normal.

2 implica 3. Sea F' una clausura algebraica de L y sea ¢ : L — F' un K-homomorfismo. Supongamos
que L es el cuerpo de descomposiciéon de P sobre K, es decir L = K(5), donde S es el conjunto de
las raices de los elementos de P en F. Claramente L/K es algebraica. Ademds del Lema 6.7 se deduce
que o permuta las raices de cada elemento de P y por tanto o(S) = S. Esto implica que o es una
automorfismo de L.

3 implica 4 es obvio.
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4 implica 5. Supongamos que F' es una clausura algebraica de L que satisface las condiciones de
4. Si a € L, entonces p = Irr(a, K) factoriza completamente en F (jpor qué?) y por tanto p =
(X —a1)-- (X — ay,) para ciertos aq,...,a, € F. De la Proposicién 6.9 se deduce que para cada
i =1,...,n, existe un K-isomorfismo o : K(a) — K(«;) tal que o(a) = ;. Podemos considerar o
como un homomorfismo de K(a) en F y aplicar que la extensiéon L/K («) es algebraica para concluir,
con el Teorema 7.6, que o se puede extender a un homomorfismo L — F', que denotaremos también
con o. Por hipétesis o; = o(a) € L y concluimos que p factoriza completamente en L.

5y 6 son equivalentes pues los polinomios irreducibles de K[X] que tienen raices en L son los de la
forma alrr(a, K),con0#a € Ky a € L.

6 implica 2. Si se cumple 6, entonces L es el cuerpo de descomposicién de los polinomios irreducibles
de K[X] que tengan una raiz en L. O

Corolario 7.12. Una extension finitamente generada es normal si y sélo si es el cuerpo de descompo-
sicion de un polinomio.

Demostracién. Una implicacién es obvia y para demostrar la otra, obsérvese quesi L = K(aq,...,an)/K
es una extensién normal, entonces L es el cuerpo de descomposicién de [[1; Irr(;, K). O

Corolario 7.13. Si L es una clausura algebraica de K entonces L/K es normal.

Ejemplos 7.14. 1. Todas las extensiones que aparecen en los Ejemplos 7.10 son normales pues se
trata de cuerpos de descomposicién de un polinomio.

2. En particular Q(+/2,w)/Q es una extensién normal, donde w = 71%*/?3 Sin embargo la extension
Q(¥/2)/Q no es una normal pues Irr(¥/2,Q) = X3 — 2 que tiene tres raices v/2, V2w y v/2w?.
Como todos los elementos de Q(+/2) son niimeros reales y w no lo es, deducimos que el polinomio
Irr(4/2, Q) no factoriza completamente en Q(+/2) y, por tanto, la extensién Q(+4/2)/Q no es normal.

3. Toda extensién de grado 2 es normal. En efecto, si L/K es una extension de grado 2y o € L\ K,
entonces L = K(«a) y por tanto p = Irr(a, K) tiene grado 2. Como p tiene una raiz en L, p es
completamente factorizable en L y por tanto L es el cuerpo de descomposicion de p sobre K.

4. Por otro lado, del ejemplo 3 se deduce que las dos extensiones Q(v/2)/Q y Q(+/2)/Q(v/2) son
normales y sin embargo la extensién Q(+/2)/Q no lo es, pues p = Irr(v/2,Q) = X* — 2 tiene una
raiz en Q(+v/2 y no es completamente factorizable en Q(v/2), ya que X* -2 = (X2 —/2)(X2+/2)
y X2 4+ /2 no tiene ninguna raiz en Q(v/2).

Los Ejemplos 2 y 4 de 7.14 muestran que la clase de extensiones normales no es multiplicativa en
torres pues si K C F C L es una torre de extensiones, puede ocurrir que L/K sea normal sin que lo sea
E/K y también puede ocurrir que E/K y L/E sean normales y no lo sea L/K. Para compensar estas
propiedades negativas, veamos algunas de las propiedades positivas de la clase de extensiones normales.

Proposiciéon 7.15. 1. Si K C E C L es una torre de extensiones de cuerpos y L/K es normal,
entonces L/E es normal.

2. Si{E;/K : i € I} es una familia de extensiones normales admisibles, entonces NicrFi/K y
[Lic; Ei/ K son normales.

3. La clase de extensiones normales es cerrada para levantamientos.
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Demostracién. 1 es obvio.

2. Supongamos que todos los E; son subcuerpos de un cuerpo fijo L. Si E;/K es el cuerpo de
descomposicién de la familia de polinomios P; y S; es el conjunto de raices de los elementos de P; (en
L), entonces E = HGI E; es la menor subcuerpo de L que contiene a K y a todos los .S;, es decir que
E = K(U;erS;) y por tanto E es el cuerpo de descomposicién de U;e;P; sobre K. Esto prueba que
E/K es normal.

Si p es un elemento irreducible de K[X]y a € N;er E; es una raiz de p, entonces, por el Teorema 7.11,
p factoriza completamente en cada FE;, con lo que p factoriza completamente en L y las raices de p estan
en todos los F;, es decir en N;er F;. Eso implica que N;erF; /K es normal por el Teorema 7.11.

3. Sean E/K y F/K extensiones admisibles con E/K normal. Sea P un subconjunto de K[X] tal
que F es el cuerpo de descomposicién de P sobre K, es decir E = K(S), donde S es el conjunto de las
raices de los elementos de P en una clausura algebraica que contenga a EF. Entonces EF = F(S) y
por tanto EF/F es normal. (]

Teorema 7.16 (Clausura Normal). Sea L/K una extension algebraica. Entonces
1. Existe una extension N/L que verifica:

a) N/K es normal.

b) Si E es una subextension de L y E/K es normal, entonces E = N.
En tal caso se dice que N/K es una clausura normal de L/ K.
2. Todas las clausuras normales de L/ K son L-isomorfas.
3. Si L/K es finita y N/L es una clausura normal de L/ K, entonces N/K es finita.

Demostracién. 1. Sea L una clausura algebraica de L. Como L/K es una extensién algebraica, L
también es una clausura algebraica de K. Sea

Q = {E: E es una subextensién de L/L tal que E/K es normal}.

Como L es algebraicamente cerrado, L € € y por tanto © # (. De la Proposicién 7.15 se deduce que
N =NgeqF es una extensién normal de K y claramente N verifica a) y b).

2y 3. Sean N1/K y Ny/K dos clausuras normales de L/K. Sea B una base de Lg. Para cada
a € B sea p, = Irr(a, K) y para cada i = 1,2 sea R; o el conjunto de raices de p, en N;. Sea
F, = K(UaeB)Ri o (i = 1,2). Como N;/K es normal y N; contiene una raiz de p,, este polinomio es
completamente factorizable en N; y por tanto F; es el cuerpo de descomposicién sobre K de P (en una
clausura algebraica de N;). Por tanto F;/K es normal de donde se deduce que F; = N; pues N;/K es
una clausura normal de L/K. Luego N1 y Na son dos cuerpos de descomposicién sobre K del mismo
conjunto de polinomios. Como ademas K C L C N; también N; y N, son cuerpos de descomposicién
de P sobre L. Deducimos que N7 y Ny son L-isomorfos de la Proposicién 7.9. Esto prueba 2 y también
prueba 3 pues si L/K es finita, entonces B es finita y por tanto UaepRi o es finito, con lo que cada
N;/K es una extensién finita. O

7.4. Problemas

1. Demostrar que, si K es un cuerpo, entonces K[X] tiene infinitos elementos irreducibles. Deducir
que:
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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a) Todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.

b) Si K es finito, entonces en K[X] existen polinomios irreducibles de grado arbitrariamente
grande (es decir, para cada n € Z*, existe un polinomio irreducible de grado mayor o igual
que n).

Demostrar que la clausura algebraica de un cuerpo numerable tiene cardinal infinito numerable.

Demostrar que si K/Q es una extensién finita y K es un clausura algebraica de K, entonces
[K : Q] = 0.

Calcular el cuerpo de escisién sobre QQ contenido C de cada uno de los siguientes polinomios.

X441, X4—2, X*4+X%24+1, X*—-8X%+15, X0+1, X'+ X341,

Sea K un cuerpo arbitrario y a una raiz del polinomio p = X2 —3X 4 1 en una extensién de K.
Demostrar que o? — 2 también es raiz p y utilizar esto para demostrar que K () es un cuerpo de
escision de p sobre K.

Calcular un cuerpo de escisién L sobre K y [L : K| de cada uno de los siguientes polinomios, para
K = ZQ y Z3Z

X244 X411, X34X+1, X34+X?2+X+1, X'+ X2+1.
Sea a un numero racional que no es un cubo de un nimero racional y sea K el cuerpo de descom-
posicién de X2 — a sobre Q, determinar [K : Q] y calcular una base de K sobre Q.

Dar un ejemplo de dos polinomios irreducibles sobre Q que tengan el mismo cuerpo de descom-
posicién.

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de dos. Demostrar que el cuerpo de descomposicién
sobre K del polinomio X* — (a + b)X? + ab, donde a,b € K, tiene grado 4 sobre K si y sélo si a,
by ab no son cuadrados en K.

Demostrar que si « es transcendente sobre K, entonces K () no es algebraicamente cerrado.

Sea p € K[X]y L un cuerpo de descomposicién de p sobre K. Demostrar que si F es una extension
de K admisible con L, entonces LFE es un cuerpo de descomposicién de p sobre F.

Para cada una de los siguientes subcuerpos K de C, calcular un subcuerpo N de C que sea una
clausura normal de K/Q y calcular también [N : KJ:

Q(\d/g)v Q(\s/i \4/5)7 Q(\&yi\/g)’ Q(€5)7 Q(\/i \3/57 \4/5,...)'

Demostrar que si « es un niimero complejo que cumple a? = 1 + 4, entonces Q(a, \/5) es una
clausura normal de Q(a)/Q.

Sea K C L C N una torre de extensiones y supongamos que N/K es normal. Demostrar que L/K
es normal si y sélo si o(L) C L para todo K-automorfismo o de N.

Probar que si p € K[X] tiene grado n y L es un cuerpo de descomposicién de p sobre K, entonces
[L: K] divide a nl.

Demostrar que si [L: K] =ny N es la clausura normal de L/K entonces [N : K| divide a n!
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17. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para dos extensiones normales finitas
Nl/K y N2/K
a) Existe un K-homomorfismo L; — Lo.
b) Existen polinomios p1,p2 € K[X] tales que p2|p; en K[X]y L; es la clausura normal de p;
para i =1,2.

18. Demostrar que toda extension de cuerpos finitos es normal.

19. Sea N/K una extensién normal, p € K[X] irreducible y y g, h dos divisores irreducibles de p en
N[X]. Demostrar que existe o € Gal(N/K) tal que 7(g) = h. Dar un ejemplo mostrando que el
resultado no es valido si la extensién no es normal.



Capitulo 8

Extensiones ciclotomicas

8.1. Raices de la unidad

Como cualquier polinomio, el polinomio X" — 1 es completamente factorizable en algin cuerpo. Las
raices de X™ — 1 se llaman raices n-ésimas de la unidad.

Obsérvese que hay un polinomio p = X™ — 1 para cada posible caracteristica que puede ser 0 6 un
ndmero primo. Si la caracteristica considerada es 0 o no es divisor de n, entonces la tnica raiz de
p’ =nX""! es 0, que no es raiz de p, con lo que en tal caso p no tiene raices multiples y por tanto el
polinomio p tiene n raices distintas. Sin embargo, si la caracteristica considerada es un divisor primo p
de n, entonces p’ = 0, con lo que todas las raices son multiples. De hecho como p divide a (’; ) para todo
i=1,2,...,p—1,sl aybson elementos de un anillo de caracteristica p, entonces (a +b)? = a? +b?. En
particular si consideramos X™ — 1 como un polinomio con coeficientes en Zy[X] y n = p*m, entonces

k

X" —1=(X"—1)

con lo que, si p 1 m, entonces las raices de X —1 son simples y las raices de n tienen todas multiplicidad

p*. En resumen

Lema 8.1. Consideremos X™ — 1 como un polinomio con coeficientes en un cuerpo K.

1. Si la caracteristica de K es 0 o un primo p que no divide a n, entonces X™ — 1 tiene n-raices
distintas en cualquier cuerpo de descomposicion de X™ — 1.

2. Sila caracteristica de K es p yn = p*m, con ptm, entonces X" — 1 tiene m raices en un cuerpo
de descomposicion suyo, todas con multiplicidad p*.

Obsérvese que las raices ésimas de la unidad son los elementos de orden finito del grupo de unidades
de un cuerpo algebraicamente cerrado. Las raices n-ésimas (en una caracteristica fijada) son precisamen-
te los elementos de orden de orden divisible por n y forman un subgrupo finito del grupo de unidades
del cuerpo al que pertenecen. De hecho este grupo es ciclico.

Lema 8.2. Todo subgrupo finito del grupo de unidades de un cuerpo es ciclico.

Demostracion. Sea G un subgrupo finito del grupo de unidades K* de un cuerpo K. Del Teorema de
Estructura de los Grupos Abelianos Finitos (Teorema 3.22) se deduce que G ~ C),; X Cp, X -+ X Ch,
para ciertos enteros mayores que 1 tales que ni|ng|- - -|ng. Si p es un divisor primo de nj, entonces cada
C,, tiene un subgrupo de orden p, con lo que G tiene un subgrupo isomorfo a Cz]f' Por tanto la ecuacién
XP =1 tiene al menos p* soluciones en el cuerpo K, lo que implica que k = 1. Por tanto G ~ C,,,, es
decir G es ciclico. [J
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Por tanto, el grupo de la raices n-ésimas de la unidad (en una caracteristica) es un grupo ciclico
finito. Si la caracteristica es 0, entonces el orden de este grupo es n. Si por el contrario la caracteristica es
p > 0, entonces el orden de este grupo es el mayor divisor de n que no es multiplo de p. Reciprocamente,
si G es un subgrupo finito de orden n del grupo de unidades K* de un cuerpo K entonces, por el Teorema
de Lagrange, todos los elementos de G satisfacen la ecuacién X™ = 1, con lo que G estd formado por las
n-raices n-ésimas de la unidad, lo que implica que la caracteristica de K no divide a n. En tal caso G es
un grupo ciclico y los generadores de G se llaman raices n-ésimas primitivas de la unidad. Es decir, una
raiz n-ésima primitiva de la unidad es un elemento de orden n de K*, para algtin cuerpo K. Obsérvese
que hay raices n-ésimas primitivas de la unidad en una caracteristica si y sélo si n no es multiplo de la
caracteristica. Como consecuencia inmediata de (3.2) se deduce

Lema 8.3. Si¢ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad, entonces £ es una raiz ﬁ—ésima primitiva
de la unidad.

En particular las raices n-ésimas primitivas de la unidad son los elementos de la forma &, con
ged(r,n) = 1.

Por tanto, si n no es multiplo del primo p, entonces, en un cuerpo algebraicamente cerrado de
caracteristica p, hay ¢(n) raices n-ésimas primitivas de la unidad, donde ¢(n) = |Z%|, es decir, ¢ es la
Funcion de Euler (ver el Ejercicio 8 del Capitulo 5.

8.2. Extensiones ciclotomicas

Definicién 8.4. Sea K un cuerpo y n un entero positivo. Se llama n-ésima extensién ciclotémica de K
al cuerpo de descomposicion de X™—1 sobre K (que es inico salvo isomorfismos por la Proposicién 7.9).

Como el conjunto de las raices n-ésimas de la unidad forma un grupo ciclico, toda extension ci-
clotémica de K es de la forma K (£) donde £ es un generador del grupo de raices n-ésimas de la unidad.

Sean &1,...,& las raices n-ésimas primitivas de la unidad (e implicitamente estamos suponiendo
que la caracteristica no divide a n), entonces el polinomio

=X -&) (X =&)

se llama n-ésimo polinomio ciclotémico.

Recordemos que el subcuerpo primo de un cuerpo K es el menor cuerpo contenido en él. El cuerpo
primo de K es isomorfo a Q si car(K) = 0 e isomorfo a Z, si car(K) = p. Ademsds el subanillo primo
de K es el menor subanillo primo contenido en K, que es isomorfo a Z si car(K) = 0 e igual al cuerpo
primo si la caracteristica es diferente de 0. Obsérvese que un anillo primo es o bien un cuerpo o bien
isomorfo a Z y, por tanto, es un DFU.

Proposicion 8.5. Sean P y K el anillo primo y el cuerpo primo en una caracteristica y sea n un
entero positivo que no es maltiplo de car(P). Entonces

1. gr(®,) = p(n) = 17,

2. X"~ 1=y, ®a.

3. ®, € P[X].

4. Si & es una raiz de la unidad en una extension de K, entonces Irr(§, K) € P[X].

Demostracion. 1 es consecuencia del Lema 8.3.
2. 81 G es el grupo de la n-raices n-ésimas de la unidad, entonces X" —1 = [[;c5(X — §). Los
ordenes de elementos de GG son divisores de G y para cada divisor d de n, los elementos de orden d



113

de G son las raices d-ésimas primitivas de la unidad. Por tanto, si G4 denota el conjunto de las raices
d-ésimas primitivas de la unidad, entonces {G, : d|n} es una particién de G, con lo que

xt—1=[] [I &-9=]]®a

dln £€Gq d|n

3. Razonamos por induccién sobre n. Si n = 1, entonces ; = X —1 € P[X]. Sin > 1 y suponemos
que 3 y 4 se verifican para todo ntimero menor que n, entonces de 2 se tiene que

X" —1=9, H ®,
n#d|n

y tanto X™ — 1 como ¢q = Hn;ﬁd|n ®4 son polinomios ménicos que estdn en P[X], por la hipétesis de
induccién. Si P es un cuerpo, entonces esto implica que ®,, € P[X]. En caso contrario la caracteristica
es 0, P=7Zy ®, es un polinomio ménico de Q[X]. Eso implica que existe un entero a tal que a®,, es
primitivo. Eso implica que a(X™ — 1) = (a®,,)q es primitivo, lo que implica que a = £1, y por tanto
o, €7Z[X]. O

La Proposicién 8.5 proporciona un método recursivo para calcular ®,, como muestra el siguiente

ejemplo.
. 2 2 3_ 3_ a_

Ejemplo 8.6. &) =1, &y = -1 = L=l = X 41, @3 = - = L - X2 4 X 1, &y = $51 =

X*-1 _ 2
T — X 1

. . . s q_ —

Si g es primo (diferente de la caracteristica), entonces ®, = XTll =14+X+X%2+...4+ X1 Por
ejemplo &5 =1+ X + X2 + X3 + X4

Podemos continuar calculando polinomios ciclotémicos:

o Xx51 x%_1 _ 2
s = 08205 (X-D(XHD(XFX7) X =X+ 1,10 ]
(I)IO _ X -1 _ X1 — X1 :X+1:X4—X3+X2—X+1.

D1 D,P5 (X—D(X+D)(A+X+X2+X534+X1) (X5-1)(X+1) X+1

Obsérvese que la expresion de @, no depende de la caracteristica, siempre que esta caracteristica
no divida a n. Sin embargo que ®,, sea irreducible o si que depende de la caracteristica.

Teorema 8.7. Los polinomios ciclotomicos en caracteristica 0 son irreducibles sobre Q.

Demostracion. Fijemos una raiz n-ésima primitiva de la unidad & y sea f = Irr(¢, Q). Tenemos que
demostrar que ® = ®,, es irreducible y, como £ es raiz de ® y ® es moénico eso equivale a demostrar que
f = ®, olo que es lo mismo a demostrar que toda raiz n-ésima primitiva de la unidad (es decir todo
elemento de la forma £" con med(r,n) = 1) es raiz de p.

Supondremos primero que r = p es primo. Sea g = Irr(&?,Q). Como &P es raiz de g, & es raiz de
g(XP) y por tanto f divide a g1 = g(X?) en Q[X] y como g1 € Z[X], del Lema de Gauss, y de que
tanto f como g; son ménicos deducimos que f divide a g1 en Z[X]. Pongamos g1 = fg2. Considerando
el la proyeccién canénica Z — Zj, que extendemos de forma candnica a Z[X] — Z,[X]. Denotamos por
f alaimagen de f € Z[X] por este homomorfismo. Entonces utilizando el Pequefio Teorema de Fermat
v el hecho de que elevar a p es un homomorfismo en un anillo de caracteristica p deducimos

g(X)P =g(X?) =91 = fa2.

Por tanto si ¢ es un divisor irreducible de f en Zy[X], entonces ¢ divide a g. Si £€P no es raiz de s
entonces f y g son coprimos en Z[X] y por tanto fg divide a X™ — 1 en Z[X] lo que implica que fg
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divide a X™ — 1. Entonces ¢? divide a X™ — 1, en contra de que X™ — 1 no tiene raices multiples en una
extensién de Z, pues ged(p,n) = 1.

Consideremos ahora un caso arbitrario, con r = py - - - pg con pi, ..., pr Primos y argumentemos por
induccién en k. El caso en que k£ = 1 es el caso considerado en el parrafo anterior. Por hipotesis de
induccién 1 = £Pr"Pe-1 es una raiz de f, con lo que Irr(n, Q) = f. Aplicando ahora el caso visto en el
parrafo anterior a 7, deducimos que £" = nP* es raiz de f. O

Corolario 8.8. Si ¢ es una raiz n-ésima primitiva de la unidad en caracteristica 0, entonces [Q(&) :

Q] = ¢(n).

Ejercicio 8.9. El Teorema 8.7 no se verifica en caracteristica positiva. Por ejemplo, en caracteristica
2 tenemos @7 =14+ X + X2+ X3+ X1+ X° + X0 = (X3 + X + 1)(X3 + X2 +1).

8.3. Problemas

Para cada entero positivo, &, denota una raiz n-ésima primitiva de la unidad la clausura algebraica
del cuerpo considerado.

1. Calcular ®,, para todos los nimeros enteros entre 1 y 16.
2. Dar una férmula general para ®g, para p un ntimero primo.

3. Demostrar que si n es par, entonces Q(&,) tiene exactamente n raices de la unidad y en caso
contrario tiene 2n. ;Cuédles son las las raices de la unidad en cada caso?

4. Demostrar que si n < m, entonces Q(&,) = Q(&y) siy s6lo si n =m 6 n es impar y m = 2n.

. i . n—1 7 7 . . o, .
5. Demostrar que si p es un nimero primo y o = ¢, entonces que « es una raiz p"-ésima primitiva
de la unidad.

6. Calcular las raices de la unidad que pertenecen a Q(\/ﬁ) donde d es un ntimero entero.
7. Demostrar las siguiente igualdades para £ = &,.
a) [[i5) (X =€) = X" — 1.
b) Y e =0.
o) IS (1 —¢) =n.
0 si2n

d) H?J(Hf”{ | si2fn

8. Sean m y n dos nimeros naturales y d = mcd(m,n). Demostrar que ®,, es el producto de ¢(d)
polinomios irreducibles de Q(&,,) de grado ¢(m)/¢(d).

9. Demostrar que F,, = Q(&,) NR = Q(& + &, ') = Q(cos 25). Caleular [Q(&,) : Fp] € Irr(&n, Fry) en
funcién de n.

10. Demostrar que toda extension de cuerpos finitos es una extension ciclotémica.
11. Sea F = IF, un cuerpo finito de cardinal ¢ y » un ntimero natural coprimo con g. Demostrar

a) [F(&,) : F] es el menor entero positivo r tal que ¢" = 1 mod n.
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Demostrar que ®,, (el n-ésimo polinomio ciclotémico en caracteristica p) es el producto de
¢(n)/r polinomios de grado r, donde r es como en a).

Si n es primo, entonces Irr(&,,F) = 1 + X + X2 + ... + X"~ si y sélo si n no divide a

H?;12(qi —1).

(Indicacién: Aplicar propiedades de los grupos ciclicos.)

12. Sea F = F, un cuerpo con g elementos y para cada entero n sea I el conjunto de los polinomios
moénicos e irreducibles de grado d en F[X]. Demostrar que X9" — X = [y Ier, p-

13. Demostrar que si n es un entero mayor o igual que 2 y p es un ntimero primo, entonces la clausura
normal de Q( ¢/p)/Q es Q(1/p, /). ;Para que niimeros n y p se verifica que Q( /p)/Q es una
extensién normal? Calcular [Q( /B, e2™/™) : Q( /D).

14. Demostrar que la aplicacién Z¥ — Gal(Q(&,)/Q) dada por i +— oy, donde 0;(£) = £ es un
isomorfismo de grupos.

15. Sea§ =&, € Q, con p primo y sea A un generador de Zj,. Para cada i € Z;, sea ¢; = f’\i. Demostrar

€0,€1,...,€p—2 son las p — 1 raices primitivas de la unidad y forman una base de Q(§) sobre
Q.

El grupo de Galois Gal(Q(&)/Q) es ciclico generado por el automorfismo o de Q(§) dado por
(&) = €.

o7 (€;) = €+, donde el subindice hay que leerlo médulo p — 1.

Para cada k y cada divisor d de p — 1 se verifica ad(wk,d) = wy,d, donde
Wk,d = €k + €k4+d + €kt2d + -+ Chr (22 —1)a

pero g% (Wk,d) # Wk,a, para todo divisor di de p — 1 menor que d. Los elementos de la forma
w4, se llaman periodos de Gauss.

16. Demostrar las siguientes propiedades de los polinomios ciclotémicos @,,.

P X)=1+X+X?+  +XPlyd, = <I>p(XpT71) donde p es primo y r es un nimero
natural.

D, (X) = Dpy.p, (Xp;rl”"’:sfl)7 donde n = pi*---pt=, p1,...,p, son primos distintos y
r1,...,Ts Son nimeros naturales.

Si n es impar entonces P, (X) = @, (—X).

Si p es un primo que no divide a n, entonces @, (X )P, (X) = &, (XP).

®,(X) = Hd‘n(X”/d — 1)#D donde p es la funcién de Mobius definida de la siguiente
férmula sobre los nimeros naturales:

1, sin=1,
p(n) =< (=1)", sin esel producto de r primos distintos,
0, en cualquier otro caso.

17. Sea p un numero primo impar. Para cada entero n, ponemos

n 0 sin =0 mod p,
<—> = 1 sin=2?%#0mod p para algin entero x,
p —1 sin # 220 mod p para todo entero x.

Demostrar:
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n : —1
a) {n=1,...,p—1: (5) = 1} tiene 25 elementos.
b) Sin =m mod p, entonces (ﬁ> = (m)

0(0-06

d) Si ¢ =&, es una raiz p-ésima primitiva de la unidad en C y

p—1 n
S;(;)f

> (3):

e) Q(¢) contiene a Q(y/p) 6 a Q(y/—p). ;Cudndo se da cada caso?
f) Q(/p) estd contenido en Q(&4p).

g) Toda extensién cuadrética de Q estd contenida en una extension ciclotémica.

entonces



Capitulo 9

Extensiones separables

9.1. Grado de separabilidad

Definicién 9.1. Sea E/K una extension algebraica y o : K — L un homomorfismo de cuerpos con L
algebraicamente cerrado. Se llama grado de separabilidad de la extensién E/K al cardinal del conjunto
SE de las extensiones de E a L, es decir los homomorfismos T : E — L tales que T|x = . Denotamos
el grado de separabilidad de la extension E/K por [E : K|,.

Para que la anterior sea una buena definicién el cardinal de SE no debe de depender de L ni de o.

Proposicién 9.2. Si E/K es una extension algebraica entonces el cardinal SE es el mismo para todos
los homomorfismos de cuerpos o : K — L, con L algebraicamente cerrado.

Demostracién. En primer lugar vamos a ver que podemos suponer que L es una clausura algebraica
de o(K). Obsérvese que si 7 € SE, entonces 7(E) es algebraico sobre 7(K) = o(K). Por tanto 7(FE)
estd incluido en la clausura algebraica de o(K) en L, con lo que S no se ve afectado si cambiamos L
por estd clausura algebraica, que también es algebraicamente cerrada por la Proposicién 7.3. A partir
de ahora supondremos que L es una clausura algebraica de o(K).

Sea ¢’ : K — L’ otro homomorfismo con L’ una clausura algebraica de ¢’(K). La aplicacién
o(K) — ¢'(K) dada por z — o’oo~!(z) es un isomorfismo. Por la Proposicién 7.7, existe un isomorfismo
A: L — L' tal que A(o(k)) = o/(k) para todo k € K. La aplicacién de S¥ en SE dada por 7 +— AoT
es biyectiva pues su inversa es la aplicacién en sentido contrario dada por 7/ +— A~! o 7/. En conclusién
el cardinal del conjunto S¥ no depende del cuerpo algebraicamente cerrado L [J

Ejemplo 9.3. Supongamos que « es algebraico sobre K y sea L una clausura algebraica de K que
contenga a «. Sea p = Irr(a, K). Por el Lema de Extensién (Lema 6.8) si 7 : K(a) — L es un K-
homomorfismo (es decir 7 € Sa (@) donde o : K — L es el homomorfismo de inclusién) entonces 7()
es una raiz de p y, reciprocamente para cada raiz § de p, existe un isomorfismo K («) ~ K(f3), que
podemos considerar como un K-homomorfismo de K («) en L. Por tanto [K(«) : K]s es igual al nimero
de raices de p.

A menudo las raices de Irr(a, K) (en L) son llamadas también conjugados de « sobre K y, como
hemos visto son las imagenes de « por los K-automorfismos de L. Obsérvese que con esta terminologia
los conjugados de un niimero complejo « sobre R son exactamente o y su conjugado complejo a.

En muchos aspectos el grado de separabilidad se comporta como el grado.
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Proposicién 9.4 (Propiedad Multiplicativa del Grado de Separabilidad). Si K C E C F es una torre
de cuerpos, entonces
[F:K|s=[F:E|5[E: K]s.

Demostracion. Sea ¢ : K — L un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado. Como
todo elemento de SE es una extensién de un elemento de S¥ a saber de su restriccién a E, se tiene

que SI' = Urese SE. Claramente los conjuntos S son disjuntos y por otro lado de la Proposicién 9.2
se tiene que S = [F : E], para todo 7 € SE. Concluimos que

[F:Klo= Y [SF|=[F:EL[E: K]..

TeSE

O

Lema 9.5. Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0 entonces la aplicacion ¢ : x +— aP de K en
st mismo es un homomorfismo de cuerpos (llamado homomorfismo de Frobenius. Si ademds K es
algebraico sobre su cuerpo primo (por ejemplo, si K es finito), entonces ¢ es un automorfismo de K
(conocido con el nombre de automorfismo de Frobenius.

Por tanto, si o = BP con o, 8 € K, entonces a = f3.

Demostracién. Ejercicio. [

Lema 9.6 (Uniformidad de la Multiplicidad). Si f € K[X] es irreducible, entonces todas las raices de
f (en un cuerpo de descomposicion de f) tienen la misma multiplicidad. Ademds

1. SicarK = 0 entonces f no tiene raices maultiples.

2. SicarK = p # 0 entonces la multiplicidad de las raices de f es una potencia de p y la multiplicidad
es p" si y sélo sin es el mayor niimero no negativo tal que f = g(XP") para algin g € K[X].

Demostracion. Podemos suponer que f es ménico. Sean g, ..., a, las raices de f y sea m; la mul-
tiplicidad de «; como raiz de f. Fijemos o = a3 y m = m;. Por el Lema de Extensién, existe un
K-isomorfismo o; : K(a) — K(«a;) tal que 0j(o) = ;. Por tanto

n n

[T =™ = f=0(f) = [T(X —oj(c))™

i=1 i=1

De la unicidad de la factorizacién deducimos que m; = multiplicidad de «a;, en la expresiéon de la
izquierda = Multiplicidad de o;(a) = a; es la expresién de la izquierda = m.

Como gr(f') < gr(f), se tiene que f|f’ si y sélo si f/ = 0. Si carK # 0, entonces f' # 0 y por
tanto f no divide a f’ lo que implica que med(f, f/) = 1 y por tanto f no tiene raices multiples. Si
carK = p > 0, entonces f' = 0 siy sblosi f; = 0 para todo i € N que no sea multiplo de p (recuérdese la
notacién f = >, fiX?) siy sélo si f = g(XP) para algiin g € K[X]. Como gr(g(X?)) = pgr(g) > gr(g),
existe un nimero n > 0 tal que f = g(X?") y f no se puede poner en la forma g(Xp"H). Como f es
irreducible, g también lo es. Si ¢’ = 0 entonces g = h(XP?) para algin h € K[X] y por tanto

)

en contra de la eleccién de n. Por tanto g es irreducible y g’ # 0, lo que implica que g no tiene raices

=
multiples. Si a1, .., a son las distintas rafces de f, of ,...,af son raices de g y todas son distintas,

n+1

f=g(X"") = h((X?")") = h(X?
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por el Lema 9.5. Vamos a ver que estas son las tinicas raices de g. En efecto si aparte de éstas, g tuviera
otras raices (31, ..., 3, entonces

g=(X-al")- (X —af (X = 1) (X = B)

y por tanto

) n

f= 0 =) (X =l )X = ) (X )

Si 7 es una raiz de (X?" — (1) --- (XP" — 3,), entonces ~y es una raiz de f y por tanto v = «; para algin
i=1,...,ky~?" =4 algin j =1,...,1. Eso implica que o; = ; = B3;, en contra de que los a y los
[ son diferentes. En resumen,

g=(X-al") (X —af)

y por tanto

n n

—a) (X ) = (X — )P

n

f=(X" (X —ag)?

lo que implica que todas las raices de f tienen multiplicidad p™. O

Definicién 9.7. Si f € K[X] entonces se llama grado de separabilidad de f al ndmero de raices
distintas de f (en un cuerpo de descomposicion de f) y gradolde inseparabilidad de f a la multiplicidad
de cualquiera de las raices de f.

Los grados de separabilidad e inseparabilidad de f los denotamos por gr (f) ygr;(f), respectivamente.

Obviamente
gr(f) = gro(f)eri(f) (9.1)
Del Ejemplo 9.3 se deduce que

Proposicién 9.8. Si a es algebraico sobre K, entonces [K (o) : K|s = gr (Irr(a, K)).

Proposicién 9.9. Si E/K es una extensidn finita de cuerpos, entonces [E : K]s es un entero positivo
que dwide a [E : K.

Demostracién. Que [L : K] es positivo quiere decir que todo homomorfismo K — L, con L alge-
braicamente cerrado se extiende a un homomorfismo £ — L, lo cual ya lo vimos en el Teorema 7.6.
Para demostrar que [E : K], divide a n = [E : K] razonamos por induccién sobre n, con el caso n = 1
trivial. Supongamos que n > 1 y la hipétesis de induccién. Sea o € L'\ K. Entonces [L : K(a)] < n y,
por la hipétesis induccién, [L : K(a)]s divide a [L : K(«)]. Pongamos k = [L : K(«)]/[L : K(a)]s. Si
p = Irr(a, K), entonces aplicando la Proposicién 9.8 y la férmula (9.1) se deduce que

[L:K] = [L:K()|[K(e): K] = k[L: K(a)]sgr(p) = k[L : K(a)]sgr, (p)er;p
= (ker;(p)IL : K(a)]s[K(a) : K]s = (ker;(p))[L : K.

Se llama grado de inseparabilidad de una extension finita E/K al cociente

. _ [E: K]
[EK]z—m
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9.2. Extensiones separables

Definicién 9.10. Un polinomio f € K[X] no constante se dice que es separable si no tiene raices
maltiples en una extension de K, o lo que es lo mismo si med(f, f') = 1.

Si a es un elemento de una extension L de K entonces se dice que v es separable sobre K si es
algebraico y Irr(a, K) es un polinomio separable.

Una extension L/ K se dice que es separable si todo elemento de L es separable sobre K. En particular
una extension separable es algebraica.

Una extension L/K se dice que es puramente inseparable si los dnicos elementos de L que son
separables sobre K son los elementos de K.

Claramente si f € K[X] es irreducible entonces f es separable si y sélo si gr,(f) = gr(f) si y sélo si
gr;(f) = 1. Por otro lado como consecuencia del Lema 9.6 se tiene:

Proposicién 9.11. SicarK = 0 entonces todo polinomio irreducible de K[X] es separable y por tanto
toda extension algebraica de K es separable.

Ademas de la Proposicién 9.8 se deduce que un elemento algebraico a sobre K es separable si y s6lo
si [K(a): K] =[K(«a): Kl siy sélosi [K(a): K]; =1.

Teorema 9.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/ K :
1. L/K es separable.
2. [L:K]=[L:K]s.
3. [L:K];=1.

Demostracion. La equivalencia entre 2 y 3 es obvia.
2 implica 1. Supongamos que [L : K] = [L : K]s y sean o € L y E = K(«). Entonces, de las
propiedades multiplicativas del grado y del grado de separabilidad (Proposicién 9.4) deducimos

[L:E|E:K|=[L:K|=[L:K]s=I[L:E|JE: K.

Como los dos factores de la derecha son menores o iguales que los de la izquierda y todos son enteros
positivos, deducimos que [L: E] =[L: El; y [K(«a) : K] = [K(«) : K]s y ya sabemos que esto ultimo
es equivalente a que « sea separable sobre K.

1 implica 2. Supongamos que L/K es separable y razonemos por induccién sobre n = [L : K], con
nada que demostrar en el caso en que n = 1. Supongamos que n > 1 y la hipdtesis de induccion.
Elegimos o € L\ K. Como Irr(8, K(«)) divide a Irr(8, K), para todo 8 € L, tenemos que L/K(«)
es separable y como [L : K(a)] < n, deducimos que [L : K(a)] = [L : K(a)]s, por la hipStesis de
induccién. Ademds, como « es separable sobre K se tiene que [K (o) : K] = [K(«)s : K]. Uniendo estas
dos igualdades obtenemos

[L:K]|=[L: K(a)][K(a): K]=[L: K(a)]s[K(a) : K]s = [L: K]s.

Una consecuencia inmediata del Teorema 9.12 y de las propiedades multiplicativas de los grados es
el siguiente

Corolario 9.13. La clase de extensiones separables es multiplicativa.

Veamos mas consecuencias del Teorema 9.12.
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Corolario 9.14. Si L = K(A) y todos los elementos de A son separables sobre K entonces L/ K es
separable.

Demostracién. Si a € L, entonces existe B C A finito tal que @ € K(B), lo que implica que en
la demostracién podemos suponer que A es finito. Si A = {a1,..., @, } entonces cada «; es separable
sobre K y por tanto también sobre K(a1,...,a;—1). Aplicando que la clase de extensiones separables
es multiplicativa, basta demostrar el Corolario para el caso en que A tiene un tinico elemento «. Pero
esto estd claro pues si « es separable sobre K, entonces [K (o) : K] = [K(«) : K]s, es decir K(a)/K es
separable. []

Una consecuencia inmediata del Corolario 9.14 es el siguiente

Corolario 9.15. Si L/K es una extension de cuerpos entonces el conjunto de los elementos de L
que son separables sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K. Este subcuerpo se llama clausura
separable

Un dltimo corolario
Corolario 9.16. La clase de extensiones separables es cerrada para levantamientos.

Demostraciéon. Sean E/K y E/K extensiones admisibles con E//K separable. Cada elemento de E es
separable sobre K y por tanto también es separable sobre F', con lo que del Corolario 9.14 deducimos
que EF = F(E)/F es separable. [

Finalmente

Proposicién 9.17. Si L/K es una extension finita y S es la clausura separable de L/K entonces
[L:K],=1[S: K]

9.3. Elementos primitivos

Recordemos que una extensién L/K se dice que es simple L = K («) para algin o € L. En tal caso
se dice que « es un elemento primitivo de la extensién L/K.

Lema 9.18. Sean o y B elementos de una extension L de K y sean a y b elementos distintos de K. Si
E =K(a+af) = K(a+b0), entonces E = K(a, 3).

Demostracién. Supongamos que E = K(a + aff) = K(a + b3). La inclusién E C K(«, 3) es obvia.
Para ver la otra inclusién observemos que (a —b)3 € E y por tanto 5 € E, lo que implica que « € E. O

Vamos a denotar con Sub(L/K) al conjunto de las subextensiones de L/K, es decir Sub(L/K) es el
conjunto de los subcuerpos de L que contienen a K.

Teorema 9.19 (Artin). Una extension finita L/ K es simple si y sélo si Sub(L/K) es finito.

Demostracién. Si K es finito, entonces L es finito ({por qué?) y por tanto Sub(L/K) es finito. Ademds
L* es ciclico (Lema 8.2) y si o es un generador de L* entonces L = K(«). Esto muestra el Teorema
para el caso en que K es finito, por lo que a partir de ahora supondremos que K es infinito.
Supongamos primero que Sub(L/K) es finito. Como K es infinito y Sub(L/K) es finito, aplicando
el Lema 9.18, deducimos que para todo «, 3 € L existen dos elementos distintos a y b de K tales que
K(a+ af) = K(a+ b8), lo que implica que K («, ) es simple. Si n es el menor nimero de elementos
de L tales que L = K(aq,...,an) y n > 2 entonces existe 5 € L tal que K(aq,a2) = K(8) y por tanto

L=K(a1,ag,...,a,) = K(a,az)(as,...,an) = K(B)(as,...,an) = K(B,a3,...,an)



122

en contra de la minimalidad de n. Por tanto n = 1, es decir L/K es simple.

Reciprocamente, supongamos que L/K es simple y sea o € L con L = K(«). Para cada E €
Sub(L/K) sea pg = Irt(a, E). Si P es el conjunto de los divisores ménicos de px en L(X) entonces
P es finito pues si (aq,...,q,) son las raices de px en una clausura algebraica de L, entonces cada
elemento de P es el producto de algunos de los polinomios X — a7, ..., X —a,. Ademés F — pg define
una aplicacién de Sub(L/K) a P y para acabar la demostracién basta demostrar que esta aplicacién
es inyectiva. Para ver esto vamos a demostrar que E esta generado sobre K por los coeficientes de pg.
En efecto, si E € Sub(L/K) y F es el elemento de Sub(L/K') generado sobre K por los coeficientes de
pE, PE € F[X]y pe(a) =0 lo que implica que pp divide a pg. Luego [L : E] = [E(a) : E] = gr(pg) >
gr(pp) = [F(a) : F] =[L : F], o lo que es lo mismo [E: K| < [F: K]y F C E de donde concluimos
que F = F como queriamos. [J

Corolario 9.20 (Teorema del Elemento Primitivo). Toda extensidn separable finita es simple (es decir,
tiene un elemento primitivo).

Demostracién. Ya sabemos que si K es finito, entonces L/K es simple por lo que supondremos que
K es infinito.

Sea L/K una extensién separable finita y sea n el menor ntmero de elementos de L necesarios
para generar L sobre K. Tenemos que demostrar que n = 1, con lo que suponemos n > 2. Pongamos
L = K(aq,...,ay). Sea o la inclusién de K en una clausura algebraica de L y sea S = ,S’f(‘“’az) =
{o1,...,0m}. Consideremos el polinomio

p = [J(oi(a) = (1) + X (0i(a2) — 05(a2))).
i£]

Para todo ¢ # j, 0; # 0; y por tanto o;(c) # (1) 6 0;(ae) # 0;(az), con lo que los factores lineales
que aparecen en la definiciéon de p son diferentes de 0 y por tanto p # 0. Como K es infinito existe
a € K tal que p(a) # 0, o lo que es lo mismo, si 3 = a1 + aaq, entonces o;(3) # o;(8) para todo
i # j. Esto muestra que [K(8) : K]; > m y, como todas las subextensiones de L/K son separables,
tenemos n < [K(0) : K|, = [K(8) : K] < [K(ou,2) : K] = [K(ou,a2) : K]s < n. Concluimos que
K(a1,a9) = K(B) y por tanto

L=K(o1,ag,...,a,) = K(a,az)(as,...,an) = K(B)(as,...,an) = K(B,a3,...,an)

en contra de la minimalidad de n. O

9.4. Problemas

1. Para cada uno de los siguiente polinomios y los siguientes cuerpos decidir qué polinomios son
separables sobre qué cuerpos. Polinomios: X341, X4 +2X — 1y X3 —21X?2 + 147X — 343 sobre
@7 ZQ; Z37 Z7-

2. Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las verdaderas y
dando un contraejemplo de las falsas.
a) Todo polinomio irreducible de K[X] es separable.
b) Toda extensién separable en normal.

¢) Toda extensién normal es separable.
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d) Toda extensién de cuerpos finitos es separable.
e) Toda extension finita es separable.

f) Sila caracteristica de K no divide al grado de la extensién L/K, entonces la extensién L/K
es separable.

g) Sip € K[X] tiene grado n, L es un cuerpo de escisién de p sobre K y la caracteristica de K
no divide a n, entonces L/K es separable.

h) Sip e K[X] tiene grado n, L es un cuerpo de escisién de p sobre K y la caracteristica de K
no divide a n!, entonces L/ K es separable.

1) Si p € K[X] es separable sobre K entonces el cuerpo de escisién de p sobre K es normal
sobre K.

Construir una extension finita que no sea simple. (Indicacién: F,(X,Y)/7.)

. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K y un elemento «

algebraico sobre K.
a) [K(«a): K]s =1, es decir, la extensién K(«)/K es puramente inseparable.
b) a?" € K para algin n > 0.
¢) Irr(o, K) = XP" — @, para algin n > 0 y algtin a € K.

Se dice que « es puramente inseparable sobre K si es algebraico sobre K y se verifican las condi-
ciones anteriores.

Demostrar que una extensién algebraica de cuerpos L/K es puramente inseparable, si todo ele-
mento de L es puramente inseparable sobre K.

Demostrar que si K es un cuerpo de caracteristica p > 0 y n > 0, entonces K?" = {apn ca€ K}
es un subcuerpo de K y K/K P" es una extensién puramente inseparable.

Demostrar que la clase de extensiones puramente inseparables es multiplicativa en torres y estable
por levantamientos.

Demostrar que si L = K(A) y los elementos de A son puramente inseparables sobre K, entonces
L/K es puramente inseparable.

Sea L/K una extensién de cuerpos. Demostrar que P = {« € L : a es puramente inseparable sobre K}

es un subcuerpo de L. Este cuerpo se llama clausura puramente inseparable de L/K (o de K en
L).

Demostrar que si L/K es una extensién finita y puramente inseparable, entonces [L : K| es una
potencia de la caracteristica de K. (Se entiende que 0° = 1.)

Sea L/K una extensién algebraica. Demostrar que existen subextensiones S y P de L/K tales
que S/K y L/P son separables y L/S y P/K son puramente inseparables. Demostrar también
que si F es una subextensién de L/K, entonces

a) L/E es puramente inseparable si y sélosi S C E.

b) L/E es separable siy sélosi P C E.

c) SSENS=Ksiysélosi ECP.
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12

13.

14.

15.

16.

17.

18.
19.
20.

21.

22.

23.

Seap=Y% - X € K[Y], con K = F3(X), y sea a una rafz de p, en un clausura algebraica de
K. Estudiar la separabilidad de o™ sobre K, para dada n > 1 y calcular las clausuras separable
y puramente inseparable de K («)/K.

Sea K = Fy(X), el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios Fo[X] y L = K(v/X). Sean Sy
P las clausuras separable y puramente separables de L/K. Demostrar que L # SP.

Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.

a) Todo polinomio irreducible en K[X] es separable.
b) Toda extensién algebraica de K es separable.
c) carK=06carK =p#0y K = K?.

Un cuerpo que satisface estas condiciones se dice que es perfecto.
Demostrar:

a) Todo cuerpo finito es perfecto.

)
b) Si K es perfecto y L/K es una extension algebraica, entonces L es perfecto.
¢) Si L es perfecto y L/K es una extension separable, entonces K es perfecto.
)

d) Si L es perfecto y L/K es una extensién finita, entonces K es perfecto.

Demostrar que el cuerpo de fracciones K (X) del anillo de polinomios K[X] es perfecto si y sélo
si carK = 0.

Sea K un cuerpo de caracteristica p y K una clausura algebraica de K. Sea
VK ={r e K :2? € K}.

Demostrar que

KCVYKCVYKC...

es una sucesién de subextensiones de K/K y que la unién de estos subcuerpos es la menor
subextensiéon de K /K que es un cuerpo perfecto. Esta unién se llama clausura perfecta de K.

Dados dos ntimeros racionales a y b, encontrar un elemento primitivo de Q(y/a, \/B) sobre Q.
Encontrar un elemento primitivo de la extension Q(v/2, ¥/2)/Q.

Sea L/K una extensién separable de grado n y sea a € L. Demostrar que « es un elemento
primitivo de L/K si y s6lo si « tiene n conjugados.

Demostrar que si K un cuerpo de caracteristica p # 0y X e Y son dos indeterminadas, entonces
la extensién K ({/X, ¢/Y)/K(X,Y) tiene infinitas subextensiones pero no es simple.

Sea K = Fy(T) el cuerpo de funciones racionales sobre el cuerpo con dos elementos Fa, en la
variable Ty sean F = X2 — Ty G = X? — (T?+T?) y a'y (B raices de F' y G en una extensién
de K. Demostrar que K(«, 8)/K es una extensién de grado 4 que no es simple.

Sea p € K[X] de grado n. Demostrar que si la caracteristica de K no divide a n! entonces p es
separable sobre K.



Capitulo 10

Extensiones de Galois

10.1. La correspondencia de Galois

Recordemos que si L/K es una extensién de cuerpos, entonces el grupo de Galois de L/K es el
grupo Gal(L/K) formado por los automorfismos de L/ K, es decir los K-automorfismos de L.

Ejemplos 10.1. 1. Claramente Gal(K/K) = 1. De hecho no son estos los tnicos ejemplos de ex-
tensiones con grupo de Galois trivial. Por ejemplo, si a es un nimero racional positivo que no es
el cubo de un niimero racional, entonces p = X3 — a es irreducible en Q[X]. Las raices de p son
a = {a,way w?a, donde w es una raiz tercera primitiva de la unidad. Como w no es un ntimero
real, la dnica raiz de p que pertenece a K(«) es a y por tanto Gal(K («)/K) =1 (;por qué?).

2. Si L/K es una extensién de grado 2 y carK # 2, entonces Gal(L/K) tiene dos elementos. En
efecto, si @« € L\ K, entonces L = K(«a) y por tanto p = Irr(a, K) tiene grado 2. Pongamos
p=X>+aX+b= (X—i—%)Q—i—b—% ysean f =a+§yc= %2—1). Entonces ¢ = Irr(8, K) = X?—c
y L = K(B8) = K(y/c). Como las raices de q son +0, si ¢ € Gal(L/K) entonces o(3) = £/3, con
lo que efectivamente Gal(L/K) tiene dos elementos. (;Estéds seguro de que tiene dos?).

En particular el grupo de Galois Gal(C/R) tiene orden 2 y de hecho esta formado por la identidad
y la conjugacion.

3. En el Ejercicio 19 del Capitulo 1 se vio que el inico automorfismo de R es la identidad con lo que
Gal(R/K) = 1 para todo subcuerpo K de R.

4. Sea K = Q(\/i, V3)yo e Gal(K/Q). Entonces a(\/i) =+/2y a(\/g) = ++/3 y por tanto
Gal(K/Q) tiene a lo sumo 4 elementos. De hecho Gal(K/Q) tiene exactamente cuatro elementos.
En efecto, en el Ejemplo 2 hemos visto que Gal(Q(v/2)/Q) tiene 2 elementos. Por otro lado
V3 & Q(v/2) (ver Ejercicio 12 del Capitulo 6). Por tanto K/Q(+v/2) es una extensién separable
(;por qué?) de grado 2, con lo que cada uno de los dos elementos de Gal(Q(v/2)/Q) tiene dos
extensiones a un homomorfismo de K en una clausura algebraica de K que, como ademds K/Q
es normal (;jpor qué?), estas dos extensiones son elementos de Gal(K/Q). Por tanto Gal(K/Q)
tiene cuatro elementos: o14,04_,0_1,0__ dados por Uab(\/i) =aV2y aab(\/g) = bV/3.

5. Sea & = &, una raiz n-ésima primitiva de la unidad y sea L = K(§)/K una extension ciclotémica.
Si o € Gal(L/K), entonces o () = £ para algiin entero 4, coprimo con n y o estd completamente
determinada por el resto de ¢ médulo n. Por tanto tenemos una aplicacién ¢ : Gal(L/K) — Z
que asocia o € Gal(L/K) con la tinica clase Z! que contiene a i (con o(£) = &£). Entonces v
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es un homomorfismo inyectivo de grupos (comprobarlo) y por tanto Gal(L/K) es isomorfo a un
subgrupo de Z} . En particular el grupo de Galois de toda extensién ciclotémica es abeliano.

Si ademds K = Q, entonces Irr(¢,Q) = ¥,,, el n-ésimo polinomio ciclotémico (Teorema 8.7). Por
tanto para cada i coprimo con n existe un elementos o € Gal(L = Q(£)/Q) con o(€§) = &'. En
otras palabras, Gal(Q(§)/Q) es isomorfo a Z? y un isomorfismo 7 : Z; — Gal(Q(§)/Q) viene dado
asociando i € Z? con el tnico automorfismo 7; de Q(&) tal que 7;(¢) = £°.

Obsérvese que si ¢ : L — L’ es un K-isomorfismo, entonces la aplicacién Gal(L/K) — Gal(L'/K)
dada por ¢ — ¢o¢~! es un isomorfismo.

Si L/K es una extensién algebraica y L es una clausura algebraica de L, entonces podemos ver
cada elemento de Gal(L/K) como un elemento de S¥' = {¢ : L — L : o|x = 1g}. Por tanto de la
Proposiciéon 9.9 deducimos:

Proposicién 10.2. Si L/K es una extension finita entonces |Gal(L/K)| <[L: K]; <[L: K].

Recordemos que Sub(L/K) denota el conjunto de las subextensiones de L/K. Si G es un grupo,
entonces vamos a denotar por Sub(G) al conjunto de todos los subgrupos de G y si H es un subgrupo
de G, entonces Sub(G/H) es el conjunto de los subgrupos de G que contienen a H. En realidad esta
notacién es ambigua pues si N es un subgrupo normal de G, entonces Sub(G/N) tiene dos significados:
El conjunto de los subgrupos de G que contienen a N y el conjunto de los subgrupos de G/N. El Teorema
de la Correspondencia (Teorema 1.15) nos muestra que esta ambigiiedad no es muy grave. Consideramos
Sub(L/K) y Sub(G/H) como conjuntos ordenados por la inclusién. Una aplicacién f : (4, <) — (B, <)
entre conjuntos ordenados se dice que es un homomorfismo de conjuntos ordenados si conserva el orden,
es decir si para cada z,y € A tales que z < y se verifica que f(z) < f(y); y se dice que es un
anti-homomorfismo de conjuntos ordenados si f(x) > f(y) para todo z,y € A con = < y.

Si L/K es una extensién de cuerpos entonces tenemos dos aplicaciones

(=) = Gal(L/-) : Sub(L/K) = Sub(Gal(L/K)) : (=) = L.
La aplicacién que va para la derecha, asocia F' € Sub(L/K) con
F'=Gal(L/F)={o € Gal(L/K) : o(x) = x para todo = € F'}
y la que va para la izquierda, asocia H € Sub(Gal(L/K)) con
H =L" ={a€ L:o(z) =z, paratodo o € H}.

El par formado por estas aplicaciones se llama correspondencia de Galois de la extensién L/K. Veamos
algunas propiedades de la correspondencia de Galois.

Proposicién 10.3. La correspondencia de Galois (=)' de una extension de cuerpos L/ K satisface las
siguientes propiedades:

1. I'=1y K =G=Gal(L/K).
(=) = Gal(L/-) y () = L) son antihomomorfismos.
1"=L (donde 1 es el subgrupo trivial de Gal(L/K).

XCX"yX' =X" tanto si X € Sub(L/K) como si X € Sub(Gal(L/K)).

Gro o

Las dos aplicaciones que forman la correspondencia de Galois inducen un anti-isomorfismo de
conguntos ordenados entre sus dos imdgenes.
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Demostracién. 1, 2, 3 y la inclusién X C X" son sencillos ejercicios. Por tanto X C X" y X/ C X"y
de 2 se deduce que X" C X’. Lo que prueba la igualdad de 4. Finalmente 5 es consecuencia inmediata
de 2 y la igualdad de 4. O

Los elementos de las imagenes de las dos aplicaciones de la correspondencia de Galois se dice que son
respectivamente subcuerpos cerrados en L/K o subgrupos cerrados en Gal(L/K) o en L/K. Obsérvese
que de la propiedad 4 de la Proposicién 10.3 se tiene que

X es cerrado si y sélo si X = X",
y la propiedad 5 se puede reescribir como

Corolario 10.4. Las aplicaciones de la correspondencia de Galois de una extension de cuerpos L/ K se
restringen a un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre los subcuerpos y los subgrupos cerrados
en L/K.

Obsérvese que L, 1 y Gal(L/K) son cerrados en L/K, pero K no tiene porque serlo. Por ejemplo,
si L# Ky Gal(L/K) =1 (ver Ejemplos 10.1) entonces K" =1' = L # K.

Proposicién 10.5. Sea L/K una extension de cuerpos.
1. Si E; C E5 son subextensiones de L/K con Es/E; finita entonces [E} : E5] < [Eq : Ey].
2. Si Hy < Hy son subgrupos de Gal(L/K) con [Hy : H1] < oo, entonces [Hi : Hj| < [Hy : Hy].

Demostracién. 1. Razonamos por induccién sobre n = [Ey : E1], con el caso n = 1 obvio. Supongamos
pues que n > 1 y la hip6tesis de induccién. Sean o € Es \ Ey, p = Irr(a, Eq) y s = gr(p) > 1. Entonces
[E2 : Ei(a)] < n. Sis < n, entonces por la hipétesis de induccién tenemos

(B : By) = (B} : By(0)][Ex(@) : B) < [By(a) : E)[Ez : B(a)] = [Bs : ).

En caso contrario, Fy = Eq(a). Sean X = E{/FE}, R el conjunto de raices de Irr(a, 1) y ¢ : X — R
la aplicacién dada por ¢(cES) = (). Es facil ver que esta aplicacién estd bien definida y es inyectiva.
Por tanto [Ef : E}] < |R| < gr(p) = [E2 : E1].

2. Pongamos Hy/Hy = {n1H1,...,7H,} con 71 = 1y razonemos por reduccién al absurdo, es decir,
supondremos que [Hj : Hj] > n. Entonces existen aq,...,an, ant1 € Hy, linealmente independientes
sobre H). Consideremos la matriz

T1(Oé1) 7'1(0&2) Tl(an+1)
A: TQ(OLl) TQ(OLQ) TQ(an+1)
(1) Talag) ... To(ant1)

y sea r el rango de A. Reordenamos los a1 para que las primeras r columnas sean linealmente indepen-
dientes. Entonces la columna r+1 es combinacién lineal de las r primeras (obsérvese que r <n < n+1 <
nimero de columnas de A) y por tanto existe a = (ay,...,a,,1,0,...,0) € L™*! tal que Aa = 0. Como
71 = 1 tenemos

ara; + -+ oty + a1 =0

y, como los «; son linealmente independientes sobre Hj existe 1 < i < r tal que a; ¢ H). Reordenando
ai,...,ar podemos suponer que a; ¢ Hj, es decir o(ay) # ay para algin o € Hs.
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La aplicacién Ho/Hy — Hs/H; dada por 7Hy — o7H; es inyectiva pues si co1Hy = oo2H;,
entonces 0;101 = (003) " Y(001) € Hy, luego o1 H; = oo H;. Por tanto existe una permutacién p € Sy,

tal que o717 = To@i) Para todo i =1,...,n, con lo que la matriz
0'717'1(0[1) 0'717'1(042) R O‘ilTl(anJrl)
B o (o) oim(ag) ... o im(ang)
ol (1) o lm(ae) ... ol (ansr)

se obtiene permutando las filas de la matriz A. Eso implica que Ba = 0 y por tanto Ac(a) = 0, donde

o(ay)

o(ay)
o(a) = 1
0

Luego A(a—o(a)) =0y

ay —o(ay)

a, — o(ay)
a—o(a) = 0

0
con a3 — o(ay) # 0. Eso implica que las r primeras columnas de A son linealmente dependientes en
contra de la eleccién, lo que proporciona la contradiccion deseada. [J

Corolario 10.6. Sea L/K una extension de cuerpos.

1. Si K C Ey C Ey C L es una torre de cuerpos, con [Es : E1] < oo y Ey cerrado en L/ K entonces
E5 es cerrado en L/K y [Ef : E}] = [Ey : Eq].

2. Si Hy < Hy < Gal(L/K) son subgrupos de Gal(L/K) con [Hs : Hi] < oo y Hy cerrado en L/ K
entonces Hy es cerrado en L/K y [Hy : H}| = [Ho : Hq].

Demostracién. 1. Aplicando el primer apartado de la Proposiciéon 10.5 a E; < Es obtenemos que
[E] : Fi] < [Es : F4] y aplicando el segundo apartado a E} C Ef obtenemos [EY : EY] < [Ef : Ej].
Como E; es cerrado tenemos que [EY : Ei] = [EY : EY] < [E2 : E1] y como Ey C EY, concluimos que
Ey = FEY| es decir Ef es cerrado.

2. Es completamente andloga. [
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10.2. Extensiones de Galois

Definicién 10.7. Una extension de Galois es una extension de cuerpos que es normal y separable.
La siguiente proposicién es consecuencia inmediata de las Proposiciones 7.15 y 9.16.

Proposicion 10.8. La clase de extensiones de Galois es cerrada para levantamientos.
El siguiente Teorema caracteriza las extensiones de Galois.

Teorema 10.9. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension de cuerpos L/ K.
1. L/K es una extension de Galois.

L/E es una extension de Galois para todo E € Sub(L/K).

L/K es algebraica y toda subextension de L/ K es cerrada.

L/K es algebraica y K es un subcuerpo cerrado de LK.

Cro e

L/K es algebraica y para todo o € L\ K existe o € Gal(L/K) tal que o(a) # «. En otras palabras
1 Gal(L/K) — g

Demostracion. 1 implica 2 es consecuencia de la Proposicién 10.8.

2 implica 3. Supongamos que L/K satisface 2 y sea E € Sub(L/K). De la Proposicién 10.3 se tiene
que £ C E” y tenemos que demostrar que se verifica la igualdad, o lo que es lo mismo tenemos que
demostrar que si « € L\ E entonces existe o € Gal(L/FE) tal que o(a) # a. Si a € L\ E, entonces
p = Irr(a, E) tiene una raiz en L y, como L/E es normal, p es completamente factorizable en L. Como
ademds L/FE es separabley a € E, existe a # (8 € L tal que 8 también es raiz de p. De la Proposicién 6.9
se deduce que existe un E-isomorfismo o : F(a) — E(8). Sea L una clausura algebraica de L. Como
L/E es algebraica (y por tanto también lo es L/E(a)) o se extiende a un homomorfismo L — L, que
también denotaremos por o, y como L/FE es normal, o(L) C L, con lo que o € Gal(L/E). Deducimos
que o # = o(a).

3 implica 4 y 4 implica 5 son obvios.

5 implica 1. Supongamos que L/K verifica 5. Sea « € L y sean p = Irr(a, K) y n = gr(p). Tenemos
que demostrar que p factoriza completamente en L (para demostrar que L/K) es normal) y que p
no tiene raices multiples (para mostrar que L/K es separable) o lo que es lo mismo que p tiene n
raices (distintas) en L. Sea R = {& = a,...,as,} €l conjunto de las (distintas) raices de p en L y sea
g=X—-01) - (X —ap). Sio € Gal(L/K), entonces o(w;) es una raiz de p en L, lo que implica que o
induce una permutacién de R y por tanto o(q) = ¢, es decir o(a) = a para cada uno de los coeficientes
a de q. Como estamos suponiendo que L/K satisface la propiedad 5, concluimos que cada uno de estos
coeficientes pertenece a K, es decir ¢ € K[X]. Como r = gr(q) < n = gr(p) y p tiene grado minimo
entre los polinomios de K[X] que tienen a o como raiz deducimos que p = ¢, y por tanto r = n. O

La siguiente proposiciéon muestra criterios para decidir si una extensiéon es de Galois para el caso de
extensiones finitas.

Proposicién 10.10. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/K .
1. L/K es una extension de Galois.
2. [L: K] =|Gal(L/K)|
3. [L: E] =|Gal(L/FE)| para todo E € Sub(L/K).
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Demostracién. 1 implica 3. Supongamos que L/K es de Galois y sea E € Sub(L/K). Entonces L/E
es de Galois (Teorema 10.10). De que L/E sea normal se deduce que si L es una clausura algebraica
de E, entonces Gal(L/E) coincide con el conjunto S¥ de extensiones de la inclusiéon £ — L a un
homomorfismo L — L, con lo que |Gal(L/E)| = |Sf| = [L : E]s y este niimero coincide con [L : E] por
ser L/E separable.

3 implica 2 es obvio.

2 implica 1. Supongamos que |Gal(L/K)| = [L : K]. De la Proposicién 10.3 tenemos [L : K| =
|Gal(L/K)| = |Gal(L/K")| < [L : K"] <[L: K]y como K C K" deducimos que K = K", es decir K
es cerrado en L/K y por tanto L/K es de Galois (Teorema 10.10). O

Teorema 10.11 (Teorema Fundamental de la Teoria de Galois). Si L/K una extension de Galois finita
entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. Si E € Sub(L/K) entonces [L : E] = |Gal(L/E)| y [E : K] = %.

2. La correspondencia de Galois es un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre Sub(L/K) y
Sub(Gal(L/K)).

3. Si E € Sub(L/K) entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) E/K es de Galois.

b) E/K es normal.

¢) o(E) C FE para todo o € Gal(L/K).
d) Gal(L/E) es normal en Gal(L/K).

Ademds, si estas condiciones se satisfacen, entonces

_ Gal(L/K)
Gal(B/K) = s
Demostracién. Sea G = Gal(L/K).

1. Sea E € Sub(L/K), entonces L/E es de Galois y por tanto [L : E] = Gal(L/FE) (Teorema 10.9)
de donde se deduce que
[L: K] |Gal(L/K)|
[L:E] |Gal(L/E)|

2. A la vista de la Proposicién 10.3 y el Teorema 10.9 para demostrar 1, sélo falta demostrar que
todo subgrupo H de G es cerrado, pero eso es consecuencia inmediata del Corolario 10.6.

3. La equivalencia entre (a) y (b) es consecuencia inmediata de que la clase de extensiones separables
es multiplicativa (Proposicién 9.13).

(b) implica (c¢) Supongamos que E/K es normal y sean o € F'y o € Gal(L/K). Entonces p =
Irr(a, K) es completamente factorizable en E, pongamos p = (X — a1) -+ (X — a,,) € K[X]. Entonces
o(a) es raiz de p y por tanto o(a) = o; € E, para algtn ¢. Esto prueba que o(E) C E.

(c) implica (d) Supongamos que se verifica (c) y sean o € Gal(L/K) y 7 € Gal(L/E). Entonces
o(E) C E y por tanto 7o(a) = o(a), para todo a € E. Esto prueba que o~ 'ro € Gal(L/E).

(d) implica (a) Supongamos que Gal(L/FE) es normal en Gal(L/K). Queremos demostrar que E/K
es de Galois, o lo que es lo mismo que Gal(E/K)" C K. Sea a € Gal(E/K)'. Si demostramos que
o(a) = a para todo o € Gal(L/K), entonces aplicando que L/K es de Galois concluimos que @ € K
como deseamos. Por hipétesis, 0170 € Gal(L/E) para todo 7 € Gal(L/E), con lo que 7o (e) = o(e),
para todo e € E y todo 7 € Gal(L/E). Esto muestra que o(e) € Gal(L/E) = E" = E, es decir
o € Gal(E/K) y como « € Gal(E/K)', deducimos que o(«) = a, como queriamos demostrar.

[E: K] =
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Supongamos ahora que las condiciones (a)-(d) se verifican. Entonces la aplicacién de restriccion
f:Gal(L/K) — Gal(E/K)

o — O0Eg

es un homomorfismo de grupos cuyo nicleo es Gal(L/E). Aplicando el Primer Teorema de Isomorfia y

que todas las extensiones L/K, E/K y L/E son de Galois deducimos que

_ |Gal(L/K)| _ [L:K] o

lo que implica que f es suprayectiva y Gal(E/K) ~ %. O

Sea K C L C F una torre de extensiones de cuerpos y supongamos que L/K es normal. Entonces
para todo o € Gal(F/K) la restriccién o|r, de o a L pertenece a Gal(L/K) y la aplicacién

Gal(L/K)
oL

Rest : Gal(F/K
o

1l

es un homomorfismo de grupos. Ademds, si F es otra subextensién de F//K, entonces Res se restringe
a un homomorfismo
Res : Gal(LE/FE) — Gal(L/LN E).

Teorema 10.12 (Teorema de las irracionalidades accesorias de Lagrange). Sean L/K y E/K dos
extensiones admisibles y supongamos que la primera es finita y de Galois. Entonces LE/E y L/LNE
son extensiones de Galois finitas y el homomorfismo de restriccion

Res: Gal(LE/E) — Gal(L/LN E)
es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Como L/K es de Galois, del Teorema 10.9 se deduce que L/LNE también es de Galois
y de la Proposicién 10.8 que lo es LE/E. Que la primera es finita es obvio y que lo sea la segunda
es consecuencia de la Proposicion 6.17. Que Res sea inyectiva es obvio ya que un elemento del nicleo
es un automorfismo o de LE que verifica o(z) = x para todo « € L y todo x € E. Finalmente, si
H = Im Res, entonces LN E = Gal(L/L N E) C H'. Por otro lado, si @« € H’', entonces para todo
o € Gal(LE/E) se verifica o(a) = or(a) = «, con lo que a € Gal(LE/FE)" = E. Eso prueba que
H CLNE. Enresumen LNE = H' y del Teorema Fundamental de la Teoria de Galois se deduce que
Gal(L/LNE)=(LNE) =H" = H, es decir Res es suprayectiva. [J

10.3. Problemas

1. Demostrar que toda extension de grado 2 es de Galois y encontrar una extension de grado 3 que
no sea de Galois.

2. Sea L un cuerpo, G un subgrupo del grupo de automorfismos de L y K = LE = {xeLl:ox)=
x, para todo o € G}. Demostrar que L/K es una extensién de Galois y G = Gal(L/K).

3. Sean X1,...,X, variables independientes sobre K y Si,...,.5, los polinomios simétricos elemen-
tales en las variables Xi,...,X,. Sea K(Xi,...,X,) el cuerpo de fracciones de K[X1,...,X,].
Para cada permutacién o € S,, sea 7 el automorfismo de K[X7, ..., X,,] definido en la Seccién 2.5.
Demostrar
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10.

11.

12.

a) Para cada o € S,,, 7 se extiende de forma tnica a un automorfismo de K(Xy,...,X,), que
también denotaremos por 7.

b) K(X1,...,X,)/K(S1,...,S5,) es una extensién de Galois.

¢) El homomorfismo S, — Gal(K(Xy,...,X,)/K(S1,...,5,)) que asocia cada permutacién
o € Sy, con ¢ es un isomorfismo.

Sea L/K una extensién finita de Galois y sean E y F subextensiones de L/K. Demostrar que

Gal(L/EF) = Gal(L/E) N Gal(L/F) Gal(L/EN F) = (Gal(L/E) U Gal(L/F)).

Sea o = V5 + 2v/5.

a) Calcular Irr(a, Q).

b) Demostrar que V5—2V5 € Q(«) y deducir que Q(«)/Q es una extensién de Galois.

¢) Calcular Gal(Q(«)/Q).

d) Calcular las subextensiones de Gal(Q(«)/Q) y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.

Sea n un numero entero libre de cuadrados, es decir, n no es divisible por el cuadrado de un
entero.

a) Calcular el cuerpo de descomposicién L de X* — n sobre Q.

b) Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo al grupo diédrico de orden 8.

¢) Calcular todas las subextensiones de L/Q y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.

d) Calcular Gal(L/K) y Gal(K/Q) para cada subextensién K de L/Q.

Calcular el grupo de Galois del cuerpo de descomposicién de X* — 2 sobre F3 y F.
Sean £ = &3 € C una rafiz tercera primitiva de la unidad, p un niimero primo y L = Q(¢, \/p)/Q.

a) Demostrar que L/Q es una extensién de Galois.
b) Calcular Gal(L/Q) y cada uno de sus subgrupos.

¢) Calcular las subextensiones de L/Q.

Calcular todas las subextensiones de Gal(Q(§,,)/Q), donde &, es una raiz n-ésima primitiva de la
unidad, paran = 3,5,7,8,11 y 16.

Sea L/K una extensién de cuerpos y G un subgrupo finito de Gal(L/K). Demostrar que T (a) =
> wec0(a) y Na(a) =[], cq o(a) pertenecen a G'.
Interpretar los Periodos de Gauss del Problema 15 del Capitulo 8 en términos de estos elementos.

Utilizando el Problema 15 del Capitulo 8 describir todos las subextensiones de Q(¢,)/Q, donde
p es un nimero primo y &, es una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Demostrar que cada uno
estas subextensiones esta generada por uno de los periodos de Gauss. Utilizar esto para mostrar
que las subextensiones de Q(£17)/Q forman una cadena de la forma

Q =Ly CLi=Lo(y/ag) C Ly = L1(y/a1) C L3 = La(y/a2) C Ly = L3(\/az) = Q(&17)
con a; € L;.

Sea K un cuerpo finito de caracteristica p y cardinal ¢ = p™. Demostrar
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a) La aplicacién o : K — K dada por o(z) = 2P es un automorfismo de K. Este automorfismo
se llama automorfismo de Frobenius de K.

b) Gal(K/F),) es ciclico de orden n, generado por el automorfismo de Frobenius.

¢) Si L/K es una extension finita, entonces Gal(L/K) es ciclico generado por el automorfismo
de L dado por o(x) = 9.

d) Si « es algebraico sobre K y [K(«) : K| = m, entonces

1

Irr(a, K) = (X —a)(X —af)--- (X —a?" ).

e) Describir las subextensiones de L/K donde L es una extensién de grado m de K.

f) Demostrar que la aplicacién « +— 2P es un endomorfismo no inyectivo de F,(X).

13. Sea K un cuerpo y X una indeterminada. Denotamos por GLa(K) el grupo de las matrices

invertibles
a b
=0 a)

a) Mostrar que para cada matriz invertible A € GL2(K) existe un tnico o4 € Gal(K(X)/K)

con entradas en K.

tal que
aX +0b
X =
o) = X7d
y que la aplicacién o : GLa(K) — Gal(K(X)/K), dada por o(A) = 04 es un homomorfismo
de grupos.

b) Demostrar que o es suprayectiva y que su ntcleo es el conjunto de las matrices escalares ol
con a # 0.

c) Seaa=f/ge K(X)\K con f,g € K[X]y (f,g9) = 1. Demostrar que X es algebraico sobre
K(a) y que [K(X): K(a)] = maz{d(f),0(g)}. (Indicacién. Observa que « es transcendente
sobre K).

d) Demostrar que Q(X?2) es un cuerpo intermedio cerrado de la extensién Q C Q(X) y que
Q(X?) no lo es.

e) Demostrar que K(X)/K es de Galois si y sélo si K es infinito.

f) Demostrar que si K es infinito, entonces los unicos subgrupos cerrados de Gal(K (X)/K) son
él mismo y sus subgrupos finitos.

g) Calcular H' para cada uno de los siguientes subgrupos H de Gal(K(X)/K):
1 1
-H<0A>dondeA<0 1).
-H<0A>dondeA<_01 1>.

-1 1 0 1
IH=<0'A,O'B>dODdeA=( 0 1 yB:(l 0).

(Observa que (X2 — X +1)3/(X? - X)2 € H')

-1 1 -1 0
-H(aA,oB>dondeA< 0 1)yB< 0 1>.

14. Sea L una subextensién de una extensién ciclotémica K (£)/K. Demostrar
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

a) L/K es una extensién de Galois.
b) Gal(L/K) es abeliano.

¢) Si &P =1, con p primo, entonces Gal(L/K) es ciclico.

Sea p € K[X] de gradon y L el cuerpo de descomposicién de p sobre K. Demostrar que Gal(L/K)
es isomorfo a un subgrupo G de S,,, el grupo simétrico en n simbolos. Demostrar que G es transitivo
si y sélo si p es irreducible y separable. (Un subgrupo G de S, se dice que es transitivo si para
todo 1 <i,j < n existe 0 € G tal que o(i) = j.)

Sea L/K es una extension de Galois con Gal(L/K) es abeliano. Demostrar que F/K es de Galois
para todo cuerpo intermedio F' de la extensién L/K y Gal(F/K) también es abeliano. Demostrar
también que si E/K es una extensién admisible con L/K entonces LE/FE es de Galois con grupo
de Galois abeliano.

Dos subgrupos H; y Hs de un grupo G se dice que son conjugados en G si existe g € G tal que
Hs = g~ 1H;g. Dos cuerpos intermedios F; y F» de una extensiéon L/K se dice que son conjugados
en la extension L/ K si existe g € Gal(L/K) tal que g(F1) = F». Sea L/F una extensién de Galois
y sean Fy y Fy dos cuerpos intermedios de L/K. Demostrar que F; y F» son conjugados en L/ K
siy solo si F| y Fj son conjugados en G.

Sea L/K una extensién de Galois finita y sean Fy y F» cuerpos intermedios tales que F1Fy = L.
Demostrar que si F;/K es de Galois entonces L/F5 es de Galois y Gal(L/F») es isomorfo a un
subgrupo de Gal(F;/K). Deduce de aqui que si Fy N Fy = F entonces Gal(L/Fy) es isomorfo a
Gal(F1/K).

Sean L1/K y Lo/ K extensiones admisibles de Galois finitas y consideremos la aplicacién

®:Gal(L1Lo/K) — Gal(Li/K) x Gal(Ls/K)
g = (UL1aUL2)

Demostrar
a) ® es un homomorfismo inyectivo de grupos.

b) Si Ly N Ly = K, entonces ® es un isomorfismo de grupos.

c¢) Calcular el grupo de Galois de L = Q(y/p1,...,+/Pn)/Q, donde p1,...,p, son primos dife-
rentes.

d) Calcular todas las subextensiones de @(\/5, V3, \/5)

e) Calcular el grupo de Galois de L = Q(i, v/2, v/3)/Q(i) = K.

f) Calcular las subextensiones de L/K.

g) Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo a un subgrupo de Dy x Dy, donde Dy es el grupo

diédrico de orden 8.

Dar extensiones de Galois L/Q para las que Gal(L/Q) sea isomorfo a cada uno de los siguientes
grupos: Cg, C10, C15, C2 X Csp.

Sean a un entero libre de cuadrados diferente de 1 y —1, m = p;---pgx con pi,...,pr primos
distintos, &, una raiz m-ésima primitiva de la unidad compleja y K el cuerpo de descomposicién
de (XP* —a)--- (XP* — qa) sobre Q. Demostrar

K :Q] = { 2me(m), si2lmy va & Q(&m);

m¢(m), en caso contrario;

donde ¢ es la funcién de Euler.



Capitulo 11

Construcciones con regla y compas

11.1. Construcciones con regla y compas

Definicién 11.1. Sea A un conjunto de puntos del plano euclideo R? y P € R2. Decimos que P es
constructible con regla y compds a partir de A en un paso si se verifica una de las dos siguientes
situaciones.

1. P estd en la interseccion de dos lineas diferentes, cada una de las cuales pasa por dos puntos
distintos de A.

2. P estd en la interseccion de una linea L y una circunferencia C' tales que L pasa por dos puntos
diferentes de A, el centro de C estd en A y el radio de la C coincide con la distancia entre dos
puntos de A.

3. P es uno de los puntos de interseccion de dos circunferencias cuyos centros estan en A y cuyos
radios son las distancias entre puntos de A.

Decimos que P es constructible con regla y compés a partir de A si existen
pP,P,...,P, =P
de forma que para todo i, P; es constructible con regla y compds en un paso a partir de AU{Py,...,Pi_1}.

Para acortar nuestro discurso la expresién “constructible con regla y compas” la reduciremos a
constructible.

Obsérvese que para poder construir con regla y compéas un punto, a partir de los elementos de un
conjunto A es necesario que A tenga al menos dos puntos. Si partimos de dos puntos {O, P}, podemos
considerar que O es el origen de coordenadas, fijar el eje de abscisas como la recta que pasa por O y P
y la distancia unidad como la distancia entre O y P de forma que O = (0,0) y P = (1,0). Diremos que
un punto es constructible (con regla y compés) si lo es a partir de dos puntos que identificaremos con
(0,0) y (1,0).

De forma algo ambigua diremos que un elemento geométrico del plano es constructible a partir de
un conjunto de puntos A (o constructible a secas si A = {(0,0),(1,0)}) si estd determinado por un
conjunto de puntos constructibles a partir de A. Por ejemplo una recta se dice que es constructible con
regla y compds a partir de A si pasa por dos puntos distintos constructibles a partir de A y se dice que
una circunferencia es constructible con regla y compés si el centro es constructible a partir de A y el
radio coincide con la distancia entre dos puntos constructibles a partir de A.

Veamos algunas construcciones elementales con regla y compés.

135
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Proposicién 11.2. 1. Si P y Q son constructibles, entonces la circunferencia con centro P que pasa
por QQ es constructible.
2. El punto medio y la mediatriz entre dos puntos constructibles son constructibles.

3. Si un punto P y una recta L son constructibles a partir de A entonces también son constructibles
las rectas perpendicular y paralela a L que pasan por P.

4. Las bisectrices de dos rectas constructibles son constructibles.

Demostracién. 1 es obvio.

2. La mediatriz entre dos puntos (es decir el conjunto de puntos equidistantes de ambos) es la recta
que pasa por la interseccion de las dos circunferencias centradas en uno de los puntos y que pasan por
el otro y el punto medio es la interseccién de la mediatriz con la recta que pasa por los dos puntos.

3. Empecemos construyendo la perpendicular a L que pasa por P. Como la recta L es constructible,
al menos contiene dos puntos constructibles y uno de ellos @) es distinto de P. Si P no estd en L la
circunferencia centrada en P que pasa por () corta a L en uno o dos puntos. Si sélo lo corta en uno,
entonces la recta que pasa por P y @ es la perpendicular buscada. En caso contrario los dos puntos
de corte son equidistantes de P y por tanto la mediatriz entre estos dos es la perpendicular a L que
pasa por P. Si P estd en L entonces construimos la circunferencia centrada en P que pasa por Q) y
la mediatriz entre los dos puntos de interseccion de esta circunferencia y la recta es la perpendicular

buscada.
p: /\

Para construir la paralela simplemente observamos que la recta que pasa por P y es perpendicular
a la perpendicular a L por P es paralela a L.
4. Ejercicio.

A partir de ahora es conveniente identificar el plano euclideo R? con el conjunto de los nimeros
complejos de la forma habitual, es decir el punto de coordenadas (a,b) se identifica con el nimero
complejo a + bi. La clave para caracterizar los puntos constructibles con regla y compas es el siguiente
lema. Una consecuencia inmediata de la Proposicion 11.2 es el siguiente
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Corolario 11.3. Si 0,1 € A C C entonces a + bi es constructible con regla y compds a partir de A si
y sdlo si lo son a y b.

Proposicién 11.4. Sea A un subconjunto de C = R? que contiene a (0,0) y (1,0) y K el conjunto de
los puntos constructibles con regla y compds a partir de A. Entonces

1. K es un subcuerpo de C.
2. Las raices de un polinomio de sequndo grado con coeficientes en K estan también en K.

Demostracion. 1. Para empezar mostramos que los elementos de K N R forman un subcuerpo de R.
Sean a,b € K NR. Entonces a + b y a — b son las intersecciones de la recta real con la circunferencia
centrada en b de radio |al, lo que muestra que a + b y a — b pertenecen a K NR. pasa por O y a.

Vamos ahora a demostrar que ab € K NR es constructible. En vista de que los opuestos de elementos
de K NR estdn en K N R, bastard considerar el caso en que a y b son positivos. Como 1 = (1,0) y
b = (b,0) son constructibles, ¢ = (0,1) y bi = (0,b) son constructibles pues estdn en las intersecciones
de la recta perpendicular a la recta real con las circunferencias centrada en el origen de radios 1 y
b respectivamente. Por tanto la recta que pasa por (0,1) y (a,0) es constructible y la recta paralela
a esta que pasa por (0,b) también es constructible. Aplicando el Teorema de Tales se deduce que la
interseccién de esta recta con el eje real es ab = (ab,0). Esto prueba que ab € K NR y esta misma idea
sirve para mostrar que a~! € K NR.

bi

a—b a+b Z\

Ow 1 a b ab

Para demostrar que K es un cuerpo basta recordar que a + bi es constructible si y sélo si a y b
son constructibles (Corolario 11.3) y que las operaciones aritméticas de ntimeros complejos se obtienen
mediante operaciones aritméticas con las partes reales y complejas:

(a+bi)+(c+di) = (a+c)+ (b+d)i
—(a+bi) = (—a)+(=b)i
(a+bi)(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ be)i
(a+b)™' = ZhE - ol
2. Las raices del polinomio aX? + bX + ¢ coinciden con las raices del polinomio X2+ & 2 X+, conlo
que podemos suponer que a = 1. Por otro lado X2 +bX +c = (X + %)2 +c% - bz, con 10 que podemos

suponer que b = 0 y por tanto basta demostrar que si a € K, entonces y/a € K. De nuevo consideramos
primero el caso en que a es un nimero real positivo. En tal caso v/a + /a7 es la interseccién de la
circunferencia de radio a con la bisectriz del primer cuadrante, con lo que aplicando la Proposicién 11.2
y el Corolario 11.3 se deduce que y/a € K. Finalmente si @ = z + yi es un elemento arbitrario de
K, entonces |a| = /22 + y? es constructible, con lo que \/m es constructible. Deducimos que /a es
constructible pues pertenece a la interseccién de la circunferencia centrada en 0 de radio \/m con una
de las bisectrices de la recta real y la que pasa por 0 y a.
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11.2. Teorema de Wantzel

Hasta ahora hemos visto resultados positivos sobre la constructibilidad con regla y compés. Es el
momento de “bajarnos los humos” y mostrar limitaciones sobre la constructibilidad de puntos con regla
y compas.

Dado un subconjunto A de R?, vamos a denotar por A al conjunto de las coordenadas de los
elementos de A.

Lema 11.5. Sea A un subconjunto de C y P = (a,b)_e R2. Si P es constructible con regla y compds
en un paso o partir de A entonces [Q(AU {a,b}) : Q(A)] < 2.

Demostracién. Pondremos K = Q(A) y tendremos que demostrar que z = a + bi es constructible en
un paso a partir de A si y sélo si [K(a,b) : K] < 2.

Empezamos suponiendo que z = a + bi = (a, ) es constructible en un paso a partir de A y conside-
remos las tres construcciones posibles:

z estd en la interseccion de dos rectas distintas que pasan por dos parejas de puntos de A.

Pongamos que las rectas son Ly y Lo y las parejas de puntos respectivas son (P; = (Py1, P12),Q1 =
(Q11,Q12)) v (P2 = (Po1, Pa2), Q2 = (Q21,Q22)) respectivamente, con lo que las coordenadas de estos
cuatro puntos estan en A. Ademas las ecuaciones de las rectas Ly y Lo son

X — Py Y — Pi» X — Py Y — Py

Qui— P Qi2—Pia Qa1 — P Qa— P

que se convierten en dos ecuaciones lineales

anX +apY = b
a1 X + asY ba

con a;; € K para todo 7, j. Como las rectas Ly y Lo son distintas el sistema de ecuaciones lineales es
compatible determinado, es decir el determinante de la matriz de coeficientes es diferente de 0, y las
coordenadas a y b del punto z = (a, b), solucién del sistema, se expresa mediante la Regla de Cramer a
partir de los coeficientes de la ecuaciéon mediante operaciones suma, resta producto y cociente, con lo
que a y b estdn en K y por tanto [K(a,b) : K] = 1.

z estd en la interseccion de una recta L que pasa por dos puntos de A y una circunferencia C
centrada en un punto de A y de radio la distancia entre dos puntos de A.

Como en el caso anterior la ecuacion de la recta pX + qy = r tiene coeficientes en K. También tiene
coeficientes en K la ecuacién de la circunferencia (X —c¢1)? + (Y — ¢2)? = R, donde (c1, c2) es el centro
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vy R=(p1 — q1)? + (p2 — q2)?, siendo (p1,q1) y (p2,q2) dos puntos de A. Por tanto (a,b) es una de las
soluciones del sistema de ecuaciones

pX+qy = r
(X — 61)2 + (Y— 02)2 R

y sblo hay que mostrar que las soluciones pertenecen a una extensién de grado < 2 de K. Como p # 0
6 q # 0, por simetria podemos suponer que p # 0, con lo que despejando X en la primera ecuacién
y sustituyendo en la segunda obtenemos una ecuacién de segundo grado X2 + hX + k = 0 cuyas
soluciones pertenecen a E = K (v/A) donde A = /h2 — 4k. Entonces a,b = % € E y concluimos que
[K(a,b): K] <[E:K]<2.

z estd en la interseccion de dos circunferencias con centros en A y radios las distancias entre parejas
de puntos de A.

En este caso se plantea un sistema de dos ecuaciones cuadriticas con coeficientes en K:

(X —cn1)?+ (Y —c12)? = Ry
(X —c1)?+ (Y —c2)? = Ry

que después de desarrollar se convierten en

X2+Y2+a11X+a12Y+b1 = 0
X2+ Y2+ anX+anY +b = 0
que a su vez se puede convertir en el siguiente sistema
X2+Y2+a11X+a12Y+b1 = 0
(a21 — a11)X + (ag2 — b12)Y + (b2 —b1) = 0

y razonando como en el caso anterior concluimos que [K(a,b): K] <2. 0

Teorema 11.6 (Wantzel). Sea A un subconjunto de C que contiene 0 y 1. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes para un z = a + bi € C.

1. z es constructible con regla y compds a partir de A.

2. FExiste una torre de cuerpos

QA =KyCK;C---CK,
tales que [K; : K;—1] = 2 para todo i y a,b € K,,.

3. FExiste una torre de cuerpos
QA =Ko CKiC---CK,

tales que [K; : K;—1] =2 para todo i y z € K.

Demostracién. 1 implica 2. Supongamos que z es constructible a partir de A y sean Py,..., P, = 2
en C tales que P; = (p;,¢;) es constructible en un paso a partir de AU{Py,...,P,_1}, para cada i.
Entonces del Lema 11.5 se deduce que si ponemos K; = Q(AU {p1,q1,...,pi, ¢ }), entonces

[K1 : Kifl] § 2

para todo i, con lo que eliminando los K; repetidos obtenemos una sucesién que satisface las condiciones
de 2.
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2 implica 3. Supongamos que la sucesion Ky C K; C --- C K, satisface la condicién 2 y pongamos
L; = K;(i). Entonces [L; : Lj—1] <2y [Lo : Q(A)] <2 (;por qué?) y de las férmulas

z+z=2a i(z—2)=0b
se deduce que z € L,,. Por tanto eliminando términos repetidos en la torre
QA CLoCLiC---CLy

obtenemos una torre de cuerpos que satisface la condicién 3.

3 implica 1. Por induccién sobre n. Si n = 0, entonces z € Q(A) que es constructible a partir de
A pues el conjunto de puntos constructibles a partir de A es un subcuerpo de C. Suponemos ahora
que n > 1 y la hipdtesis de induccion. Esta hipotesis implica que todos los elementos de K, _; son
constructibles a partir de A. Con lo que si z € K,,_1, entonces z es constructible. En caso contrario z es
laraiz de Irr(z, K,,—1) que tiene grado 2 y coeficientes constructibles a partir de .A. De la Proposicién 11.4
deducimos que z es constructible a partir de A. O

Una consecuencia del Teorema de Wantzel es el siguiente

Corolario 11.7 (Criterio de Wantzel). Si z € C es constructible con regla y compds a partir de A,
entonces [Q(AU {z}) : Q(A)] es una potencia de 2.
Si z es constructible con regla y compds, entonces [Q(z) : Q] es una potencia de 2.

El Criterio de Wantzel es suficiente para resolver negativamente los tres problemas clasicos sobre
constructibilidad con regla y compas, es decir, la triseccion del angulos, la cuadratura de la circunferencia
y la duplicacién del cubo.

Triseccién del Angulos: Dado un dngulo, construir con regla y compas la tercera parte de ese
angulo.

Corolario 11.8. El problema de Triseccion del Angulo no tiene solucion general.

Demostracion. Para ello basta ver un angulo constructible que no se pueda trisecar con regla y
compds. Obsérvese que que se pueda construir un dngulo «, equivale a que el punto (cosc,sen a)
se puede construir pues este punto es la interseccién de la circunferencia centrada en el origen con
la semirecta que parte del origen y forma un angulo « con la parte positiva de la recta real. Como
sena = 4/1 — cos(a), se tiene que el dngulo « es constructible si y sélo si cosa es constructible. Por
ejemplo el dngulo 7 es constructible pues cosm = —1 es constructible y este angulo se puede trisecar
pues cos 3 = % Sin embargo % no se puede trisecar con regla y compds, o lo que es lo mismo el dngulo
s

Z no es constructible. Para ver esto calculamos el polinomio minimo de o = cos (%) De las férmulas

9
del coseno y seno de la suma de angulos deducimos que si o = cos ( ) entonces

jus

9

% = cos (%) = cos (% + 2%) = cos (%) cos (2%) — sen (%) sen (2%)
= oS (%) (cos2 (%) — sen? (%)) — 2sen? (%) cos (%) = cos® (%) — 3cos (%) sen? (%)
= cos’ (%) — 3 cos (%) (1 — cos? (%)) = 4 cos® (%) — 3 cos (%) = 40> — 3a

Por tanto a es una raiz del polinomio 8 X3 — 6X — 1 que es irreducible sobre Q pues no tiene raices en
Q. Eso implica que [Q(«) : Q] = 3, y deducimos que « no es constructible con regla y compés por el
Criterio de Wantzel (Corolario 11.7). O

Cuadratura del Circulo: Construir con regla y compas un cuadrado que tenga el mismo area que
un circulo dado.
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Corolario 11.9. Es imposible cuadrar un circulo con regla y compds.

Demostracion. Para cuadrar un circulo de radio 1, necesitariamos poder construir con regla y compaés
un numero cuyo cuadrado fuera el area del circulo, es decir 7. Si esto fuera posible, el nimero 7 seria
constructible con regla y compés, en particular [Q(r) : Q] serfa finito, es decir 7 serfa algebraico. Sin
embargo 7 es transcendente como demostré Lindeman en 1882. [J

Duplicacion del Cubo: Construir un cubo que tenga el doble del volumen de un cubo dado.
Corolario 11.10. FEs imposible duplicar un cubo arbitrario.

Demostracién. Duplicar el cubo de lado 1, equivaldria a construir el lado o de un cubo cuyo volumen
fuera 2, es decir eso equivaldria a construir /2, que no es constructible con regla y compds pues
[Q(v/2) : Q] = 3 no es una potencia de 2. [

11.3. Construcciéon de poligonos regulares

En esta seccién vamos a tratar el problema de la constructibilidad de poligonos regulares con regla
y compas. Se entiende que los datos dados son el centro y uno de los vértices y podemos fijar el sistema
de coordenadas de forma que el centro sea 0 = (0,0) y uno de los vértices sea 1 = (1,0). Entonces los
vértices de un poligono regular de n lados centrado en el origen y uno de cuyos vértices sea 1, son las
n-raices n-ésimas de la unidad. Como estas raices son las potencias de una raiz n-ésima primitiva de la

unidad, por ejemplo
) 2 2
&, = e2miin = (cos —W,sen—ﬂ) ,
n n

el poligono regular de n lados es constructible con regla y compas si y sélo si &, es constructible con
regla y compas, lo que equivale a que cos 27” sea constructible. Vamos a ver cuando esto es asi. Para
ello necesitamos la siguiente proposicion.

Por ejemplo, es facil construir con regla y compas los poligonos regulares de 3, 4 y 5 lados. El de
cuatro lados es el mas facil pues £, = i. También podemos utilizar que cos %TW = (. Para construir el de

_1% V=3 o que cos%’r =1

tres lados observamos que &3 = 5
Para construir el de 5 lados observamos que & no es ndmero real y que [Q(&) : Q] = 4. Sea
a = 2cos (2?”) = §5+§gl. Utilizando que 1+&5+&2+£3+&2 = 0 obtenemos que a? = §§+2+§g2 =1—aq,

con lo que « es raiz del polinomio X2+ X — 1 y por tanto

~14++5
a=—":

Ahora es facil construir el poligono regular de cinco lados siguiendo las indicaciones de la demostracion
de la Proposicién 11.4

Proposicion 11.11. Si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo p, entonces existe una
sucesion de subgrupos de G
1=Gp<Gi1<...<Gp =G

tal que [G; : G;—1] = p para todo i.

Demostracién. Supongamos que |G| = p™ y razonemos por induccién sobre n. No hay nada que
demostrar si n = 0, es decir, si G = 1, por lo que supongamos que n > 0 y la hipotesis de induccién
para n menor. De la Proposicién 3.26 deducimos que Z(G) # 1. Si 1 # a € Z(G), entonces (a) tiene
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un subgrupo G7 de orden p (jpor qué?), y como G1 C Z(G), se tiene que G7 < G. Por hipétesis de
induccién G/G; tiene una cadena de subgrupos

1=G <G < <G =GG

tales que [G; : G;_1] = p. Por el Teorema de la Correspondencia, para cada i, se tiene que G; = G;/G1,
para algin G; < G; < G. Entonces

1=Gy<G < <G,=G

satisface la propiedad deseada pues [G; : G;—1] = [G; : G;—1] = p. O

Recordemos que ¢ : N — N denota la funcién de Euler, es decir ¢(n) es el cardinal de Z7, o sea el
ndmero de enteros entre 1 y n que son coprimos con n.
Teorema 11.12 (Gauss). Las siguientes condiciones son equivalentes para un un entero positivo n.
1. El poligono regular de n lados es constructible con regla y compds.
2. &, = 2™ es constructible con regla y compds.
3. cos 27” es constructible con regla y compds.

4. ¢(n) es una potencia de 2.

5. n=2Fpipy-pm para k > 0 y cada p; un primo tal que p; — 1 es una potencia de 2 y todos los
p; son distintos dos a dos.

Demostracion. Ya hemos visto al principio de la seccién que 1, 2 y 3 son equivalentes.

2 implica 4. Si &, es constructible con regla y compds entonces [Q(&,) : Q] es una potencia de 2, por
el Criterio de Wantzel, (Corolario 11.7). Aplicando el Corolario 8.8 deducimos que ¢(n) = [Q(&,) : Q]
es una potencia de 2.

4 implica 2. Supongamos que ¢(n) = [Q(&,) : Q] es una potencia de 2. Como Q(&,,) es el cuerpo
de descomposicién de X™ — 1 sobre Q, la extensién Q(&,,)/Q es normal, y por tanto es de Galois (jpor
qué?). Eso implica que |Gal(Q(&,)/Q)| = [Q(&n) : Q] es una potencia de 2. De la Proposicién 11.11
deducimos que existe una sucesién

1=Gy< G <...<Gy=Gal(Q(&)/Q)

de subgrupos de Gal(Q(¢&,)/Q) tales que [G; : G;—1] = 2, para todo 4. Aplicando el Teorema Funda-
mental de la Teoria de Galois deducimos que

Q:KOZG;CKlsznflC"'CKn_lzGIICKn:GI:Q(gn)

es una torre de cuerpo con [K; : K;_1] = 2, para todo i. Aplicando el Teorema de Wantzel (Teorema 11.6)
deducimos que & es constructible con regla y compas.

4 y 5 son equivalentes. Sea n = 2*p{'* ... p%m con 2,p1,...,pm primos distintos, k > 0, y a; > 1.
Entonces aplicando el Ejercicio 8 del Capitulo 3 deducimos que

B(n) = Qma’x{o,k—l}p?rl .. .p%m—l(pl —1)-(pm — 1)

con lo que ¢(n) es una potencia de 2 si y s6lo si a; = 1, para todo ¢ y p; — 1 es una potencia de 2. O
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En realidad se puede decir algo més de un primo p tal que p — 1 sea potencia de 2. En concreto
p=2%+ 1y aha de ser una potencia de 2. En efecto, en caso contrario a es divisible por un ntimero
impar mayor que q > 1. Consideremos la igualdad

X41l=(X4+DX - X2 4. 4 X2 - X +1)
en la que sustituimos X por 2%/7 para obtener
p=2°+1= (ga/q + 1)(2a(qf1)/q — xaele=2)/q¢ L ... 4 x2a/a _ xa/a 4 1)

Como 1 < 299 +1 < 2% + 1, deducimos que p no es primo en contra de la hipétesis. Por tanto los
primos p; que aparecen en la condicién 5 del Teorema 11.12 son de la forma F,, = 22" + 1 para algin
m > 0. El namero F,, se llama m-ésimo ntimero de Fermat pues Fermat conjeturd que F, es primo
para todo m. Fermat habia comprobado que los primeros niimeros de Fermat

Fo=3,F1 =5,F, =17, F3 = 257, Fy = 65537
son en efecto primos. Sin embargo Euler mostré que el siguiente no lo es al mostrar que
F5 = 92" 4 1 = 4294967297 = 641 - 6700417.

De hecho todavia no se conoce ningtin nimero de Fermat que sea primo a anadir a los cinco primeros.

11.4. Problemas

1. Dado un tridngulo mostrar como construir con regla y compads el incentro (centro de una circun-
ferencia inscrita), circuncentro (centro de una circunferencia circunscrita) y el baricentro (punto
de interseccién de las alturas).

2. Explicar cémo construir con regla y compés los poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8 y 10 lados.

3. Demostrar que si se pueden construir un poligono regular de n lados y otro de m lados, entonces
también se puede construir otro de mcm(n, m) lados. ;Se podria construir otro de nm lados?
Mostrar como construir con regla y compéas un poligono regular de 15 lados.

4. ;Se puede trisecar con regla y compés el dngulo 27 /57
5. (Se puede trisecar con regla y compés un segmento de longitud 77

6. Determinar el conjunto de puntos del plano constructibles con regla y compds a partir de los
puntos del eje de abscisas.

7. {Son constructibles con regla y compas los dngulos de 1 y 3 grados?

8. Vamos a explicar cémo trisecar con regla y compas un angulo dado « siguiendo los siguientes
pasos:

a) Supongamos que el dngulo « es el formado por dos semirectas S y Sz que parten del punto

0.
b) Construimos una circunferencia centrada en O de radio r arbitrario.

c¢) Sean A; y As las intersecciones de esta circunferencia con las semirectas Sy y Sz y sea L la
recta que pasa por O y A; (es decir Ly es la prolongacién de Sy).



144

10.

11.

12.

13.

14.

15.

d) Colocamos la regla de forma que pase por A, y la distancia entre los puntos B y C de corte de
la regla con la recta L y la circunferencia (diferente de As) estdn a distancia r y dibujamos
la recta L que marca la regla. Es decir, la recta L pasa por Ay, By C.

Entonces el dngulo formado por L y Ly es a/3 pues

a = A,0Ay =7 — A,0B = OBAy + OAsB
= OBC + 0AyC = OBC + OC A,
— OBC+7-0CB=0BC +0BC+0CB
30BC

i Te imaginas qué pide el problema?

Coge una regla y un compés, dibuja un segmento de longitud 1 y construye un heptiagono de lado
3/5 = 0,6, como el de la siguiente figura y explica que estd pasando aqui.

3/5

Demostrar que un angulo « se puede trisecar con regla con regla y compas si y sélo si el polinomio
4X3 —3X — cos(a) es reducible sobre Q(cos(a)).

Demostrar que un numero complejo o # 0 se es constructible con regla y compaés si y sélo si
a+atloes.

Demostrar que si o es una raiz del polinomio 8 X2 +4X? —4X — 1, entonces a no es constructible
con regla y compés.

Demostrar que las raices de un polinomio del tipo aX4+bX2+¢, con a,b, ¢ € Q son constructibles
con regla y compés.

Sea p un polinomio de grado 3, cuyos coeficientes son nimeros complejos constructibles con regla
y compas. Demostrar que si una de las raices de p es constructible con regla y compas, entonces
lo son todas las raices de p.

Demostrar que las raices del polinomio X 4+ X + 1 no son constructibles con regla y compés.
(Indicacién: Calcular Irr(a@ + 33, Q), donde « y 3 son dos raices no conjugadas del polinomio.)
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16. Desde la antigiiedad se sabian construir con regla y compas poligonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8,
12, 15 y 16 lados y ya sabemos que esto es imposible para los poligonos de 7, 9, 10, 11, 13 y
14 grados (jpor qué?). El 30 de marzo de 1796, Gauss escribié su primer descubrimiento en un
cuaderno que le acompanaria el resto de su vida y en el que consignaria sus més importantes
resultados matemadticos. El descubrimiento era un método para construir un poligono regular de
17 lados o heptadecagono con regla y compés. Gauss contaba con 19 anos y debid ser uno de sus
descubrimientos favoritos pues por un lado fue el que le decidié a dedicarse a las matematicas
(hasta entonces dudaba entre matemaéticas o lengua) y por otro pidié que en su tumba se esculpiera
un poligono regular de 17 lados. El deseo de Gauss no se cumplié por que el cantero que tenia que
esculpir la ldpida argumento que el resultado no se distinguiria de una circunferencia. El problema
consiste en construir un heptadecdgono regular con regla y compas, para lo cual habra que mezclar
los siguientes pasos algebraicos con los métodos geométricos explicados en el capitulo.

a) Calcular las 16 primeras potencias de 3 médulo 17, es decir completar la siguiente tabla:

m|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
371 3 9 10 13

b) Sean 6 = 2m/17, £ = &7 = €% Observa que 3 es un generador de Zj7 y por tanto
Gal(Q(¢)/Q) = (o), donde o(£) = £3. Pongamos ¢; = £3'.

Utilizar la tabla anterior para construir los periodos de Gauss (ver Ejercicio 15 del Capitulo 8)

T1 = wo2 =€ +e+ - ten
Ty = wi2=¢€ t+e3+--+e€rs
Y1 = W4 =€+ €4+ €8+ €12
Y2 = W14 =€+ €5+ €9+ €13
Ys = W4 = €2+ €+ €10+ €14
Y4 = W34q =€zt €7+ €11+ €15
Demostrar:
z1 = 2(cosf+ cos86 + cos 46 + cos 20)
zg = 2(cos30+ cosT76 + cos 56 + cos60)
y1 = 2(cosf + cos4h)
ya = 2(cos86 + cos20)
ys = 2(cos36 + cos50)
ys = 2(cos 76+ cos60)

¢) Demostrar que z1 y o2 son las raices del polinomio X2 + X — 4 y construir 21 y o2 con regla
y compas. Observa que x7 > 0 > 2

d) Demostrar que y; e y2 son las raices del polinomio X2 — 1 X — 1 e y3 e y4 son las raices del
polinomio X2 — 25X — 1 y construir y1,ys,y3 € y4 con regla y compds. Observa que y; > o
€ Y3 > Ya.

e) Demostrar que z; = 2cosfl y z2 = 2cos46 son las raices del polinomio T? — y; T — y3 y
construir z; y 2o con regla y compas.

f) Construir £ = cosf + isenf con regla y compas.

g) Demostrar la siguiente férmula

1
cosf = = (1+\/ﬁ+\/342\/ﬁ+\/68+12\/1_716\/34+2\/ﬁ2(1\/1_7) 342\/ﬁ>
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Capitulo 12

Extensiones ciclicas

12.1. Polinomio caracteristico, norma y traza

En esta seccién L/K va a ser una extensién finita y vamos a definir tres aplicaciones

X%(:L —  K[X]
NE:L — K
TL: L — K

de la siguiente forma: Para cada a € L consideramos la aplicacién

pkL — L

r = ax

como un endomorfismo del espacios vectorial L. (Obsérvese que también podemos considerar pé como
endomorfismo de L; 6 como endomorfismo de Lg para cualquier subcuerpo de FE, pero nosotros lo
consideramos como endomorfismo de Lk.) Entonces x% (o), NZ(a) y TE(a) son respectivamente el po-
linomio caracteristico, la norma y la traza de este endomorfismo y se llaman respectivamente polinomio
caracteristico, norma y traza de « en la extensién L/K. (Recuérdese que el polinomio caracteristico,
el determinante y la norma de un endomorfismo f del espacio vectorial de dimensién finita V' son res-
pectivamente el polinomio caracteristico, el determinante y la traza de A, donde A es cualquiera de
las matrices asociadas a f en una base de V', y que el resultado de este calculo no depende de la base
elegida.)

Obsérvese que la norma y la traza coinciden con dos de los coeficientes del polinomio caracteristico,
salvo en el signo. Mas concretamente

NE(a) = (=1)FE] Término independiente de y% («)

TEi(a) = — Coeficiente de XFKI=1 en y & (). (12.1)

La siguiente proposicién reine las propiedades principales del polinomio caracteristico, la norma y
la traza.

Proposicién 12.1. Sea L/K una extension de cuerpos finita y « € L.
1. TE: L — K es una aplicacion K lineal y TE(a) = [L : Kla, para todo a € K.

2. Nk(af) = NE(a)NE(B) y TE(a) = al™ %), para todo a € K.

147
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3. Sia€ E € Sub(L/K), entonces
Xi(@) = xg (@ F, Ni(a) = NE@WF y Ti(a) = [L: EJTE(a).

4. Sio1,...,0n son los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de K, entonces

n [L:KT: n [L:K]; N
X (@) = (H(X —Uz'(a))> , Nil(a) = <H Ui(a)> y Ty(a)=[L: K]izai(a)-

i=1
En particular, si L/K es separable, entonces

n n n

Xi(a) = [IX —ail), Ni(a)=]]oil@) v T(a) =) ai(a).

i=1 =1 i=1

5. xE(a) = Trr(a, K)IEE@L En particular o es una raiz de x%(a) y a es un elemento primitivo de
L siy sélo si x& =TIrr(a, K).

6. Sio: L — L' es un K -isomorfismo de cuerpos, entonces x% (o) = x% (o(c)), NE(a) = NE (0(a))
y Tig(a) =T (o()).

7. (Transitividad de la norma y la traza) Si E € Sub(L/K), entonces
Nig(a) = NE(Ng(@)) y  Tk(a) = TR(TE(a)).

Demostraciéon. 1 y 2 son consecuencias inmediatas de las propiedades del determinante y la traza de
una matriz.

En las demostraciones de 3 y 4 basta comprobar las propiedades sobre el polinomio caracteristico
pues las propiedades sobre la norma y la traza son consecuencias inmediatas de las del polinomio
caracteristico y de la relacién (12.1).

3. 581 By = {b1,...,b,} es una base de Fx y Bs = {c1,...,¢n} es una base de Lpg, entonces
B = {bic; :i=1,...,n,j = 1,...,m} es una base de L/K. Si A = (a;;) es la matriz asociada a
pE¥ . E — E en la base B entonces

ab; = Pa Z @iy ibi,

’Lll

Por tanto

pL(bic;) = abic; = Z @ ibi

i1=1

con lo que la matriz asociada a pZ en la base B tiene siguiente la forma en m x m bloques de matrices
cuadradas de tamano n,

A
A

|
|

A

donde la matriz A aparece m = [L : E] veces en la diagonal y se entiende que donde no se escribe nada
es por que hay ceros. Por tanto % (o) = det(XI — A) = [[/~, det(XI — A) = xE(a)™.
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4.Siaq,...,q son las diferentes raices de p = Irr(a, K) en una clausura algebraica K de K, entonces
p=[1_, (X — ;) (@:Kli " Ademss el niimero de K-homomorfismos de K (a) en K esr = [K(a) : K], y
estos r homomorfismos 71, ..., 7. vienen dados por 7(a) = «;. Cada uno de estos 7; tiene s = [L : K ()]s
extensiones a homomorfismos p; ; : L — K, con lo que {o1,...,0n} ={pij:i=1,...,mj=1,...,s}
y cada «; aparece s veces en la lista o1(a), ..., 0, (a). Por tanto, aplicando 4 tenemos

[L:K ()]
xicle) = pE = (Hz‘[K(<X K aL)g(((c;l) SK( e
= II (X =)

( )
= (T (X —ap))
(I (X Uz(a)))[LK]’-

(a)(

5. En vista del apartado 3, s6lo hay que demostrar que X; a) = Irr(a). Pongamos p = Irr (o, K) =

Po +p1X+ o pp_1 X"+ X" Entonces 1,a, a2, ..., a1 es una base de K () ¢ y la matriz asociada
a pf( a) o
—Po
1 —P1
A= 1 —p2
1 —Pn-1

Esta matriz se llama matriz de compania del polinomio p y vamos a ver que su polinomio caracteristico
es p por induccién sobre el grado. Esto es obvio para grados pequenos por lo que podemos suponer que
n > 1 y la hipétesis de induccion. Entonces

X Do
-1 X P
YE@(q) = det(XI—A) = -1 X D2
-1 X+pn—1
X p1 1 X
—1 X D2 _1 X
- X X P3| (=1)" o
: -1
-1 X+pn71
X y41
—1 X P2
-1 X+pn—1

Obsérvese que el determinante que aparece multiplicada por X es el polinomio caracteristico de g =
P14+ poX + -+ pr_1 X 24 X1 Aplicando la hipétesis de induccién tenemos que

Ko
XK( )=p0+Xq=p

6. Es consecuencia inmediata de 4.
7. Sea K una clausura algebraica de K y sean
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Ti,...,7r : E — K los K-homomorfismos definidos en F;
T1,...,7r : L — K extensiones de los anteriores a L.
o1,...,0s: L — K, los E-homomorfismos definidos en L.
Entonces los elementos de X = {70, :i=1,...,r,j=1,...,} son K-homomorfismos y de hecho es el

conjunto de los diferentes K-homomorfismos de L en K ya que si p : L — K es un K-homomorfismo,
entonces p|g = 7;, para algun 4, con lo que p?i_l es un F-homomorfismo y por tanto p?i_l = 0, para
algin j. Entonces
_ e _ - [E:K];
NE(@) = L, mios (@50 = 17 (TT; o5 ()2
= [L7i(Ng (@)l = NE(NE(a)

Esto muestra la transitividad de la norma y la transitividad de la traza se demuestra de forma similar.
O

12.2. Teorema 90 de Hilbert

En esta seccién veremos un teorema fundamental de Hilbert cuya demostracién depende del siguiente
lema.

Lema 12.2 (Artin). Si K y L son dos cuerpos, entonces el conjunto de los homomorfismos no nulos
K — L es linealmente independiente sobre L.

Demostracion. Sean o1,...,0, : K — L homomorfismos distintos y diferentes de 0. Tenemos que
demostrar que la dimensién d de V' = Loy + --- 4+ Lo, coincide con n. Razonemos por reduccién al
absurdo, suponiendo que d < n y reordenemos los o; para que los d primeros formen una base de V.
Entonces 0 = 0, es distinto de 0 y de o; parai=1,...,d y existen ay,...,aq € L tales que

o =a101+ -+ aqoq.

Como o # 0, algin a; # 0 y reordenando los o1, ...,04, podemos suponer que a; # 0. Sea a € K tal
que o(a) # o1(a). Entonces para todo § € K tenemos

o(a)(aro1(B) + -+ agoa(B)) = o(a)o(p)
= g(aﬂ) = alol(aﬂ) + -+ adO'd(Oéﬂ)
= a101 (06)0'1 (ﬂ) + -+ adO'd(Oé)O'd(ﬂ)

y por tanto
[(0() = o1(@))aror + -+ + (o(a) — ga(@))aqoa] () = 0

para todo 3 € K, es decir
(o(a) — o1(a))aror + -+ + (o(a) — og(a))agoqg =0
y como el primer coeficiente de la anterior combinacién lineal es diferente de 0, esto contradice la

independencia lineal de {o1,...,04} sobre L. O

Corolario 12.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension finita L/K :

1. TE(a) # 0 para algin o € L.
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2. TE(a) = 1 para algin o € L.
3. L/K es separable.

Demostracién. 2 implica 1 es obvio.
1 implica 2. Si T(«a) # 0, entonces Tk (%) =1
Ti(a)

3siysélosi 1. Sielegimos una clausura algebraica L de L, y o1, . . ., 0, son los K-homomorfismos de L
en L, entonces o1, .. ., 0, son linealmente independientes por el Lema 12.2y T = [L : K];(o1+---+0y,),
por la propiedad 4 de la Proposicién 12.1. Si pensamos [L : K]; como un elemento ¢t de K, y recordando
que si [L : K]; # 1, entonces [L : KJ; es una potencia de la caracteristica de K, resulta que L/K es
separable si y s6lo si [L: K|; # 1, si y s6losi t # 0 siy sélo si TE # 0 si y sélo si existe o € L tal que
TE(a) #0. 0

Definicién 12.4. Una extension ciclica es una extension de Galois cuyo grupo de Galois es ciclico.

Ejemplos 12.5. 1. Toda extensién de Galois de grado primo es ciclica pues todo grupo de orden
primo es ciclico.

2. Si p es un numero primo y £, es una raiz compleja p-ésima primitiva de la unidad, entonces
Q(&p)/Q es una extensién de Galois y su grupo de Galois es isomorfo al grupo de unidades Z,, del
cuerpo Z,. Del Lema 8.2 se deduce que Q(&,)/Q es ciclico. De hecho si K es cualquier cuerpo y &,
es una rafz p-ésima primitiva de la unidad en una extensién de K entonces K (,)/K es también
una extension ciclica pues su grupo de Galois es isomorfo a un subgrupo de Z.

Supongamos que L/ K es una extensién ciclica de grado n con grupo de Galois G y sea o un generador
de G. Entonces para cada divisor d de n, G4 = (0?) es el tinico subgrupo de G de orden 7Y, del Teorema
Principal de la Teorfa de Galois, Ly = L% = {z € L : 0%(2) = x} es el tinico elemento de Sub(L/K)
tal que [Lq4: L] = d.

Teorema 12.6 (Teorema 90 de Hilbert). Sea L/K una extension ciclica finita con Gal(L/K) = (o) y
sea o € L. Entonces

1. TE(a) =0 siy sélo si o = 3 — a(B) para algin 3 € L.
2. NE(a) =1 siy sélo sia = Ba(B)"" para algin 3 € L*.

Demostracién. Para simplificar la notacién pondremos N = N& y T = Tk. La condicién suficiente es
obvia en ambos casos pues T'(3) = T(o(8)) y N(8) = N(o(B)).

1. Supongamos que T'(a) = 0 y consideremos un elemento 6 € L tal que T(f) = 1 cuya existencia
estd garantizada por el Corolario 12.3. Vamos a ver que, si n = [L : K], entonces

8= 710'(9) + 720'2(9) +---+ ’Yn_lo'nil((g)
cumple la propiedad deseada (o sea a = § — o(3)) donde los ; son la siguientes trazas parciales:
i =a+o(@)+---+ o7 a).

Obsérvese que la traza total seria vy, = T'(a)) = 0 y la primera es y; = a.. Teniendo en cuenta que, para

i=1,....,n—1, se tiene que o(v;0'(0)) = Yit10"" () — ac’!(¢) deducimos que
B—0c(B) = mod)+ 7202(9) et %_10”‘1(9)
_7202 (9) . %_10"_1(9) . ’YnO'n((g)

+a(a?(0) +---+ i (h))
— (o) + -+ 0" () + 67 (6)) = a.
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2. Supongamos ahora que N(a) = 1y consideremos ahora normas parciales
i =ao(a)-- o' o)
de forma que
’70:]-a’71:04a"'a7n:N(a):1'
Por el Lema de Artin (Lema 12.2) el siguiente endomorfismo de L es diferente de 0

f=vl+yo0+y+o>+ - +y_10"!

y por tanto existe § € K tal que
B=[(0)=0+70(0)+720°(0) + -+ 10" (0) £ 0.
Como oo (7;) = 7it1 tenemos
ac(B) = 010(0) +7120%(0) + -+ + V10" (0) + Y0 (0) = B

pues o™ =1.01

12.3. Caracterizacion de las extensiones ciclicas

Proposicion 12.7. Sean n un entero positivo, K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva
de la unidad y a € K. Si L es el cuerpo de descomposicion de X™ — a sobre K, entonces L/K es una
extension ciclica.

Demostracion. Si a = 0 entonces L = K y no hay nada que demostrar. Por tanto supongamos que
a # 0. Como K tiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad, n no es multiplo de la caracteristica de
K y por tanto el polinomio X™ — a es separable, lo que implica que L/K es una extensién de Galois.
Sea o una raiz de X™ — a. Entonces las rafces de X" —a son a, €cy, ..., " Lo, donde € = &, € K es una
rafz n-ésima primitiva de la unidad. Por tanto L = K(a) y o(a) = £ q, para un i, € Z,. Esto implica
que la aplicacién o — i, es un homomorfismo de grupos inyectivo de Gal(L/K) al grupo aditivo de Z,.
Como este ultimo es ciclico, también Gal(L/K) es ciclico. O

Teorema 12.8. Sean n un entero positivo y K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de
la unidad. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extension L/K de grado n.

1. L/K es ciclica.

2. Eziste a € K tal que p = X™ — a es irreducible en K[X] y tiene una raiz en L.
3. Existe « € L tal que L = K(o) y o™ € K.

4. L es el cuerpo de descomposicion de X™ — a sobre K para algin a € K.

Demostracién. Fijemos una raiz n-ésima primitiva de la unidad £ = ¢, € K.

1 implica 2. Supongamos que L/K es ciclica y o es un generador de Gal(L/K). Como £ € K, se
tiene que N (&) = & =1 y del Teorema 90 de Hilbert se deduce que existe « € L tal que o(a) = £a. Si
p = Irr(a, K), entonces

a,0(a) =Ea,0%(a) = Ea, ..., 0" a) =" a
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son raices de p, y todas son distintas. Como gr(p) = [K(«) : K] < n, estas son las n raices de p y por
tanto
p=(X-a)(X —Ea)(X —€a)--- (X =€ a)

Aplicando la Férmula de Cardano-Vieta deducimos que el coeficiente de X" =% (i = 1,2,...,n) de p es
Pn—i = (_1)71—1'51.(0(7 §a7 §20é, s 7§n_1a) = ai‘s’i(17 ga €2a cee ’gn—l)

donde S; es el i-ésimo polinomio simétrico elemental en n variables. Como 1, , €2, €71 son las raices de

X™—1, aplicando de nuevo la Férmula de Cardano-Vieta obtenemos que p,—; = 0,811 #ny p, = —a”,

con lo que p = X™ — o™. Por tanto, a = a™ € K, p = X" — a es irreducible en K[X] y tiene una raiz
en L.

2 implica 3. Supongamos que p = X™ —qa es irreducible en K[X] y « es una raiz de p en L. Entonces
a"=a€Kyn=[L:K]>[K(a): K] =grp=nmn,conloque L =K(«a).

3 implica 4. Si @ = o, entonces las raices de X" — a son o, £o, E2av, ..., " Lo y por tanto L es es
cuerpo de descomposicién de X™ — a sobre K.

4 implica 1. Es consecuencia de la Proposicién 12.7. [

12.4. Problemas

1. Demostrar que la traza de la extensiéon K(v/X)/K = Fo(X) es idénticamente nula.

2. Sea ¢ = £, € Cunaraiz p-ésima primitiva de la unidad con p primo. Demostrar que si ag, a1, ...,ap—2 €

Q, entonces
p—2 p—2
189 (L a) =0 oo+ S
i=0 i=1

3. Decir cudles de las siguientes extensiones son ciclicas.

a) L/K, donde L es el cuerpo de descomposicién de XP — 1 sobre K para un primo p.
b) Una extensién de grupos finitos.
Q(&,)/Q, donde &, es una raiz finita de la unidad para cada uno de los ntimeros n < 25.
Q(v2,V3).
Q(v2,V2)

f) El cuerpo de descomposicién de X3 — 2 sobre Q, F3 y Fs.

o

d
e

)
)
)
)
)
)

4. Sea L/K una extension ciclica de cuerpos de caracteristica p # 0 y sea o un generador de L/K.
Demostrar que para todo elemento 8 € L tal que T(3) = 0 existe a € L tal que o(a)—a = 8P —f.

5. Sea K un cuerpo de caracteristicap #0y f = XP — X —a con a € K. Demostrar:

a) Si « es una raiz de f, entonces « 4+ 1 también es raiz de f.
b) f es o irreducible o completamente indescomponible sobre K.

¢) Si f esirreducible sobre K y « es una raiz de f es una extensién de K, entonces K (a)/K es
una extensién ciclica.

d) (Teorema de Artin-Schreier) Si L/K es una extensién ciclica de grado p, entonces existen
a € Kyunaraizade f = XP — X —a tal que L = K(«). En tal caso L/K es el cuerpo de
descomposicién de f sobre K.
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10.

Sea K un cuerpo que contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad y L/K una extensién
ciclica de grado n. Demostrar que si L = K(1) = K(02) con " € K, entonces existe un entero
m, coprimo con n tal que G257" € K.

Sea L/K una extensién ciclica de grado p de cuerpos de caracteristica p. Demostrar que si L =
K (1) = K(B2) con 87 — 3; € K , entonces existe un entero 0 < m < p tal que f2 —mf; € K.

Demostrar que si L/ K es una extension ciclica de grado p™ con p primo y E/K es una subextension
de grado p"~! de L/K entonces L = K (a) para todo o € L'\ E.

Sea L/K una extensién ciclica de grado p™ de cuerpos de caracteristica p, sea o un generador
de Gal(L/K) y sea E/K una subextensién de grado p de L/K. Demostrar que existen a € E'y
B € L\ E tales que:

) B —f=a
) L=K(@3).

) o (B)=p+1.
)

d) o —a=o(a)—a, para a = o(f) — .

a
b

o)

Sea L/K una extensién finita. Para cada «, 8 € L sea

(. B) = Tk (aB).

Para cada lista aq, ..., a, de elementos de L ponemos
(a1,01) (oq,a2) ... (o1,an)
Ab(ar,.. . an) = Alar,. .., ap) = (O‘?j ?‘1) (O‘?j ?‘2) - (0‘2"’?‘”)
(an,01) (ap,a2) ... ((n,an)
Demostrar
a) (—,—) esuna forma bilineal simétrica del espacio vectorial Lk, es decir, satisface las siguientes
condiciones.

1) Para todo a € L, la aplicacién (o, —) : L — K, dada por (o, —)(8) = (a, ), es K-lineal.
2) (o, 8) = (B,) € K, para todo «, 3 € L.
b) Si A(ay,...,an) # 0 entonces {aq,...,a,} es una base de L.
¢) Si{ai,...,an}y{B1,...,0n} sondos bases de Lk, entonces existe A € K* tal que A(aq,...,a,) =
NA(B, -, Bn).

d) Sis=[L:K]sy{o1,...,0s} son los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de
K entonces

0'1(0&1) 0‘1(0&2) Ul(an)
Ao, = L2 K7 | ) 72(02) - oa(on)
on(ar) op(az) ... on(ay)

e) Sean p € K[X] un polinomio irreducible separable de grado n, o una raiz de p y L = K(«).
Demostrar que A(L, o, ..., a" 1) = (—1) nly NE(a).

f) Las siguientes condiciones son equivalentes, donde ¢ : L. — L* es la aplicacién que asocia
a € L con la forma lineal (a,0).
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1) (=, —) es no degenerada, es decir ¢ es inyectiva.

2) ¢ suprayectiva.

3) ¢ biyectiva.

4) A(aq,...,an) # 0, para alguna base {aq,...,a,} de Lk.
5) A(oq, ..., ap) # 0, para toda base {aq,...,a,} de Lk.
6) TE(a) # 0, para algtin « € L.

7) L/K es separable.

11. Sea L/K una extensién finita. Una base normal de L/K es una base de Li de la forma {o(«) :
o € Gal(L/K)}, para un « € L. En tal caso se dice que « genera una base normal de L/K.

a) Demostrar que si L/K tiene una base normal, entonces es de Galois.

b) Decir cudles de los siguientes elementos generan bases normales de las extensiones que se
indican.

) Va de K(y/a)/K paraa € K \ K2
2) 1+ +/a de K(y/a)/K paraa € K\ K2
3) Una raiz n-ésima primitiva de la unidad £ = &, para Q(£)/Q.

¢) Sea Gal(L/K) = {o1,...,0,} y a € L. Demostrar que « genera una base normal de L/K si
y sOlo si el determinante de la siguiente matriz es diferente de cero.

o toi(a) oytoa(e) ... oplton(a)

oy toi(a) oytoa(a) ... oy lton(a)
o o o

o, o1(a) o, oz(a) ... o, ton(a)

d) Demostrar que toda extensién de Galois tiene una base normal.

e) Supongamos que « € L genera una base normal de L/K y sean H un subgrupo de G =
Gal(L/K)y F=L" = {x € L : o(x) = x, para todo o € H}. Recordemos que Ty (z) =
> ocr 0(x), para cada x € L. Supongamos que o1, ..., 0y, es un conjunto de representantes
de las clases laterales por la derecha de H en G, es decir cada elemento de H\G contiene
exactamente un o;. Para cada ¢ = 1,...,m ponemos H; = o, !Ho;. Demostrar

1) Th(«) es un elemento primitivo de E sobre K.
) {o1(trm, (@), ..., om(try,, (@)} es una base de F.
3) Si H es normal en G, entonces try(a) genera una base normal de F/K.

12. Sea p € K[X] irreducible de grado primo p # carK y « una raiz de p. Demostrar que si K(«)
contiene una raiz de p diferente de «, entonces K () es el cuerpo de descomposicién de p sobre
K y Gal(K(«a)/K) es ciclico.
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Capitulo 13

Extensiones radicales

13.1. Extensiones radicales
Definicién 13.1. Una torre radical es una torre de cuerpos

EyCE C---CE,

tal que para cada i =1,...,n, existen n; >0 y o; € E; tal que E; = E;_1(o;) y o™ € E;_q.
Una extension de cuerpos L/ K se dice que es radical si existe una torre radical

K=FEyCFE, C---CFE,=1L.

(13.1)

Veamos algunas propiedades elementales de las extensiones radicales.

Lema 13.2. Sea L/K una extension de cuerpos y sean E, F € Sub(L/K).

1. Si E/K y L/E son radicales entonces L/K es radical.

2. Si E/K es radical, entonces EF/F es radical, es decir, la clase de extensiones radicales es cerrada

para levantamientos.
3. Si L/K es radical, entonces L/E es radical.
4. St E/K y F/K son radicales, entonces EF/K es radical.

5. 81 L/K es radical y N es la clausura normal de L sobre K, entonces N/K es radical.

Demostracién. 1. Si
K=F,CFE,C---CE,=F

E=FRClIC

N
N
S
I
h

son torres radicales, entonces

K=FECFE,C---CE,=E=

=
IN
&
IN

es una torre radical.
2. Si L/K admite una torre radical como en (13.1) entonces

F=EFCFEFC..-CE,F=FEF

157
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es una torre radical, pues si E; = E;_1(a;) y o' € E;_1, entonces E; F = E; 1 F ().

3. Es consecuencia de 2, pues L = LE.

4. Es consecuencia de 1 y 2.

5. Supongamos que L/K es radical con torre radical como en (13.1). Para cada ¢ = 1,...,n sean
Bi1,- .., Bik, las raices de Irr(ev;, K') en una clausura algebraica de L. Entonces N = K(8;; : 1 < i <
n,1 < j < k;) es una clausura normal de L/K. Entonces E;_1(f;;) es E;_1-isomorfo a E;_1(a;) = E;
se tiene que 621 € E;,_1 para todo j y por tanto la torre

K = Fy C Fi1 = Fo(B11) C Fi2 = Fui(Bi2) € ... Fig, = Fig,—1)(Biry) C
Fy1 = Fig, (f21) € --- € Fug,, = N

es una torre radical y por tanto N/K es una extensién radical. O

13.2. Caracterizacion de extensiones radicales

Lema 13.3. Si L = K(a), a es separable sobre K y o" € K, entonces existe un entero positivo s tal
que o® € K y s no es miltiplo de car(K).

Demostracién. Si car(K) = 0 no hay nada que demostrar, con lo que podemos suponer que car(K) =
p # 0. Pongamos r = p's, con pf sy = a. Entonces a = o” = 6pt, es decir ( es raiz del polinomio
= X?" —a. De hecho [ es la tnica raiz de f pues f = xv' fﬂpt = (Xfﬂ)pt. Sig = Irr(B, K), entonces
g divide a f, con lo que g sélo tiene una raiz. Sin embargo, como « es separable sobre K, K(«)/K es
separable (Corolario 9.14), con lo que § es separable sobre K y por tanto [K(0) : K| = [K(8) : K] =1,
esdecira®* =0 € K. O

Teorema 13.4. Si L/K es una extension radical, entonces Gal(E/K) es resoluble para todo E €
Sub(L/K).

Demostracién. Supongamos que L/K es una extensién radical y sea E € Sub(L/K). Vamos a consi-
derar varios casos cada vez mas generales y utilizaremos repetidamente las propiedades de los grupos
resolubles que vimos en la Proposicién 5.8.
Caso 1. E =L y L/K es de Galois.
Sea
K=FECFE C---CFE. =1L

una torre radical con F,, C L y pongamos E; = F;_1(«;) con a® € E;_;. Por el Lema 13.3, podemos
suponer que s; no es multiplo de la caracteristica de K. Entonces n = s1---s, no es miltiplo de la
caracteristica de K y por tanto existe una raiz n-ésima primitiva de la unidad & = £,, en una extension
de L. Entonces L(§)/K(£) es una extensién radical de Galois (Lema 13.2) y de hecho

K=K(E) =E=E(§) CE =E()C - CE =E(€)=LE€=L

es una torre radical. Entonces E; es el cuerpo de descomposicién de X% — ;' sobre E;_; y de la
Proposicién 12.7 deducimos que E;(§)/E;—1(£) es una extension ciclica para todo i. Por tanto la dltima
torre de cuerpos da lugar, por el Teorema Principal de la Teoria de Galois, a una sucesién de subgrupos
de Gal(L/K):

Gal(L/K) = Gal(L/Ey) > Gal(L/E;) > --- > Gal(L/E,) = 1.

Como E;/E;_1, es de Galois Gal(L/E;) < Gal(L/E;_1) y ademéas

Gal(L/E;_1)/Gal(L/E;) ~ Gal(E;/E;_1)
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es ciclico. Esto demuestra que Gal(L/K) es resoluble. Como Gal(L/K)/Gal(L/K) ~ Gal(K/K) y
K/K = K(¢)/K es de Galois, con grupo de Galois abeliano, deducimos que L/K es de Galois y
Gal(L/K) es resoluble. Por otro lado L/K es de Galois, por hipétesis, y por tanto Gal(L/L)<Gal(L/K)
y Gal(L/K) ~ Gal(L/K)/Gal(L/L), que es resoluble por serlo Gal(L/K).

Caso 2. E = L.

Sea F ={x € L:o(z) ==z, para todo o € Gal(L/K)}. Entonces L/F es de Galois y radical, por el
Lema 13.2. Por el Caso 1, Gal(L/K) = Gal(L/F) es resoluble.

Caso 3. E/K es de Galois.

Sea N la clausura normal de L sobre K. Del Lema 13.2 deducimos que N/K es radical, con lo que
del Caso 2, deducimos que Gal(N/K) es resoluble. Por otro lado, como E/K es normal, para todo
o € Gal(N/K) se verifica que la restriccién o|g de 0 a E es un elemento de Gal(E/K) (Teorema 7.11)
y la aplicaciéon

¢: Gal(N/K) — Gal(E/K)

o — ole

es un homomorfismo de grupos. Ademds, como N/K es normal, todo elemento de Gal(E/K) extiende
a un elemento de Gal(N/K), o lo que es lo mismo ¢ es suprayectiva. Esto muestra que Gal(E/K) es
isomorfo a un cociente de Gal(N/K) y como este ultimo es resoluble, aquel también es resoluble.

Caso General. De forma similar a como lo hicimos en el Caso 2, ponemos F = {z € F : o(z) =
x, para todo o € Gal(E/K)}. Entonces E/F es de Galois y L/F es radical. Por el Caso 3 deducimos
que Gal(E/K) = Gal(E/F) es resoluble. O

El siguiente teorema es una especie de reciproco del Teorema 13.4.

Teorema 13.5. Si L/K es una extension finita de Galois, Gal(L/K) es resoluble y [L : K] no es
maltiplo de la caracteristica de K, entonces existe una extension R de L tal que R/K es radical.

Demostracién. Vamos a razonar por induccién sobre n = [L : K], con el caso n = 1 trivial. Suponga-
mos pues que L/K satisface las hipétesis del Teorema con n = [L : K] > 1 y la hipétesis de induccién.
Pongamos G = Gal(L/K). Como G es resoluble, del Teorema 5.12 se deduce que G tiene un subgrupo
normal N de indice primo p. Como n no es multiplo de la caracteristica de K, p es diferente de esta
caracteristica, y por tanto una extensiéon de L contiene una raiz p-ésima primitiva de la unidad & = §,.
Como L(&)/L es de Galois, tenemos que L(§)/K es de Galois y, por tanto, también L(£)/K (§) es de
Galois.
Como L/K es de Galois, la restriccién o — o|, induce un homomorfismo de grupos

®: G = Gal(L(€)/K(£)) — G = Gal(L/K).

Ademids ® es inyectivo, pues si 0,7 € G satisface o|;, = 7|, entonces o(¢) = 7(£) y por tanto o = 7.

Si ® no fuera suprayectiva tendriamos [L(¢) : K(£)] = |G| < |G| = [L : K] y, por la hipdtesis
de induccién deducimos que L(§)/K(€) es radical. Como K (£)/K también es radical, deducimos que
L(&)/K es radical y en este caso ya hemos acabado.

En caso contrario, ® es un isomorfismo de grupos, con lo que N = ®~(N) es un subgrupo normal
de indice p de G. Por tanto F = L(&)N = {x € L(§) : o(z) = =, para todo ¢ € N} es un subcuerpo de
L(€) tal que Gal(L(¢)/F) = N. Por tanto L(¢)/F es de Galois y Gal(L(£)/F) = N es resoluble y tiene
orden n/p. Por hipétesis de induccién L(€) tiene una extensién R tal que R/F es radical. Por otro lado,
como N es normal en G, F/K(£) es de Galois y como su grupo de Galois tiene orden primo, F/K (&)
es una extensién ciclica, de donde se deduce que F = K (&)(«) para algin « € F tal que of € K(§)
(Teorema 12.8). Por tanto F/K () es radical. Como K (£)/K también es radical, deducimos que R/K
es radical. [J
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13.3. Problemas

Salvo que se diga lo contrario, todos los cuerpos tienen caracteristica 0.

1. Sea L/K una extensién de Galois finita tal que para cada dos subcuerpos intermedios E, F €
Sub(L/K) se verifica que E C F 6 F C E. Demostrar que L estd contenido en una extensién
radical de K.

2. Demostrar que si L/K es una extensiéon de Galois finita cuyo grado es potencia de un primo,
entonces L estd contenido en una extension radical de K.

3. Sea p € Q[X] irreducible de grado 3 y L el cuerpo de descomposicién de p sobre Q.

a) Demostrar que Gal(L/K) es ciclico de orden 3 o isomorfo a Ss.

(=

Demostrar que L esta contenido en una extensién radical R de K.

SN

)
)
) Demostrar que si R C R, entonces R/K no es normal.
) Demostrar que si L C R, entonces L/K no es radical.
)

Dar un ejemplo de una extensiéon L/K que no sea radical pero que esté contenida en una
extensién radical de K.

(&



Capitulo 14

Resolubilidad de ecuaciones por
radicales

En este capitulo vamos a suponer que la caracteristica de todos los cuerpos es 0. De esta forma
garantizamos que todas las extensiones son separables. En realidad podriamos no utilizar esta hipdtesis,
pero eso nos obligaria a imponer la condicién de que la caracteristica no dividiera al grado de ninguna
de las extensiones consideradas. En la préactica las extensiones que consideramos en este capitulo son
subextensiones de L/K donde L es el cuerpo de descomposicién de un polinomio p € K[X]. Si n es
el grado de p, entonces [L : K| es un divisor de n!, con lo que para garantizar la separabilidad de
las extensiones consideradas a partir de un polinomio de grado n, bastaria exigir que la caracteristica
no dividiera a n!. La razén de imponer como hipétesis que la caracteristica sea siempre 0 es evitar
resultados sobrecargados de hipdtesis. El lector deberia hacer el ejercicio de comprobar en cada caso
que se puede cambiar la hipétesis de que K tiene caracteristica 0, por la de que la caracteristica de K
no divide a n!.

Por otro lado supondremos que K tiene “suficientes” raices de la unidad, que en la préactica significa
que contiene una raiz n!-ésima primitiva de la unidad.

14.1. El Teorema de Galois

Definicién 14.1. Una ecuacidn polindmica p(X) = 0, con p € K[X], se dice que es resoluble por
radicales sobre K si existe una extension radical L/ K tal que f es completamente factorizable en L. En
tal caso también se dice que el polinomio p es resoluble por radicales sobre K.

Sip € K, entonces se llama grupo de Galois de p sobre K al grupo de Galois Gal(L/K), donde L
es un cuerpo de descomposicion de p sobre K.

Obsérvese que el grupo de Galois de p € K[X] sobre K, en principio depende del cuerpo de des-
composicién de p elegido, sin embargo, como todos los cuerpos de descomposiciéon de p sobre K son
K-isomorfos (Proposicién 7.9), el grupo de Galois de p sobre K, estd bien definido salvo isomorfismos
y lo denotaremos por Gal(p/K).

Esta seccién culmina los resultados principales de Evariste Galois que caracterizan las ecuaciones
resolubles por radicales. Aunque se pueden obtener resultados algo méas generales sin suponer que la
caracteristica del cuerpo es 0, nos vamos a restringir a esta hipétesis que simplificard algunos argumentos
e hipétesis. El resultado principal es el siguiente.

Teorema 14.2 (Galois). Sea K un cuerpo de caracteristica 0 y p € K[X]. Entonces p es resoluble por
radicales sobre K siy sdlo si el grupo Gal(p/K) de Galois de p sobre K es resoluble.
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Demostracion. Supongamos que p es resoluble por radicales sobre K. Entonces p es completamente
factorizable en una extensién radical L de K. Por tanto, L contiene un cuerpo de descomposiciéon F de
py Gal(p/K) = Gal(E/K) es resoluble por el Teorema 13.4.

Reciprocamente, supongamos que Gal(p/K) es resoluble y sea E un cuerpo de descomposicién de p
sobre K. Entonces Gal(E/K) = Gal(p/K) es resoluble y, del Teorema 13.5, se deduce que E tiene una
extension R tal que R/ K es radical. Entonces p factoriza completamente en R, lo que muestra que p es
resoluble por radicales. [

14.2. La ecuacién general de grado n

Si Xi,...,X, son variables independientes, entonces el cuerpo de fracciones de K|[Xq,...,X,] se
llama cuerpo de funciones racionales de K en n indeterminadas y se denota K (X1,...,X,). Si L/K es
una extension de cuerpos y «g,...,a, € L. Se dice que ag, ..., a, son algebraicamente independientes
sobre K si el homomorfismo de sustitucién

S Sanant K[X1,...,Xn] — L
f = flan,...,an)

es inyectivo. En tal caso S se puede extender de forma tinica a un homomorfismo de cuerpos
S:K(Xy,...,X,)— L.

Definicién 14.3. Sean X,C1,...,Cy,, n+ 1 variables independientes. El polinomio general de grado n
es el siguiente polinomio en la variable X con coeficientes en E = K[C1,...,C,,]

Gn=X"—C1 X" 1 4 CoX" 24 (1) 2C, o X2+ (1) 1Cp 1 X + (—1)"C,
y la ecuacién general de grado n es la ecuacion G, = 0.

Obsérvese que hay un polinomio general de grado n, para cada caracteristica y que los coeficientes
de G, estén en P[Cy,...,C,], donde P es el cuerpo primo de la caracteristica dada. Pongamos E =
K(Cy,...,Cy), T1,...,T, las raices de G,, en una clausura algebraica de E, es decir

Grn=(X-T)...(X=T,)

y F=KT,...,T,) = E(Th,...,T,). Es decir, F es el cuerpo de descomposicién de G,, sobre E.
En principio pudiera darse que dos de los T; fueran iguales, pero de hecho eso no se da, lo cual es
consecuencia de la siguiente proposicion que dice todavia mas.

Teorema 14.4. El polinomio general G, = X" — C1 X" 1 + Co X" 2 4+ - + (—1)"‘2Cn_2X2 +
(—1)"1C,_1X + (—=1)"C,, de grado n es separable y Gal(G,,, K(Cy,...,Cy)) =~ S,.

Demostracién. Consideremos variables independientes arbitrarias Xq,..., X, sobre K, sean Sq,..., S,
los polinomios simétricos en estas variables y sea

©=2Ss..5 : K[C,...,Ci] - F=K(X1,...,Xp)

f — f(S1,...,5,)
el homomorfismo de sustitucion. Como Sy, ..., S, son variables independientes sobre K, ¢ es inyectiva
y su imagen es claramente K[Si,...,S,]. Por tanto K[C,...,C,] ~ K[S1,...,Sy], con lo que ¢ se
extiende a un isomorfismo entre sus cuerpos de fracciones p : E = K(C1,...,Cy) ~ E' = K(S1,...,S),

por la Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones. Aplicando la Proposicién 7.9 deducimos que ¢
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se extiende a un isomorfismo entre los cuerpos de descomposicién de G,, sobre E y de ¢(G,,) sobre
E'. Como Ti,...,T, son las raices de G, v Xi,...,X, son las raices de ¢(G,), estos cuerpos de
descomposicién son F = K(Ty,...,T,) y F' = K(X1,...,X,). Por tanto Gal(F/FE) ~ Gal(F'/E’). Por
el Ejercicio 3 del Capitulo 10, la extensién F'/E’ es de Galois y su grupo de Galois es isomorfo a S,.
Por tanto F/E es una extensién de Galois (en particular G,, es separable) y Gal(E/F) ~ S,,. [

Sea
P=Pn+Pn a1 X +pn 2 X+ A X" 4 X" = (X —a1) - (X —ap) € K[X]
con ag,...,q, en una extensién L de K. Consideremos el homomorfismo de sustitucién
S=S80, 0n: K[Ti,...,T] — L
fTy,....Tn) — flag,...,«an)
Entonces la restriccién de S a K(C4,...,Cy) es el homomorfismo de sustitucién
S=5p, pn: K[Ci,...,Cp] K

f(Cla~'~acn) = f(plv"'apn)

y por tanto p = S(Gy,). Eso implica que si T; se puede poner como una expresién radical de elementos de
E, entonces S(T;) se podrd obtener como una expresion radical de elementos de K. Por tanto resolver
por radicales sobre K todas ecuaciones de grado n equivale a resolver sobre K la ecuacion general de
grado n. Por desgracia la conclusion del Teorema 14.4 es que esto solo es posible en pocos casos.

Corolario 14.5. Si K tiene caracteristica 0, entonces el polinomio general de grado n sobre K es
resoluble por radicales si y solo sin < 4.

Demostracion. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 14.2 y 14.4 y de que S,, es resoluble
siy sblo si n < 4 (Ejemplos 5.6). O

Corolario 14.6. Si K tiene caracteristica 0, entonces todo polinomio de K[X] de grado < 4 es resoluble
por radicales sobre K. De hecho todo polinomio que sea producto de polinomios de grado < 4 de K[X]
es resoluble por radicales sobre K.

El Teorema 14.5 proporciona un ejemplo de ecuacién que no es resoluble por radicales: La ecuacién
general de grado n > 5. Sin embargo este ejemplo es algo artificial, pues se trata de ecuaciones con
coeficientes en el cuerpo de fracciones racionales en n variables. Cuando Lagrange, Ruffini, Abel 6 Galois
consideraban el problema de resolver ecuaciones por radicales, las ecuaciones solian tener coeficientes
racionales y éstas son las ecuaciones que se pretendia resolver por radicales sobre Q. Por tanto, esta
introduccién artificial de variables, no resuelve el problema que interesaba a los clasicos de resolver por
radicales las ecuaciones algebraicas con coeficientes racionales y, por tanto, todavia cabria la esperanza
de que esto fuera posible. Sin embargo vamos a ver que esto no es asi.

Sipe K[X]y A={ai,...,a,} es el conjunto de las raices de p, entonces o(A) = A para todo
o € Gal(p/K). Ademas cada o € Gal(p/K) estd completamente determinado por la restriccién de o
a A. Por tanto Gal(p/K) es isomorfo a un subgrupo de S4 y a partir de ahora vamos a identificar
Gal(p/K) con este subgrupo de Sy4, que a menudo identificaremos con S,,.

Sea G un subgrupo del grupo de permutaciones S4 de un conjunto finito A (por ejemplo, G puede
ser el grupo de Galois de un polinomio sobre K y A el conjunto de raices de este polinomio en una
clausura algebraica). Se dice que G es transitivo si para todo a,b € A, existe o € G tal que o(a) = b.

Lema 14.7. Sip es primo y G es un subgrupo transitivo de S,, que contiene una trasposicion, entonces
G=5,.
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Demostracién. Definimos en Ny, = {1,...,n} la relacién de equivalencia siguiente:
i~ j < la trasposicién (i, j) pertenece a G.

(Aqui entendemos que (i,7) = 1, para simplificar la notacién). Vamos a ver que es efectivamente una
relacién de equivalencia. Sii ~ jy j ~ k, entonces (i, j), (j, k) € Gy, por tanto, (i, k) = (4,k)(¢,7)(4, k) €
G. Esto prueba que la relacién es transitiva y que es reflexiva y simétrica es obvio.

Vamos ahora a ver que todas las clases de equivalencia tienen el mismo nimero de elementos. En
efecto, si A y B son dos clases de equivalencia con a € A y b € B, entonces de la transitividad de
G se tiene que b = o(a) para algin o € G. Si a; € A, entonces (a,a1) € G y por tanto (b,0(ay)) =
o(a,a1)o~! € G. Esto muestra que o se restringe a una aplicacién de A en By, claramente o~ 1(B) C A.
Luego o(A) = B y concluimos que |A| = |B].

Por tanto, si n es el cardinal de cada una de las clases de equivalencia, entonces n|p y n # 1, pues,
como (G contiene una transposicién, al menos una de las clase de equivalencia tiene méas de un elemento.
Luego n = p, es decir, para todo i,j € N, se tiene que (i,7) € G. Esto muestra que G contiene todas
las trasposiciones y, de la Proposicién 4.12 deducimos que G = S,,. J

Lema 14.8. Sip € K[X] es separable, entonces Gal(p/K) es transitivo si y sdlo si p es irreducible
sobre K.

Demostracion. Si p no es irreducible y p = fg, entonces ninguna de las raices de f puede ser raiz
de g, con lo que si « es raiz de f y [ es raiz de g, entonces o(a) # 3, para todo o € Gal(p/K). Esto
muestra que Gal(p/K) no es resoluble.

Por otro lado, si p es irreducible y « y 8 son dos raices de p, entonces, por la Proposicién 6.9, existe
un K-isomorfismo K (o) — K () que, como L/K es normal, donde L es el cuerpo de escisién de p sobre
K, se puede extender a un elemento o de Gal(L/K) = Gal(p/K). Por tanto o(a) = 8 y esto prueba
que Gal(L/K) es resoluble. O

Proposicién 14.9. Sea K un subcuerpo de los nimeros reales y f € K|[X] un polinomio irreducible de
grado primo p. Si f tiene p — 2 raices reales y 2 no reales, entonces Gal(f/K) ~ S,.

Demostracién. Identificamos G = Gal(f/K) con un subgrupo del grupo S4 de permutaciones de las
p raices de f en C (que forman el conjunto A). Como G es transitivo, para demostrar que G = Sx
(y por tanto isomorfo a S,) basta ver que tiene una trasposicién y aplicar el Lema 14.7. Pero esto
estd claro pues la conjugacién compleja es un elemento o de Gal(p/K), ya que K C R y este elemento
deja invariantes exactamente p — 2 elementos de A, es decir es una transposicion. [

40
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Ejemplo 14.10. La figura anterior representa la curva y = p(z) donde p = 2X°—10X +5, un polinomio
irreducible sobre Q (Eisentein). La derivada de p es p’ = 10X* — 10, que tiene dos raices reales: 1y -1,
que son respectivamente un méximo y minimo relativo de p. Por otro lado f(1) = =3y f(—1) = 13.
Eso implica que la grafica de la curva y = p(z) corta al eje real en tres puntos, uno en cada uno de los
tres intervalos (—oo, —1), (=1,1) y (1, 00). De la Proposicién 14.9 se deduce que Gal(p/Q) ~ S5 y por
tanto p no es resoluble por radicales sobre Q.

14.3. Resolucidon efectiva

El Teorema 14.2 transfiere el problema de la resolubilidad de ecuaciones por radicales a un problema
de Teoria de Grupos y indica el camino para resolver una ecuaciéon por radicales si es que esto es
posible. Los pasos serian los siguientes para un polinomio p € K[X] con K un cuerpo de caracteristica
0. Recordemos que estamos suponiendo que tiene tantas raices de la unidad como sea necesario.

1. Calcular G = Gal(p/K) y decidir si G es resoluble o no. Si la respuesta es negativa concluimos
que el polinomio no es resoluble por radicales sobre K, por el Teorema 14.2.

2. En caso contrario calculamos una serie ciclica (tal vez con factores de orden primo)

G=Gy>G >G> --->Gr=1

3. Aplicando la correspondencia de Galois a esta serie obtenemos una torre de extensiones ciclicas
K=Ly=L°=L%CL =L CLy=L“C---CL,=L°=L"=1L
donde L es el cuerpo de escision de p sobre K.

4. Si [L; : L;—1] = n;, entonces, como estamos suponiendo que K contiene tantas raices de la unidad
como sea necesario, tendremos que L; = L;_1( »/a;), para algin a; € L;_1 (Teorema 12.8).

5. Los elementos de L, y en particular las raices de p, se pueden expresar en la forma

bo + b1 "g/ak + ba ™ /_ak2 4 by, n{C/@rwcfl7

con bg,bi,...,bp,—1 € Lr_1. Entonces ag, bo,b1,...,bn,—1 son expresables de una forma similar
a partir de nx—y/ar_1, y repitiendo el proceso se podrad obtener las raices de p mediante una
expresion radical de elementos de K.

Obsérvese también que los radicales {/a no estdn univocamente determinadas pues ya sabemos que
una ecuacién del tipo X™ — a tiene n rafces: a, &, a, ..., " ta. Por tanto, las expresiones radicales
tienen un cierto grado de ambigiliedad y serd necesario a menudo indicar en una expresién radical cual

’ s . . . . , — /b2 — -
de las raices n-ésimas es la que estamos eligiendo. Por ejemplo, en la férmula escolar % de

la resolucién de la ecuacién de segundo grado, la expresién /b2 — ac toma los dos valores posibles y
la expresion 4+ que aparece en la féormula, implica que podemos elegir cualquiera de los dos posibles
valores. Sin embargo en las expresiones radicales, que al final obtendremos, para resolver las ecuaciones
de tercer y cuarto grado apareceran raices terceras, que supondran una ambigiiedad de eleccién entre
tres raices terceras que habra que precisar porque, a diferencia de la solucién de la ecuacion de segundo
grado, no serd cierto que las tres raices terceras sean vélidas.

Parece obvio que, a pesar de que tedricamente el proceso estd claro, no tiene porque resultar facil
obtener la expresién radical de las raices de p. Esta seccién se dedica a resolver ecuaciones por radicales
de forma efectiva. En la seccién anterior vimos que las ecuaciones de grado < 4 son resolubles por
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radicales y que para resolver todas las ecuaciones de un cierto grado n < 4 basta con obtener una
expresion radical de las raices del polinomio general de grado n. Por supuesto que para n = 1 el
problema es trivial. A pesar de qué sabemos perfectamente cémo resolver ecuaciones de grado 2 y
también vimos en la Introduccién céomo resolver ecuaciones de grado 3, es ilustrativo volver a estas
ecuaciones desde el punto de vista del programa planteado en el parrafo anterior.

Ecuaciones cuadraticas

Consideremos un polinomio de grado 2, p = X2 + aX + b € K[X] y recordemos que estamos
considerando Gal(p/K) como un grupo de permutaciones de las raices de p. Entonces Gal(p/K) es
isomorfo a un subgrupo de Ss, con lo que G = Gal(p/K) es isomorfo a Sz 0 es un grupo trivial. En el
segundo caso el cuerpo de descomposiciéon de p es K y por tanto p es completamente descomponible en
K. Para evitar casos triviales supondremos que G ~ S5 y de hecho identificamos que G y Ss. Una serie
ciclica de Sy es

So > 1

con lo que si el cuerpo de descomposicién de p sobre K es L, entonces L/K es una torre ciclica y
KclL

es la torre de subextensiones ciclicas de L/K que andamos buscando. Luego L = K(y/c) para algin
¢ € K. Con la férmula que aprendimos en la escuela sabemos que L = K (v a? — 4b), es decir ¢ puede ser
tomado como a?—4b. Sin embargo para que este ejemplo sea de verdad ilustrativo debemos olvidarnos de
lo que aprendimos en la escuela y obtener esto de forma directa. Supongamos que p = (X —aq ) (X —a2),
es decir a; y as son las raices de p. Vamos a poner

A:al—ag.

Recuérdese que si p es el polinomio general de grado 2, entonces a y b son dos variables independientes
sobre K y entonces o y az también son variables independientes sobre K, de forma que a = — (a1 + a)
y b = ajas. Por otro lado A2 es un polinomio simétrico en las variables aq, e, con lo que A% es un
polinomio en los coeficientes de p. De hecho A2 = (o +a2)2 —4doas = a? —4b, con lo que efectivamente
L =K(A) = K(Va? — 4b), pues a1 y ag son las soluciones del siguiente sistema lineal de ecuaciones

ap + ay = -—a
- ay = A. (14.1)
Por tanto
—a+ A —a—A
ap = —— g = ——
1 2 y 2 2 )

que proporciona la férmula escolar de la resolucién de la ecuacion de segundo grado.
Vamos a analizar este ejemplo con calma pues tiene dos elementos importantes que nos serviran
para ecuaciones de grado mayor.

Resolventes de Galois

La primera ensenanza de la forma céomo hemos resuelto la ecuaciones cuadraticas es que hemos
introducido un término A = a3 — as del cuerpo de descomposicién sobre K del polinomio p. En
principio A es un elemento desconocido. Vamos a hacer algo similar para un polinomio arbitrario

P=X" =i X" g X" (1) 2y o X2 (1) Iy X+ (1), € K[X],
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cuyas desconocidas raices llamamos aq, ..., a,. Es decir L = K(a1,...,a,) es el cuerpo de descompo-
sicién de p sobre K. Vamos a considerar G = Gal(p/K) como un subgrupo de S,,, identificando la res-
triccién de cada o a {aq, ..., ay} con una permutacién de los subindices, es decir de N,, = {1,2,...,n}.
Para cada o € S,,, consideramos el automorfismo & de K[X7, ..., X,]. Obsérvese que si o € G, entonces

o(flar,...,an)) =a(f)(a1,...,an). (14.2)
Si fijamos 6 € L, entonces § = f(aq,...,a,) para algin f € K[Xy,...,X,] y vamos a poner

Estabg, (f) = {oc€S,:a(f)=f}
Estabg(f) = {oceG:a(f)=f}.

Como consecuencia de (14.2) se tiene que si 0 = f(aq,. .., a,), entonces
Estabg(f) = G NEstabg, (f) C{oc € G:0(0) =0} = Gal(L/K(9)). (14.3)

Sea E = Estabg, (f), con f € K[X1,...,X,] y sea S,(f) = {a(f) : ¢ € Sp}. Es facil ver que la
aplicacién
Sn/E  —  Su(f)
ocE — 3(f)

estd bien definida y es una biyeccién (ver Ejercicio 3.23 del Capitulo 3). Se llama resolvente de Galois
de fypa
RfvP: H (ng(ala"'aan))'
gESH(f)

Lema 14.11. La resolvente de Galois de f € K[X1,...,Xy] yp € K[X] (un polinomio mdnico de
grado n) pertenece a K[X].

Demostracion. Para cada o € S, la aplicacién 7 +— o7 es una biyeccién de S, en si mismo y por
tanto

a(Sn(f)) ={o7(f) : 7 € Su} = {T(f) : 7 € Su} = Sn(/)-

En particular, si 0 € G, entonces

o({q(at,...,an) : ¢ € Su(f)}) {o(q(an,...,an)) : q € Sn(f)}
= {a(@)(a1,...,an) : q € Su(f)}

= {Q(ala"'aan) qGSn(f)}a

es decir, o permuta las raices de Ry p, lo que implica que o(Ry ) = Ryf, y por tanto Ry, € K[X]. O

Teorema 14.12 (de Factorizacién de Resolventes). Sea p € K[X] un polinomio separable de grado
n con raices ai,...,a, y sean G = Gal(p/K), f € K[X1,...,X,], E = Estabg, (f), 0 € S, y 6 =
flai,...,ap). Entonces o(0) es una raiz de Ry,p,. Ademds

1. Sio~'Go C E, entonces o(0) € K.
2. Sio(0) € K y es raiz simple de Ry, entonces 0 'Go C E.

Demostracién. Que o(f) es una raiz de Ry, es consecuencia de la propia definicién de Ry .

1. Supongamos que 0~ 'Go C E. Entonces G C 0Eo~! = Estabg, (5(f)). Aplicando esto y (14.3)
tenemos G = G N Estabg, ((f)) C Gal(L/K(c(0))) C G. Luego Gal(L/K(c(0))) = G = Gal(L/K) y
aplicando el Teorema Fundamental de la Teorfa de Galois tenemos que K = K(o(6)).
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2. Supongamos ahora que o(f) € K y que su multiplicidad en Ry, es 1. Como o(f) € K, se tiene
que To(f) = o(§), para todo T € G. Si 7o (f) # o(f), entonces

Ryy = ngSn(f) (X —glaa,...,an))
(X - 0(9))5X —70(0)) ngsn(f)\{a(a),w(a)}(X —glar,...,an))
= (X —0o(9) HgGSn(f)\{cr(G),'rcr(G)}(X —glar,...,an))

en contra de que o(f) es una raiz simple de Ry . Por tanto 7o(f) = o(f), para todo 7 € G, o lo que es
lo mismo o~ '70 € E, para todo 7 € G, es decir 0 '1Go C E. [

Ejemplo 14.13 (Discriminante). Sea A =[[,,_,,(Xi — Xj;). La Definicién 4.14 muestra que A, =
Estabg, (A) y se tiene que S,,(A) = {A,—A}. Por tanto, si p(X) = (X —a1) -+, (X — ap) € K[X],

entonces
Rap= (X —Alar, .., an))(X + Alag, .. yan) = X2 = Aaq, ..., a,)? = X2~ D.

Si K tiene caracteristica diferente de 2, entonces Ra , no tiene raices miltiples. Aplicando el Teorema de
Factorizacién de Resolventes (Teorema 14.12) deducimos que si p € K[X] es separable y G = Gal(p/K),
entonces G C A, siy sélosi c7'Go C A, siysélosi G C A, siy sdlo si RA p tiene una raiz en K siy
sélo si D es un cuadrado en K.

El elemento D = A(ay,...,a,)% = [Ticicjcnlai— a;)? se llama discriminante de p. Obsérvese que
D # 0 siy sblo si p es separable. En tal caso, la extensiéon L = K(ay,...,a,)/K es de Galois y, si
G = Gal(p/K) = Gal(L/K), entonces LE"4» = K (v/D), es decir, la correspondencia de Galois asocia
G N A, con K(vD).

Ejemplo 14.14 (Resolvente cibica). Consideremos ahora el polinomio
fi=X1Xo + X3Xy € K[X1, X2, X3, X4].

Entonces
Estabg, (f1) = ((12),(34),(13)(24))

que es un subgrupo de orden 8 de Sy y
Su(f) =1{f1, fo = X1 X3+ XoXy, f3 = X1 Xy + X2 X3}
Si Sy, .55, 53,54 son los polinomios simétricos elementales en X1, X5, X3, X4, entonces

R=(T - fi)(T - fo)(T — fo) =T° = P\T* + P,X — P;

donde
P = fitfot+fs = 24(X1X>) = 5
Py = fifo+ fifs+ fofs = Zu(XPXyX3) = 5153 —485,
Py = f1f2f3 = —(24(X12X22X32)+S424(X12)) = 532+51254 —4558,.

En resumen
R=T3— S,T% 4 (58153 — 45,)T + (453 — §%)S, — 52

y, por tanto, si p = X% — aX? 4+ bX? — cX + d, entonces

Rp, =T% —bT? + (ac — 4d)T + (4b — a?)d — 2.
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Este polinomio se llama resolvente cibica de la cudrtica p. Sip = (X — a1)(X — a2)(X — a3)(X — aq),
entonces las raices de S = Ry ;, son

01 = o + azas, 01 = ooz + azas, 03 = aios + azas.

Es facil ver que si p es separable, entonces S también es separable. En tal caso la extensién L =
K(a1,a0,a3,04)/F = K(01,02,03) es de Galois pues L es el cuerpo de descomposicién de p sobre K
(y sobre F'). Por tanto, si G = Gal(p/F), entonces o(6;) € I, para todo o € S4. Aplicando el Teorema
de Factorizacién de Resolventes (Teorema 14.12) deducimos que

o0 'Go C Estabg, (f1) N Estabg, (f2) N Estabg, (f3) =V = ((12)(3 4), (1 3)(2 4)).

y, como V <15y tenemos que G C V' y, de hecho G =V NGal(L/K) (;por qué?), o en otras palabras,
la correspondencia de Galois entre las subextensiones de L/K y los subgrupos de Gal(L/K) asocia F'
con VNGal(L/K).

Resolventes de Lagrange

La segunda ensenanza que podemos sacar de la resolucién por radicales de la ecuacion de segundo
grado es la relacién entre las raices aq,as de un polinomio de segundo grado y la raiz cuadrada del
discriminante, A = VD = a;—as, que en este caso resulta ser el generador del cuerpo de descomposicién
sobre K. Obsérvese que esta relacién estd regida por el sistema lineal de ecuaciones (14.1) cuya matriz

de coeficientes es
1 1 §O~0 51-0
1 -1 = §0~1 51-1 )

donde £ = & = —1 es una raiz segunda primitiva de la unidad.

Supongamos que L es una extensién ciclica de grado n con Gal(L/K) = (o). Suponemos que K
tiene una raiz m-ésima primitiva de la unidad £ = &, y queremos obtener una expresiéon radical de un
elemento o € L en términos de K. Se llaman resolventes de Lagrange de « a los elementos de L de la
forma

n—1
(€0) =) €70 (a).
i=0
Dados A1,..., A, vamos a denotar por V(Ay,...,A,) a la matriz de Vandermonde definida por
A1y ..oy A, €8 decir
1 1 e 1
A1 A2 . A
VA, ooy An) = A2 AN
PUEEIED kD
Recuérdese que el determinante de V(A1,...,\,) es invertible si y sélo si los A; son diferentes dos a
dos, ya que su determinante es J[, ;(Ai — Aj).

Proposicién 14.15. Sea L/K es una extension ciclica de grado n, con Gal(L/K) = (o) y supongamos
que K contiene una raiz n-ésima primitiva de la unidad £ = &, € K. Sean o € L y

To = (]-a Oé), ™ = (ga Oé), vy Tp—1 = (§n717 Oé)
las resolventes de Lagrange de . Entonces

1. v} € K para todo i y
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2. (ayo(a),...,0" Y a)) es la solucién (inica) del siguiente sistema de ecuaciones de Cramer

X1 To

V(17§)€2) A 7€n71)

Xn Tn—1

Demostracién. Como 1,&,£2,...,£" 1 son distintos dos a dos, el sistema es un sistema de Cramer y
por la propia definicién de las resolventes de Lagrange, se tiene que (a, o(a),...,o" (a)) es la solucién
del sistema de ecuaciones dado. Por tanto, sélo falta demostrar que r* € K. Cémo L/K es una extensién
de Galois y Gal(L/K) = (o) demostrar que r]* € K es equivalente a demostrar que o(r}") = r}. Pero

o(r) = ola+&o(a)+E%0(a) + -+ £ Dig" ()
o(0) +E'0%(a) + €03 (a) + -+ + €0 Vig"a).

Como o™ =1y &M= = ¢=¢ pasando el tltimo sumando al principio tenemos

0‘(7"1') = g_iOé + O'(Oé) + giUQ(a) 44+ g(n—Q)io.n—l(a)
= gﬂ'(a + {io(a) + §2i02(0¢) N g(n71)i0n71(a)) _ Eﬂ-ri

Por tanto,

o(r7) = olri)" = (i) = &My = 1.

O

La ecuacién cubica

Consideremos el polinomio general de grado 3: Gz = X3 — C; X? 4+ Co X — C3 € K[X] (donde K =
F(Cq,Cq,C3) para algin cuerpo) y sus raices 11, T», T3, L = K(T1,T»,T3), el cuerpo de descomposicién
de p sobre K, G = Gal(G5/K) = Gal(L/K) ~ Ss3. La raiz cuadrada del discriminante es

A= (T —T)(Th —T5)(Te — Ts).
Sabemos que la serie normal Sy > A4 > 1 se corresponde mediante la correspondencia de Galois con
KCKA)CL

y que D = A? € K. Suponemos que K contiene una raiz tercera primitiva de la unidad £ = &3, y por
tanto L/K(A) es una extensién ciclica de grado 1 6 3.

Vamos a obtener una expresién para D. Para ello expresamos D en términos de los polinomios
simétricos elementales en T7,T> y T3 que son precisamente C1,Cs y Cs:

D = (T) —Tp)*(T) — T3)*(Ty — T3)?
= TPT? + T2+ THT2 + T3T2 + T2T + T2Ty
—2(TPT3 + TPTS + TSTS)
—2T T3 + TV T3 T + T ToT3)
F2TPTETs + TYTSTs + THTLT2 + ThTSTE + T2ToT5 + ThT3TS)
—6T2T3TS
= E3(T14T22) — 223(T13T23) — 20323(T13) + 20323(T12T2) — 603?

Aplicando el algoritmo explicado en la Seccién 2.5 tenemos

23(T14T22) = 012022 - 205’ - 20%03 +4C1C5C3 — 3032,
Eg(Tf’Tg) = CS’ —3C1C5C5 + 30%,

S3(T7) = CF —3C1Cs +3Cs,
E3(T12T2) = (105 —3Cs.
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con lo que
D = 202203 —203Cs + 4C,CyCs — 3C2
72(0% —3C105,C5 + 303?) — QCg(Cf —3CCy + 303)
+203(0102 — 303) — 6C§
= 012022 — 403 — 40?03 + 18C1CyC5 — 2703%

Sustituyendo C;,Cy v C3 por —a, by —c, para un polinomio p = X2 + aX? 4+ bX + c obtenemos el
siguiente lema.

Lema 14.16. Si A es el discriminante del polinomio p = X3 + aX? + bX + ¢, entonces
D = A% = a?b? + 18abc — (4b° + 4a®c + 27¢2).
En consecuencia, si p es separable e irreducible sobre K, entonces

As ~ Cs,  sia?b? — 4b3 — 4a3c + 18abe — 27¢2 es un cuadrado en K;
Gal(p/K) ~ { Ss3, en caso contrario

y Gal(p/K(A)) es ciclico de orden 3.

El grupo Gal(Gs/K(A)) estd generado por el 3-ciclo o = (T1,T5,T3), con lo que las resolventes de
Lagrange de T' = T} son

To = (1,T) = T1 +T2—|—T3:—a
o= (1) = Ti+Eh+ET; (14.4)
rg = (T) = Ti+&Th+ETs
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos
To 1 1
T1 g 52
ro £°¢ ro + 11+ 72
T, = = . 14.5
! 1 1 1 3 (14.5)
1 ¢ &
1%

Ahora observamos que
(T) 4 €Ty + E2T3)° = TP + T3 + Ty + 6T\ ToTs + 3E(TETy + T3 Ts + 36T\ Ty) + 362 (Ty T3 + TET3 + ToT3)
Escribiendo T3 + T + T3 + 611T2T3 en términos de los polinomios simétricos elementales obtenemos
TP+ T3+ T3 + 6T ToT3 = C3 — 3C1Cy + 9C3

con lo que

(T) + €Ty + £2T3)3 = CF —3C1Cy + 9Cs + 3E(TPTy + T3T3 + 3ETT3) + 362 (Th T + T3 + ToT3)
Analogamente

(Ty + €T + €T3)° = C3 — 3C,Cy + 9Cs + 32(T2Ty + TETs + 3TV TY) + 3E(Ty T3 + T2Ts + ToT2)
Sumando las dos expresiones tenemos

(T) + €Ty + E2T3)3 + (T + 3Ty + £T3)% = 2C3 — 6C1Cy + 18C5 + 3(€ + £2)83(T2Ty)
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Teniendo en cuenta que & + &2 = —1y X3(T2Ty) = C1Cs — 3C3 obtenemos
(T} + ETy + E2T3) + (T) + 2Ty + £T3)% = 203 — 6C1Cy + 18C3 — 3(C1Cy — 3C3) = 2C3 —9C,Cy + 27C
Por otro lado
(TPTy + T T + T2Ts) — (' T3 + TPTs + ToT3) = (Th — To)(Th — T3)(Ty — T3)
y por tanto

(Th + €Tz + E°T3)° — (T1 + 2T + €T3)° = 3(¢ — &)(Th — To)(T1 — T3)(To — T3) = 3v/=3A.

Por tanto :
r? —+ 7"% = 2013 — 90102 + 27037
7"? — rg = 3v—-3A

y resolviendo el sistema tenemos

1

(/4203 — 901G, — 27C;5 +3V=3A),
ro= {30} - 9010, - 2705 — 373N,

Sustituyendo en (CubicaT1) los valores obtenidos para ro, 71 y 2 obtenemos

1 5/ 1 a1
T = g (Cl -+ \/5 (20? —9C1Cy —27C5 + 3V *3A) + 6/5(20% —9C1Cy —27C5 — 3V 3A)> .

Esto proporciona una de las raices de G3, excepto que ya sabemos que tenemos tres posibilidades para
elegir las raices ctbicas, con lo que tenemos tres posibilidades para r1 y r2, lo que podria dar lugar a
seis raices distintas de G3 que sabemos que es imposible. Es realidad r; y 72 se determinan una a la
otra por la siguiente férmula:

rire = (Th + Ty + ET3)(Th + 2T + £T5)

(T +To+T3) 4+ (£ + E)TTo 4+ T T3 + ToT3)
(Ty + To + T3)? — 3(ThTo + Ty T3 + ToT3)

— C2-30s.

Por tanto las tres raices cubicas que se pueden elegir como valores para r; determinan el valor de ro y
esto proporciona tres posibles valores para T7. Obsérvese que en realidad estos son los tres valores de
T.,T» y T3 pues los tres valors posibles para r; son de la forma «, o, €2 v si elegimos r; = «, para
calcular T}, entonces al cambiar « por £a 'y €2« obtenemos los valores de Ty y T3 tal como aparecen en
(14.4).

En resumen, cambiando de nuevo C1,Cy y C3 por —a, by —c obtenemos:

Teorema 14.17. Las raices de X3 + aX? + bX + ¢ son los tres elementos de la forma

1 1 1
3 <—a + 6/5(—2a3 +9ab — 27¢ + 3vV—-3D) + 6/5(—2a3 + 9ab — 27c — 3V —3D)>

donde
D = a®b? + 18abc — (4b° + 4a’c 4 27¢%).

y las dos raices cibicas hay que elegirlas de forma que el producto sea a® — 3b.
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La cuartica
Consideremos ahora el polinomio general de grado 4,
Gi=X*—O1 X34+ CoX? —C3X +Cy= (X —T1)(X — To)(X — T3)(X — Ty) € K[X].

con K = F(Cy,Cs,C5,C4) y L = K(T1,T5,T3,Ty4). Recordemos que Sy ~ Gal(G4/K) = Gal(L/K) y
este isomorfismo viene dado por la aplicacién o — & que asocia cada o € S4 con el K-automorfismo de
L dado por &(T;) = T,(;). Recordemos también que la serie derivada de Sy es

Sy>Ay>Vi1
donde V' = ((1 2)(3 4),(1 3)(2 4)). Pongamos
J2 =TT5 + 15Ty,

f1 = T1T2 + T3T4, f3 = T1T4 + T2T3.

Del Ejemplo 14.14 tenemos que FV = K(C1,Cy, Cs, f1, f2, f3) ¥ f1, f2, f3 son las raices de la resolvente
cuibica
R=(X —f1)(X — fo)(X — f3) = X3 — CuX? + (C1C3 — 4C) X + (4Cy — C?)Cy — C2.

La clave de la resolucion de la ecuacién de grado 4 por radicales consiste en que podemos calcular
f1, f2, f3 utilizando el Teorema 14.17 y es facil expresar las raices 11,15, T3, Ty en términos f1, f2, f3.
Veamos esto tltimo. Si ponemos

p1 = T+To—T3—-Ty=2(Ty +To) + Cy,
B = Th—To+T3—-Ty=2(Ty +T3)+ Cy,
B3 = Ti—To—T3+Ty=2(T1 +T4) + Cy
concluimos que (71,75, T3,Ty) es la solucién del siguiente sistema lineal de ecuaciones
1 1 1 1 Ty Ch
1 1 -1 -1 | _ | &
1 -1 1 -1 | T | 3
1 -1 -1 1 Ty B3
que nos proporciona
Ty = $(B1+B2+4Ps+Ch)
T _ 1
by = (B —P2—Bs+Ch)
T3 = 1(—=B1+ 62— B3+ Ch)
Ty = 3(B1— B2+ B3+Ch)

y sélo falta calcular los ;. Para ello observamos que o(8;) = £0; para todo ¢ € V, con lo que los
cuadrados de los 3; pertenecen a FV = K (Cy, Cy, Cs, f1, f2, f3). Més concretamente

2
1
2
2

53

C? —4Cy + 4f1,
= C%—4Cy +4fs,

C2 — 4CH + 4fs.

Esto determina los (3; salvo el signo. Para determinar el signo observamos que (51 06203) = (15203 para
todo o € Sy, con lo que (15203 € K(Cq,Co,C3,Cy). Aplicando una vez mds el método de escribir un
polinomio en términos de los polinomios simétricos elementales obtenemos

B1B2f3 = C3 — 40105 + 8C;
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lo que muestra que el signo de dos de los (3; determina el del tercero. La eleccién de dos de los signos
de los f3;, no afecta al resultado pues sélo produce una permutacién en las soluciones T;.

Si ahora partimos de un polinomio de cuarto grado p = X* +aX?+bX2+cX +d € K[X], podemos
encontrar sus raices cambiando en las cuentas anteriores los coeficientes de la ecuacién general de grado
cuatro por los de este polinomio y obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 14.18. Las raices de p = X* + aX?3 +bX? + cX +d € K[X] son

o = B+ Pa+Bs—a),
ar = 1B —B—B5—a),
a3 = Y(-B1+B—pB3—a),

s = (=B —PBo+PB5—a);

B1=+a%2—4b+40,, Po=+/a?2—4b+40y y fP3=+/a?—4b+ 403

donde 01, 05,03 son las raices de la resolvente cibica

para

X3 —bX? 4 (ac — 4d)X + (4b — a*)d — 2.
con una eleccion de los signos de [(3; de forma que se cumpla

B P23 = 4ab — a® — 8¢

Obsérvese que en la resolucion de la ecuacién de cuarto grado proporcionada por el Teorema 14.18
tenemos dos elecciones posibles para los signos de cada uno de los ;. Combinando estas tres parejas
de elecciones tenemos ocho elecciones posibles de los signos de los (3;, de las cuales cuatro satisfacen la
tltima condicién (313233 = 4ab—a® —8c¢ y las otras cuatro no. Cualquiera de las cuatro que satisfacen la
condicion es valida pues al cambiar de una a otra lo inico que cambia es el orden en el que se obtienen
las raices aq, ag, a3, ay del polinomio original.

14.4. Resolubilidad de las ecuaciones de grado primo

Sea n un ntmero natural. En esta seccién vamos a identificar .S,, con el conjunto de las permutaciones
del conjunto Z,, de clases de restos médulo n. Para cada (a,b) € Z} X Z,, sea 04 : Zn, — Zy, la aplicacién
dada por o4 (z) = ax + b. Obsérvese que 04 = 01,504,0 € Sy, ¥ de hecho el conjunto

Afy ={0ap:a €Z;,beZ,}

es un subgrupo de S,,. En efecto, por un lado o1 o es la aplicacién identidad, con lo que 1 € Af,,. Por
otro, si ai,as € Z} y bi,ba € Zy,, entonces araz € Z, y

Oay,b10az,bz (I) = al(a’Qx + b2) + b1 = a1a27 +a1by + by = Oajas,a1ba+by (l‘)

con lo que
Oay,b10az,b; = Oajaz,arba+by € Afn

Finalmente, si (a,b) € Z; X Z,, entonces existe a1 € Z tal que aa; = 1, con lo que

0a,b0a1,—a1b = Oaay,—aa1b—b = 01,0 = 1
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Oa1,—a1b0a,b = Oaja,a1b—arb = 01,0 = 1.

Es decir U;z‘) = 0qy,—arb € Afn.
Un subgrupo de S, se dice que es afin en S, si es conjugado en S,, de un subgrupo de Af,,. En otras
palabras los subgrupos afines de S,, son los de la forma ¢~ 'Go para G un subgrupo de Af, v o € S,,.

Ejemplo 14.19. Todo subgrupo de S,, generado por un n-ciclo es afin. En efecto, si ¢ es un n-ciclo,
entonces o es conjugado en Sy, de 01,1 = (0,1,2,...,n — 1) (Teorema 4.9). Por tanto (o) es conjugado
de (01,1) en Sp.

Proposicion 14.20. Todo subgrupo afin de S, es resoluble.

Demostracion. Como dos grupos conjugados son isomorfos y un subgrupo de uno resoluble es reso-
luble, para demostrar que todo grupo afin de S,, es resoluble basta demostrar que Af, es resoluble.
Consideremos el subgrupo N = (01 1) de Af,. Obsérvese que 011’71 = 01, para todo b € Z,, y por tanto
N ={o1p:b€Z,}. Ademds N es normal en Af, pues

—1
Uaybo'l,la-a,b =0g-1,—a=10a,b+1 = Oa—la,a=1(b+1)—a—1b = Ol,a—1 eEN

Por otro lado H = {040 : @ € Z},} es un subgrupo abeliano de Af, pues es isomorfo a Z}. Ademads la
aplicacién @ : Af, — H dada por ®(o4,) = 04,0 €s un homomorfismo cuyo ntcleo es precisamente N.
Por tanto Af, /N es isomorfo a un subgrupo de H, lo que implica que Af,/N es abeliano. Como N
también es abeliano, de la Proposicién 5.8 deducimos que Af,, es resoluble. [J

Recordemos que el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable es transitivo (Lema 14.8).
El siguiente Teorema caracteriza los subgrupos transitivos resolubles de S, para p primo. Pero antes
necesitamos alguna notaciéon y un lema.

Si G es un subgrupo de S, y « € Z,, entonces ponemos

G(z) ={o(z) : 0 € G} Estabg(z) ={0€ G :o(x)=x}.

Obsérvese que G es transitivo si y sélo si G(x) = Z,, para todo x € Z, si y sblo si G(z) = Z,, para
algin x € Z,.

Recordemos que si o € S,, entonces M (o) denota el conjunto de los elementos de Z,, movidos por o
(Definicién 4.1). Vamos a denotar por F(o) al complemento de M (o) en Z,.

Lema 14.21. Sea G un subgrupo de S, .
1. Los conjuntos de la forma G(x), con © € Zy, forman una particion de Z,.
2. Six € Zy, entonces |G(x)| = [G : Estabg(z)].

3. Si o € Sy, satisface 07 'Go = G y x € Zy, entonces Estabg(c(z)) = o 'Estabg(z)o y en
particular |G(x)| = |G(o(x))].

4. St G es un subgrupo transitivo de S, y N es un subgrupo normal de G, entonces todas las N -orbitas
tienen el mismo cardinal.

5. 81 G es un subgrupo afin de Sy, con p primo y 1 # o € G, entonces |F(o)| < 1.
6. Sio~ta110 € Af,, con p primo, entonces o € Af,.

7. Sio €Sy, conp primo y F, = 0, entonces o es un p-ciclo.
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Demostracion. 1, 2, 3 y 7 se dejan como ejercicio.

4. Si x,y € Z,, entonces existe o € G tal que y = o(x). Como N <G, 0~ 'No = N y por tanto
IN(@)| = [N(o())] = [N )], por 3

5. Sea 0 € G con G un subgrupo afin de S, y supongamos que F(co) tiene al menos dos elementos
distintos. Tenemos que demostrar que o = 1. Como G es afin, p = 77 'o7 € Af, para algin 7 € S),.
Luego o y p son del mismo tipo (Teorema 4.9) y por tanto |F(p)| = |F(0)|. Si p = 04, con (a,b) €
Ly X Lyp. Si z,y son dos elementos distintos de F(o), entonces

ax+b=x y ay+b=y.

Luego (a—1)(x —y) = 0, lo que implica que a = 1 y por tanto b = 0. Es decir p = 01 9 = 1 y concluimos
que o = 1.
6. Sea (a,b) € Ly, % Ly tal que 0710110 = 04p. Como o1 tiene orden p, o, también tiene orden

p. Del Pequeno Teorema de Fermat tenemos que a? = a mod p y, como o, tiene orden p deducimos

1= Ufl’b = Ogp,c = Ogq,c, Para algin ¢ € Z,. Eso implica que a = 1, y por tanto b # 0. En resumen

01,10 =001 para b € Z;. Si x € Z, entonces
o(x+b) =001 p(x) =01,10(x) =o(x) + 1.
Por tanto, si k = 2b~!. Entonces
o(z) = o(kb) = o((k—1)b+b) = o((k—1)b)+1 = o((k—2)b)+2 = - -- = 7(0)+k = b~ 'a+0(0)0p-1 4 (0) (2)

es decir 0 = 041 5(0) € Afp. O

Teorema 14.22. Las siguientes condiciones son equivalentes para un subgrupo transitivo G de Sp, con
P un numero primo.

1. G es resoluble.

2. G es afin.

3. |F(o)| <1 para todo 1 # o € G.

4. G tiene un subgrupo normal de orden p.
5. |Gl <plp—1).

6. p divide a |G| y |G| < p*.

Demostracion. 2 implica 1 es consecuencia de la Proposicién 14.20.
1 implica 2. Sea G' un subgrupo resoluble de S, y sea

G=Gy>Gi>Gp>--->G,=1

una serie normal con factores de orden primo.

Empezamos demostrando por induccién sobre i, que G; es transitivo en S, para todo ¢ < n. Esto
es cierto para ¢ = 0 por hipdtesis. Supongamos que 0 < i < n y G;_1 es transitivo. Aplicando el
Lema 14.21 a N = G;_1, un subgrupo normal de G;_1, se deduce que los conjuntos de la forma N (z),
tienen todos el mismo cardinal y forman una particién de Z,, con lo que el cardinal de estos conjuntos
es un divisor de p. Como N # 1, |[N(z)| > 1 para algin z (y por tanto para todos), de donde se deduce
que N(x) = Z,, es decir N es transitivo.
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Luego G,,—1 = (o) es ciclico y transitivo y por tanto o es un p-ciclo (¢por qué?). Como oy 1 es otro
p-ciclo, Del Teorema 4.9 deducimos que 7107 = 01 1. Sea H = 77!G7 ~ G. Como G es resoluble, H
también es resoluble y

H=Hy>H,>Hy>--->H,=1

es una serie normal con factores de orden primo, donde H; = 7~ 1G;T para cada 1.

Vamos ahora a demostrar que H,,_; C Af, por induccién sobre 7. Esto es obvio si i = 0 y también
se verifica para i = 1, pues H,_; = 7 (o)1 = (7 'o7) = (611) C Afp. Supongamos que 1 < i <n
y que H,_;—1 C Afy,. Sea 0 € H,_;. Como 011 € Hp,—1 C H, _(i—1) < Hp—;, tenemos que 0_101710 S
Hy_i—1 € Afp. Del Lema 14.21 deducimos que o € Af, y esto demuestra que Hy,_; C Af,.

2 implica 3 es consecuencia del Lema 14.21.

3 implica 4. Supongamos que |F,| < 1, para todo 1 # ¢ € G, o lo que es lo mismo |Estabg(z) N
Estabg(y)| = 1, para cada dos elementos distintos z,y de Z,. Como G es transitivo, p = |G(z)| = [G :
Estabg ()], es decir |Estabg(x)| = |G|/p para todo « € Z,. Por tanto, si n = |G|,

0= U (Estabg(z) \ {1})

€Ly

es la unién de p subconjuntos disjuntos de G, cada uno de cardinal % — 1. Luego

NG\an<E1)p.
p

Por tanto existe 1 # o € N, es decir G tiene un elemento o tal que F, = (. Del Lema 14.21 se deduce
que o es un p-ciclo. Por tanto N = (o) tiene orden p y del Lema 14.21 deducimos que N es un subgrupo
normal.

4 implica 2. Si G tiene un subgrupo normal N de orden py 1 # ¢ € N, entonces del Lema 14.21
se deduce que o es un p-ciclo. Por tanto existe 7 € S, tal que 77 loT = 011 € Af,. Si G1 = 771GT,
entonces N1 = (01,1) es un subgrupo normal de G; y del Lema 14.21 deducimos que G1 C Af,,.

2 implica 5 es obvio pues |Afp| = p(p — 1).

5 implica 6. Supongamos que |G| < p(p—1). Entonces |G| < p?. Por otro lado aplicando el Lema 14.21
y que G es transitivo deducimos que p = |G(x)| = [G : Estabg(x)] un divisor de |G].

6 implica 4. Esta parte de la demostracién utiliza los Teoremas de Sylow (Teorema 14.24).

Supongamos que n = pm < p*. Entonces p { m y, por los Teoremas de Sylow, el niimero np de
p-subgrupos de G de orden p (p-subgrupos de Sylow) satisface np|m y n, = 1 mod p. O sea n, =
1+ kp|m < p para algtin entero k, de donde se deduce que n, = 1. Por tanto, G tiene un unico subgrupo
de orden p, que ha de ser normal en G. [J

Corolario 14.23. (Galois) Si f € K[X] es irreducible de grado primo entonces f es resoluble por
radicales sobre K siy sdlo si K(a, 3) es un cuerpo de descomposicion de f para cada dos raices distintas
de a, 8 de f en una extension de f.

Demostracién. Sea L el cuerpo de descomposicién de f sobre K. Obsérvese que G = Gal(f/K) =
Gal(L/K) es un subgrupo transitivo de S4, donde A es el conjunto de las raices de f. De los Teo-
remas 14.2 y 14.22 se deduce que f es resoluble por radicales sobre K si y sélo si G es resoluble por
radicales siy s6lo |F(c)| < 1, paratodo 1 # ¢ € G, siy sblosi Gal(L/K («, 3)) = 1, para cada elementos
diferentes a, 3 € A siy sbélosi L = K(a, 8). O

Cerramos el capitulo con el enunciado de los Teoremas de Sylow, que hemos utilizado en la demos-
tracién del Teorema 14.22. La demostracién de estos teoremas excede el ambito de estos apuntes.
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Teorema 14.24 (Teoremas de Sylow). Sea G un grupo finito de orden n = p*m, con p primo y p{m.
Un p-subgrupo de G es un subgrupo cuyo orden es una potencia de p y un p-subgrupo de Sylow de G
es un subgrupo de orden p*.

1. G tiene al menos un p-subgrupo de Sylow.

2. Si H es un p-subgrupo de G y S es un p-subgrupo de Sylow de G entonces g 'Hg C S para algin
g € G. En particular todos los subgrupos de Sylow de G son conjugados en G.

3. Siny es el numero de p-subgrupos de Sylow de G, entonces n, divide a m y n, =1 mod p.

14.5. Calculo efectivo del grupo de Galois

Si intentamos enfrentarnos al problema de si un polinomio p es resoluble por radicales sobre un
cuerpo K de caracteristica 0 nos encontraremos con que la solucién proporcionada por el Teorema 14.2
no termina de ser satisfactoria pues necesitamos calcular Gal(p/K) = Gal(L/K), donde L es el cuerpo
de descomposicién de p sobre K, y a primera vista puede parecer que esto requiere calcular L, lo que nos
lleva a calcular las raices de L, que es el problema inicial. Por tanto, tenemos la impresién de encontrarnos
en un circulo vicioso. En esta seccién vamos a ver un algoritmo que teéricamente proporciona un método
para calcular el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable arbitrario.

Seap=X"—S1 X"+ 85X 2+ 4 (=1)""18; + (-1)"S,, € K[X], un polinomio irreducible y
separable sobre K. Supongamos que «q, ..., a, son las raices de p. Vamos a considerar

=T+ - +Than,

donde T1,...,T, son variables independientes y, para cada o € S,,, ponemos
or(B) = Temor+ -+ +Tomom
O’a(ﬂ) = Tlaa(l) + +- ~~+Tnaa(n).

Obsérvese que or(8) = o, 1(3) con lo que el siguiente polinomio podemos calcularlo de las dos siguientes
formas alternativas que se indican

Q= [I & -or®) = ] (X - 0a(8)).

0ESR oESR
Si desarrollamos la segunda forma y lo ponemos como un polinomio en X, 71, ...,T,, observamos que
cada uno de sus coeficientes se obtiene al sustituir aq, ..., a, en un polinomio simétrico y por tanto es

un polinomio en los coeficientes de p. En otras palabras

n!
Q=" | D fi(Sue ST - Tir | X,
J=0 "\ ()
donde cada f;(S1,...,Sn) es calculable en términos de los coeficientes de p. Esta expresién es tedri-
camente calculable, utilizando el método de expresién de un polinomio simétrico en términos de los

polinomios simétricos elementales, por tanto tedricamente podemos calcular () sin necesidad de conocer
las raices aq,. .., a, de p. El siguiente paso consiste en factorizar @ en el anillo K[X,T1,...,T,]:

Q=Q1...Q.
Como el conjunto de las raices de @), como polinomio en X, es A = {07 () : ¢ € Sy, }, hay una particién
Sp = A U---U Ay de forma que

Qi = ] (X~ ox(8)).

oEA;



179

Supondremos que 1 € A;. Si consideramos S,, actuando en las variables 71, ..., T}, se tiene que 7(Q) =
@ y por tanto cada o € S,, produce una permutacién de los Q;. El siguiente Teorema proporciona la
clave para calcular el grupo de Galois de p sobre K.

Teorema 14.25. Sip € K[X] es irreducible y separable sobre K, entonces Gal(p/K) ~ Estabg, (Q1),
donde Q1 es como antes.

Demostracion. Obsérvese que

A = {o€8,: X —or(0) divide a Q1}
{0 €8,:X—pdivide a 07" (Q1)}
{o€8,:Qr=07"(Q)}

= Estabg, (Q1).

Sean G = Gal(p/K) y
P = TI(X ~0u®) = [L(X - o2 (9)).

ceG oceG

Entonces P divide a @, con lo que P es el producto de algunos de los @);. Ademds [ es una raiz de
P, con lo que uno de los divisores irreducibles de P es Q1. Por tanto ) divide a P. Esto prueba que
A CG.

Reciprocamente, si 7 € G, entonces

T(Q1)

[loea, (X —mror(B))
[yea, (X =75 0r(B))
(" (HaeA1 (X - UT(ﬂ)))
= 7,4Q1) = Q1.

La tltima igualdad es consecuencia de que los coeficientes de )1 pertenecen a K. Luego 7 € Estabg, (@Q1).
O

Esta claro que el método proporcionado a pesar de ser algoritmico es poco satisfactorio ya que
requiere unos calculos enormes. Para el caso en que p sea un polinomio irreducible separable de grado
primo g, el Teorema 14.22, junto con el Teorema de Factorizaciéon de Resolvente proporciona un método
alternativo para estudiar si p es resoluble.

Proposicion 14.26. Sean p sea un polinomio irreducible de grado primo q sobre un cuerpo K de
caracteristica 0, f € K[X1,...,X,] un polinomio tal que Estabg_ (f) = Af, y R = Ry,.

1. Si K no contiene ninguna raiz de R, entonces p no es resoluble por radicales sobre K.
2. Si K tiene una raiz simple de R, entonces p es resoluble por radicales sobre K.

Demostracion. Sean «g,...,a, las raices de p en un cuerpo de descomposicién de p sobre K y sea
ozf(ala"'aan)'

1. Si p es resoluble por radicales sobre K, entonces G = Gal(p/K) es resoluble (Teorema 14.2) y por
tanto G es afin (Teorema 14.22), es decir existe o € G tal que 0~ 'Go C Af, = Estabg, (f). Aplicando
el Teorema de Factorizacién de Resolventes deducimos que o(6) es una raiz de p que pertenece a K.

2. Si f € K es una raiz simple de R entonces 8 = o(0) para algin o € S,. Del Teorema de
Factorizacién de Resolventes deducimos que 0~ 1Go C Af,, con lo que G es un subgrupo afin de S,.
Del Teorema 14.22 deducimos que G es resoluble y, del Teorema 14.2, concluimos que p es resoluble por
radicales sobre K. [J
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Para fijar ideas supongamos que p tiene grado 5 y sea

= Xocayp, olatadas)
= $?I%$3 + xlxgacg + x%x%u + ac%acgm + x?achi + xlac%aci + I%$3Ii+

$2I§$i + x%x%% + xi’x%% + acgaci% + x%xi% + xgacgacg + achgacg—l—

x?ux% + xlxiacg + x%xgacg + aclac%xg + x%ux% + xgaciacg
Entonces Estabg,(f) = Afs. Podemos ahora calcular Ry ), que es un polinomio de grado 6 cuyos
coeficientes son polinomios en los coeficientes de p, observando que los coeficientes de R, son polinomios
simétricos en las raices de p. Por tanto R, es un polinomio de grado 6 cuyos coeficientes se pueden
expresar en términos de los coeficientes de p. Més concretamente, si

p= X5+ a1 X 4+ asX? +asX? + as X + as

entonces Ry, es igual al polinomio con el que cerramos esta seccién. Puede parecer que esto es bastante
inttil por dos razones. En primer lugar por la longitud del polinomio y en segundo lugar porque
reducimos el problema de decidir sobre la resolubilidad de una ecuaciéon de grado 5 a la busqueda
de una raiz de un polinomio de grado 6. Sin embargo, el polinomio proporciona un método rapido
para descubrir si un polinomio de grado 5 es resoluble por radicales en algunos casos. Por supuesto
serd necesario utilizar un ordenador para calcular la resolvente. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 14.27. Si p = X5+ X2 — 1, entonces Ry, = 1 + 6T + 1572 + 207> + 15T* + 67° + T,
que no tiene ninguna raiz en Q. Deducimos que p no es resoluble por radicales sobre Q de la De la
Proposicion 14.26.

Sin embargo si ponemos p = —1+5X + 10X2 + 10X3 4+ 5X* 4+ X°, entonces Ry, = —256000000 —
608000007 — 560000072 — 24000073 — 40007** + 207 + T = (T — 80)(T + 20)5. Como Ry, tiene una
raiz simple en Q, de la Proposicién 14.26 deducimos que p es resoluble por radicales sobre Q.
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La resolvente séxtica de la ecuacién de quinto grado

TG
+71°
+74

+7°

+T2

(—2a1aza3 + 6a§ + 6afa4 — 8asas — 14a1a5)

(a1a2a3 + 2a3a3 + 2a3a3 — 16a1a2a3 + 15a3 + 2a1a2a4 - 6a2a4 — 17a1a2a3a4 + 34aiadazas+
31a1a3a4 — 40a2a3a4 + 24a1a4 72a2a2a3 + 40a3a? + a3a3as — 8afaszas + 55a3azazas—
50a2a3a5 — 70a1a3a5 — 80a1a4a5 + 160aiasaqas + 40a1a5)

(— 2a1a2a3 2a1a2a3 + 8afa3a3 + 10a3a3 + 1Oa1a3 44a1a2a3 + 20a3 — 2a3a3azas+

5a1a2a3a4 + 10a1a2a3a4 + 3a1a2a§a4 — 45a2a3a4 + 8a1a3a4 — 114a1a2a3a4 + 167a1a2a§a4+

64a? a3a4 — 80a2a3a4 + 8ataza? — 37a1a2a4 + 40a3a3 — 54a1a2a3a4 + 187a1a2a3ai
152a1a2a3a4 + 116a‘11a§ai - 284a1a2a3a4 + 160a2a3ai + 56a1a4 — 268a1a2a4 + 384ata3al—
160a2a4 32a3aza; — 2a1a2a5 + 9a1a2a5 + 10ata3azas — 6lalasiazas + 15a3aza5+
30a3a3aas + 63ara3a3as — T2atajas + 236a3azaias — 200a3a3as — 140a1a3as — 12a3a3asa5+
76a§a§a4a5 — 54a1a‘21a4a5 — 32a‘13a3a4a5 + 316a‘11a2a3a4a5 — 914a%a§a3a4a5 + 400a§a3a4a57
236aja2asas + 640aiaza2asas — 240(1‘?(12(15 + 952a113a2a421a5 — 640a1a§a421a5 + 32a‘fa2a§
236&‘11113(1% + 400&%(13(1% 125a3a2 + 128ajasza? — 310atasaza? + 175a1a3a3a2 + 160a2a3a?+
120ajasa? — 780a1a2a4a5 + 320a1a5)

(a2a3 + 4a1a2a3 — 14a1a2a3 + a%a§ — 14ataqza§ + 27@%@%@? + 18a3a$ + 18a3al — 56a1a2a5+

15a$ + 3a2aSa3as — 6asa3ay + 3a1a2a§a4 44a1a2a3a4 + 72a1aga§a4 — 13a‘fa2a§a4+

102a‘11a§a§a4 — 73a1a2a§a4 —107a a§a4 + 31a? a3a4 — 251a1a2a3a4 + 297a1a a3a4+
66aZalay — 80asalay + ataSa? — 6a2afa? + 9a2a4 - 13a1a2a3a4 + 67a3a3aza? — 90aiaSaza3+
33a8a3aa? — 7Oa‘11a§a§ai - 68a%a§a§ai +196a3a3a3 + 22a1a3a4 347a5aza3a? + 831a3a3aiai—
556a1a§a§ai + 211a1a3a4 420a1a2a3a4 + 240a§a§ai + 22a1a2a4 - 138@%@%&2 + 260a%agai
136a2a4 — 116a1a2a3a4 + 618a1a2a3a4 — 1016a1a2a3a4 + 472a1a2a3a4 + 228a1a3a4
876atasaa; + 1132a%a%a§a2 480a2a3a4 - 96a‘fa§ai + 96afa} — 632a1a2a4 + 1404a1a2a4
1248a%a3a; + 400a2a4 48ajaza} + 128a1a2a3a4 64atal + 2ataSazas — 9alalazas—
11alajaZas + 56a3a3aias + 12a1aSadas + 10a8a3a3as — 52ala3aias — 169a3a3aias — 5adaias—
12ala3as + 109a?a2a§a5 — 49a?a§a§a5 + 325a1a§a§a5 — 209@‘11aga5 + 378a%a2a§a5—

300a§a3a5 — 140a1a3a5 — bafa3asas + 32a3aSasas — 36a1a2a4a5 + 30a1a2a3a4a5—
225a1a2a3a4a5 + 219a1a2a3a4a5 + 90a2a3a4a5 + 48a1a2a3a4a5 — 260a1a a3a4a5+

1020a1a a3a4a5 — 925a1a2a3a4a5 236a$ a3a4a5 + 1412a1a2a§a4a5 — 3024a1a2a§a4a5+
1200a3a3asas — 228a3a3asas + 960a1a2a§a4a5 — 36ala3alas + 260a3a3alas — 357atajadas—
40aiajaias — 120afazaias + 1128aSazazaias — 4058ata3azasas + 5124a%a§a3aia5—
1400@%@3@21@5 — 840a1a§aia5 + 2488a1a2a§aia5 — 1920a1a§a§aia5 — 416a1a4a5+

2640a1a2a4a5 — 4568a3a2aias + 192Oa1a2a4a5 + 624a1a3a4a5 + 7a1a2a5 13a1a2a§
63a1a2a5 72a1a2a3a5 + 330a1a2a3a5 + 2a1a2a3a5 + 20a1a2a3a5 + 48a1a3a5 224a1a2a§a5
731a1a2a3a5 + 152a1a2a3a5 + 250a2a3a5 + 782a1a3a5 721a1a2a3a5 + 525a1a2a3a5+
240a1a3a5 + 144a1a2a4a5 — 984a1a2a4a5 + 1726a1a2a4a5 — 1276a1a2a4a5 + 500a3a4a2+
384a1a3a4a5 — 1220a1a2a3a4a5 + 4854a1a2a3a4a5 3300a1a2a3a4a5 — 844a1a3a4a§
2340a1a2a3a4a5 + 96a?aia§ 3112a1a2a4a5 + 3340a%a%aia§ 64a1a5 + 176a1a2a5+
1036a5a2a? — 2800a1a2a5 + 875a1a2a5 968aSazas + 720a1a2a3a5 + 1450a2a3aza+
960a3a3ai + 2400aiasai — 880a3azasai — 2560atas) +
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+T

(—2a2
14a3 1a2a3 + 448
39a1a3 - 34a1a2a3 n 2a1a 2a7
1671a2aga4 - 2(2)a3 + 6@ 2_ 3+ 18a11‘a3 .
ad gla 3aSas — 2aiaza3a a1azaia 3a% — 28a1a3af
1(12(13(),4 +3 103a a62 4+ 201a1a4 _ 4a‘11aga4 203 + 40848
170(1?(14113 2 a1a2a3a23 4 39a a 2a3a4 +2 3a4 + 32a7 16 347 28ata,ad
8la 4243a4+519 4 a‘fas 9 3@4_22 a1a3a4_ 1a2a3a4_ 4a0a8 + 34a2
170 (1223&421 + 26 a1a2a3a 2a3(li +27a 8a1a2a3a 62@1@20/ " 31a5a§a4 al@%ag 14 s
19aa1a3ai _ 2769a aﬁai +477 §24a1a2a31a2a3a4 - 9‘1—’_22290/101 Z/ 4+ 2630, “ _60/'{0/%@204—’_ a2a§+
462(11223?3“4 + 11g1a2a3a4 + 121‘13&?1 634061 N 19a1a251a§a§a§ 1%%4 ;" 34a1a2a3a4—
2 1a2a§a3 a1a2a3a _ Oa2a3a alaga 542 3a4+227 6 a2a§a2 3a4 — 40a
9864a?aga343+ 7260’%0,5&24 232a " 4 + 20’1& a 4 +1118a a1a§a§a2 4 + 10a1a3a3 220/30,4_
6a} zay +1 2a3ai fafaza Sa3 — 15a] 1020 4 446 20341
1aa 220 3 — 348a$ sai + 18 aa7323a4,6 ata 4
89247 354 Jr28(18 3 aiaza a2a2a3 8a1a 11204 +3 56a 5 2a3a i+
a ta3al — 3“4 + 27 a4 + 28 2a3a + Taia 1a2a3a 4
2560;4233“4 93900 222a 8afa alasa . 34a8 2.2 sai — 32 i+
2 20a® 1a2a L 3a4 8 4 628 laga a3 — aja’
2632a1a2a3a4 — 924 tajasay 1+621 48ata ajaza a3 — 9afa3 47
32a2q3 4t 294 a’la a4 1 2‘13(1 30'4 +2 1a2a2a3
128a4132a4 419 a1a2a2 4 8ada 2 41732 4+1112 341a® 3 1
a3al 8af 3a; + 80 i 2a3a _ ala a1a2 4.3 a2adal—
31a8a 3} — 1284f fa3a] +28 Oadadal — 1312 3} +25 2050 304
4842 da%ai — a 6a? 1 — 480
347a43§5 +9a]a3 124 — 2da 28“1@3@5 T 112a%a3 122‘13&4 432 2‘14 - 128(1 a2a3a2
ta3a3 ! 2a3a L 2a3as+ § — 51243 51 3a4+25 8ala 1020,
461a1a3aga5 99542 5 123a o 9a1adala Sai — 144@ Gal%a CIL 204 — 1636 3a4+
27a 2 305 — 9 1a2a3a 2a3a5 + 3a5 — 2(1 1a3a 3 4 4+ 96a10 a1a2a a4
1a¥% 34atal 5 + 3a3 428a Sada 3+ 896 1042 3 4+
60a7 a2 a5 + 2248 1a3a5 1 268 %a3a5 £S 1a2a§a5 - 93(15 + 3244 a31a2a3a _4 — 816a8a
1821 2a3a4a5 + 1a2a3@4a ald%?a ajagas + 3a1a2a 1a2a3af> - 14 512“1@ p 2a4+
a1(12a 550a} 5 — 179 Tas —200a3 365a° 63(15 4+ 76 18a2a 2azaj—
470a1a 3a4a5 + 1601a2a3a4a5 1a1a2a3a4a a2a;§a5 N 7(1)a2a3a5 - 210a1a2a3a5 1 2a3a5+
169444 2(13(14(15 . a1a2a —1136a3 5 + 369 arada ala . _
5 1854 3a4a5 + a2a a aja3a jas — 2a3ja5 Sagas+
29a7 10205044 ajaza 546a7 zasas +3 2030405 — 1a3a
ala? 5 — a ada3 2 5 — 1 40
317519(1234% + 252@‘222631%224&22 + 351%&?23%&5 + 752“(11112@%&4% 17Zg%3a4a55——|— 15a3adasas—
2365(11 Sasaja ! 2a4@5 — 5+ 120 Sajasas — 2 Sa4a a1a2a3
23 1673 628a3aj Oa3a3 5 — 2359 5 — 24a} 5030405~
9182a1a2a3aia5 aja 1a2a2 30405 — a1aia 1a3a4a 5
a — 65 2030 o 405 + 4 68a 2 30‘4(1 5+
1920a1a2a3a4a5+10§9a1a2a§a425 260“2(1 QOalagaia 1a3a4a5+64'?0 390a(15a5a
176a a2a3a4a5 _ 1046811%(13%3225 + 3732(11(31114(215 + 120151+ 134a%a3a glawg%Z 105+
a a 2 2 30 —
§300a2a2a%25 + 1648aa;a2a4a5 _ﬁ9552 2800(12&&2“4&5 _ 5égza3aia5 B 54225 — 12915a6a4
48a 35 — 880 1 2a3aia ala 3,3 jajas 98 agaw ala?a3a Sasazaia
92849 ta3ajas — aja3aja 5 7764a a5 — 251 2a103a 5 +4074a sajas+ a
oahafoicd + sl ﬁ‘iz;glmal;“zz%gias
2 3a as — 8 ad 2030
2254;2223%4—64 alamga alaza aas — 605 atadaza’ tada 105—
2 Ta3 tas +6 4a571 6aa 223a4a - 4a5+8
312a8122a’3a§ +3 falaza? — 40a a 0248a? sasaja 5 — 1405 araSal
1a3a2 - 25a§a2 25 855a 1 4(15 ab 1(12a4a 4 5 + 3840 Gala a 2 105—
?sgal“?a:% f;lal%aizs B 580“&1132?335 + 242(;2(;52+ 18&5‘11;; 18624‘1‘13(132411%@3“425?4%—’—
aja 25a1a2 5 — 257 pa3a5 + 3 faja3az 8a2 — 81a? qas — 4
2 1030403 1a3a3a? aa 444a3a3 5 1226 a?ada? 000a
33;01(12&3(1451@ i2§a2a4aza5 ;‘8160(1%22235 + 270a%2222§a§ _ 243’17a2a3a51—2(113;6 108@%0(11(;2a3a5+
aja 5 0a — 288af 305 + 38 2a3a2+ ala ata 5
510 1 2a3a4a 1a2a a 1a2a3a ala a 5 875 2a3a 20’30/
e o MG i
a 6 3 407 — 3 402 20 2 102 a 5
4480a1a2a4a5 + 677200a1a2a3a 5 1750@ a 5 688a1a3a4a5 — 23855 + 62a1a21a3a5
3680a1 2“3(14a 28a°a 58a4 1a3a4a _ a1a3a ala%GQ 2
5 + 668 ta3asa lazaia 5 — 2340 4a5 — 15 2a4a2—
22 1%aw 0a?a2a? ja3 — p 5+1 aja 44a >
50aiada 2 _ 385647 a1a2a3a421(1§ 2329603 a3 950a1a2a a2a3a4a5 s 1a2“§a4a
736a£1)a§a35 + 1040a8 al 3a4a5 16 608a§a3a22a364a5 + 9;05 + 500(16 236a1 4sa 5+
786a2 5+4392 1 2a3a _ a1a qa: — 209 Oa 2‘14aQJr 4@5
la a 5 — 68 2“5 3 6a® 1a3a 5+ 105
31968‘53325 A 29053223% S8 1ajag0qa; +”f§f2as +1(1125%4§ ot 9131&245 ; 248(16(;‘121%3(14@3,
836a] Sasad 4 24 ! 2asa 1a2a a ]7a4 aa 1a2a3 g L 2a3a2
086 5+960 3% 637 tasa ajad — 2 4a5 5
6368a1a2a3a4a ala ala3a Ta3a3 22 a3 — 8 828
5 — 7800 2a4a — 3 5*12 1 2a3a3 755@ alaga
1000 1a2a4a5_12 ala’ga 2 —9000a 8a1 P 5+6125a 1a2a3a - 24+
121 a1a2a5 —|— 31 400’10/ a 3@4@5 + 101 1a2a4a5 — 14 5 2880, 1a2a3a 5 6250’2@ 3
60a$ 25a3 sajai + 6 44af 456a% 1a2a 5 — 3812 3a5
Yasas + 13766“5 1 364847 40“%%;{ fsams _ 17éa3a4a5 - ‘5‘255+ 74484 aSa3ad+
ata Tagas — 14463 0a3 6a$ 1a2a4a3
foaaad-+ 66560 2540%%@2;“1% "i0aioacsascs + fozoaaaddy i
raz) + 3a; — 720 a1a2a4 _ 8ala3a?
Oafa 5 — 1800a 4v5
1 2a3a _ a1a3a4
5 512Oa 2U5
1a3a5
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(atasal — 4a2ajal + 4aSal — 4aja3al + 16a3a3al — 16aja3af + 4a$al’ — 16atazal’ + 14a2a3ai®+
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14.6. Problemas

1.

10.

Demostrar el Teorema 14.2 cambiando la hipétesis de que K tenga caracteristica 0 por la de que
la caracteristica de K no divide a n!; el Corolario 14.6 y los Teoremas 14.17 y 14.18, cambiando
la hipotesis de que K tenga caracteristica 0 por la de que K tenga caracteristica diferente de 2 y
3; v el Corolario 14.23, cambiando la hipétesis de que K tenga caracteristica 0 por la de que la
caracteristica de K sea mayor que el grado de f.

. Sean K un subcuerpo de los nimeros reales, p € K[X] irreducible de grado 3. Demostrar que el

discriminante de p es negativo si y sélo si p tiene una tunica raiz real y que en caso contrario p
tiene 3 raices reales.

Demostrar que para todo cuerpo K el polinomio X2 — 3X + 1 es irreducible o se descompone
completamente en K.

Sean K un cuerpo de caracteristica diferente de 2 y p € K[X] un polinomio separable irreducible
con discriminante D tal que Gal(f/K) es ciclico. Demostrar que vD € K si y sélo si |Gal(p, K)|
es impar.

Sea L el cuerpo de descomposicién de X3 — X + 1 sobre Q. Hacer un diagrama de los subcuerpos
de L y describir el grupo de Galois de L sobre cada uno de estos cuerpos.

Sea L el cuerpo de descomposicién de un polinomio irreducible de grado 3 sobre un cuerpo K de
caracteristica 0. Demostrar que L/K tiene tres o ninguna subextensién de grado 2.

Sean K un cuerpo de caracteristica 0, f € K[X] irreducible de grado 4, L el cuerpo de descom-
posicion de f sobre K, F el cuerpo de descomposiciéon de la resolvente cibica de f sobre K,
m=[F: K]y G = Gal(L/K). Demostrar

a) m=1,2,366.
b) Si m = 6, entonces G ~ Sjy.
¢) Si m =3, entonces G ~ Ay.

d) Sim =1, entonces G ~ Cy x Cy (el producto directo de dos grupos ciclicos de orden 2).

e
f

Sea K un cuerpo irreducible de grado 4 sobre un cuerpo de caracteristica 0 y o una raiz de K.
Demostrar que K y K () son las tnicas subextensiones de L/ K siy sélo si Gal(p/K) is isomorfo
a Ag 6 5y.

Sim =2y f esirreducible sobre F', entonces G ~ Dy, el grupo diédrico de orden 8.

)
)
)
)
)
)

Sim =2y f es reducible sobre F', entonces G es ciclico de orden 4.

Demostrar que si K es un subcuerpo del cuerpo de los nimeros reales, p € K[X] es irreducible de
grado 4 y K tiene exactamente dos raices de p, entonces Gal(f/K) ~ Sy 6 Dy.

Sean K un cuerpo de caracteristica cero, p = X% +aX?+ b € K[X] irreducible y G = Gal(p/K).
Demostrar
a) Sibes un cuadrado en K, entonces G ~ Cy X Cs.

b) Si b no es un cuadrado en K pero b(a? — 4b) es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de
orden 4.

¢) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica entonces G ~ Dy.
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Sean K un cuerpo de caracteristica cero, p = X* + bX? + ¢X? + bX + 1 € K[X] irreducible,
G =Gal(p/K),a =c?+4c+4—4by 3 =0b*>— 4c+ 8. Demostrar

a) Si « es un cuadrado en K, entonces G ~ Cs x Cj.

b) Si « no es un cuadrado en K pero af es un cuadrado en K, entonces G es ciclico de orden
4.

¢) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica, entonces G ~ Dj.

Determinar el grupo de Galois del polinomio X* — 5 sobre cada uno de los siguientes cuerpos: Q,

Q(V5) y Q(iv5).

Determinar el grupo de Galois sobre los cuerpos indicados de cada uno de los siguientes polinomios:

X3 42X + 2 sobre Zs. X*+6X2+9 sobre Q. X% —4X?+ 2 sobre Q.
X5 4+4X3 + X sobre Q. X%+ X? — 6 sobre Q. X4 —4X? 416 sobre Q.
X% — X? -2 sobre Q. X6 — 9 sobre Q. 4X* —8X?2 41 sobre Q.

X5 — 323 — 2X2 + 6 sobre Q. X3 —10 sobre Q(v/-3). X* — 5 sobre Q(v/5).
X* — 2 sobre Q(4).

Demostrar que si p € K[X] es irreducible, K tiene caracteristica 0 y p es resoluble por radicales,
entonces |Gal(p/K)| divide a p(p — 1).

Sea f € K[X] irreducible de grado impar y resoluble por radicales sobre K, donde K es un
subcuerpo de R. Demostrar que el niimero de raices reales de f es 1 6 p.

Demostrar que el discriminante del polinomio p = X* 4+ aX? +bX? +cX 4+ d es

D = a?b%c? — 4b3¢? — 4a3¢3 + 18abc® — 27¢* — 4a2b3d + 16b4d + 18a3bed — 80ab?cd
—6a2c2d + 144bc?d — 27a*d? + 144a?bd? — 128b%d? — 192acd? + 256d°

y que si p es irreducible y separable sobre K entonces Gal(p/K) es isomorfo a Ay 6 Co X Cy siy
sélo si D es un cuadrado en K.

Sea f un polinomio separable con coeficientes reales y n el nimero raices no reales de f. Demostrar
que el discriminante de f es positivo si y sélo si n es multiplo de 4. (Indicacién: Obsérvese que si

a'y (3 son dos raices de f que no son iguales ni conjugadas, entonces (o — 3)(a@ — 3) € R y que
(e —a)? <0.)

Demostrar las siguientes propiedades para E/K una extensién de cuerpos (no necesariamente
finita) y f € K[X] un polinomio irreducible de grado primo p > 5.

a) Si f es resoluble por radicales sobre K, entonces el nimero de raices de f en E es 1 6 p.
(Indicacién: Utilizar el Teorema 14.23.)

b) Si f=XP—aX +be Q[X] cona >0 entonces f no es resoluble por radicales sobre Q.

¢) Si E =R, p=1mod 4y el discriminante de f es negativo entonces f no es resoluble por

radicales sobre K. (Indicacién: Utilizar el Ejercicio 17).

Seanp =31 piX'yq=> . ,¢X" dos polinomios de grado n tales que ¢; = p,—; para todo i.
Demostrar que p es resoluble por radicales si y sélo si lo es q.

Decidir cudles de los siguientes polinomios son resolubles por radicales sobre Q y si es posible
encontrar una extensién radical que contenga su cuerpo de escision.

X5—2X%442, X°—4X?%42, X°—4X+2, X°—4X+10, x5-1022+5,X"—10X°+15X+5.
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del Ferro, Scipione, 1 radical, 157
derivada (de un polinomio), 38 separable, 120

n-ésima, 38 simple, 93
DFU (dominio de factorizacién tnica), 26 transcendente, 96
DIP (dominio de ideales principales), 26 extensién de cuerpos, 21
discriminante, 168
divide, 24 factores
divisor, 24 de una serie, 86
divisor de cero, 20 factorizaciones equivalentes, 26
dominio, 19 factorizacién

de factorizacion, 26 en irreducibles, 26

de factorizacion tunica, 26 Ferrari, Ludovico, 1

de ideales principales, 26 Fontana, Nicolo. Tartaglia, 1

de integridad, 19 funcién

euclideo, 31 euclidea, 31

Duplicacién del Cubo, 141
Galois, Evariste, 5

ecuacion Gauss, Karl, 4
resoluble por radicales, 161 grado, 9
Ecuacién de Clases, 68 de inseparabilidad, 119
ecuacién general de separabilidad
de grado n, 162 de un polinomio irreducible, 119
elemento de una extensién, 117
cambiado por una permutaciéon, 73 de un monomio, 47
divisor de cero, 20 de un polinomio, 33
fijado por una permutacion, 73 de una extensién de cuerpos, 91
inverso, 7 grado de inseparabilidad
invertible, 7 de un polinomio irreducible, 119
neutro (de un grupo), 57 grupo, 57
primo, 25 abeliano, 57
elementos aditivo de un anillo, 58
coprimos, 30 afin, 89

endomorfismo alternado, 77



infinito, 81
cociente, 62
conmutativo, 57
ciclico, 58, 60
de cuaterniones, 68
de Galois
de un polinomio, 161
de una extensién, 92
de permutaciones, 58
de unidades de un anillo, 58
diédrico, 59
nilpotente, 88
resoluble, 84
simple, 79
simétrico, 58
grupos
isomorfos, 64

homomorfismo
de anillos, 14
de cuerpos, 21
de evaluacién, 35
de extensiones, 92
de Frobenius, 118
de grupos, 64
de reduccién de coeficientes, 36
de sustitucién, 16, 35
trivial (de anillos), 15
trivial (de grupos), 65

ideal, 11

cero, 12

generado, 12

impropio, 12

maximal, 20

primo, 20

principal, 12

propio, 12

trivial, 12
identidad

de Bezout, 30
imagen

de un homomorfismo

de anillos, 16
de grupos, 64

indeterminada, 45
indice, 61
interpolacion

de Lagrange, 53
inversién (presentada por una permutacién), 76

inverso, 7
invertible, 7
irreducible, 25
isomorfismo

de anillos, 16
de extensiones de cuerpos, 92
de grupos, 64

K-homomorfismo, 92

Lagrange, 4
Lema

de Extension, 94
de Gauss, 41

levantamientos

clase cerrada para —, 97

libre de cuadrados

ndmero entero—, 28

longitud

de una serie, 86

méximo comun divisor, 29
método de Kronecker, 55
minimo comun multiplo, 29
monomio, 46

multiplicativa

clase —, 91

multiplicidad

de una raiz en un polinomio, 37

multiplo, 24

norma, 147
ntcleo

de un homomorfismo
de anillos, 16
de grupos, 64

orbita, 71
orden

de un grupo, 61

p-grupo, 68
par (permutacién), 76
perfecto

cuerpo, 124

periodos de Gauss, 115
permutaciones disjuntas, 73
permutacién, 26

impar, 76
par, 76

p-grupo, 178
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polinomio, 9
general
de grado n, 162
caracteristico
en una extension, 147
ciclotémico, 45, 112
constante, 11
cuadratico, 33
ctbico, 33
en n indeterminadas, 45
homogéneo, 47
irreducible, 96
lineal, 33
monico, 33
minimo, 96
primitivo, 41
separable, 120
simétrico, 48
polinomios simétricos
elementales, 48

primitivo
elemento —, 121
primo
elemento -, 25
ideal, 20

propiedad universal
de los anillos de polinomios
en una indeterminada, 34
en varias indeterminadas, 46
del cuerpo de fracciones, 22
proyeccién
candnica, 15, 65
en una coordenada, 15
PUAP, 34, 46
puramente inseparable
elemento —, 123
extension —, 120

raiz
n-ésima primitiva de la unidad, 112
de la unidad, 106
de un polinomio, 36
multiple (de un polinomio), 37
simple (de un polinomio), 37
regular, 19
resolvente
de Galois, 167
de Lagrange, 169
resto
de una divisién, 36

Ruffini
regla de —, 52
Ruffini, Paolo, 5

separable
elemento —, 120
extension —, 120
polinomio —, 120
serie
abeliana, 86
central, 88
ciclica, 86
de potencias, 9
derivada, 84
normal, 86
signo (de una permutacién), 76
solucién por radicales, 4
subanillo, 9
impropio, 10
primo, 10
propio, 10
subcuerpo, 21
primo, 24
subcuerpos
cerrados de una extensién, 126
subextensién, 92
de una torre de extensiones, 91
subgrupo, 59
caracteristico, 70
cerrado en una extension, 126
conmutador, 83
ciclico, 60
de Sylow, 72, 178
derivado, 83
n-ésimo, 84
generado por un subconjunto, 60
impropio, 59
normal, 62
propio, 59
transitivo, 133
trivial, 59

Tartaglia, Nicolo Fontana, 1
Teorema
90 de Hilbert, 151
chino de los restos
para anillos, 19
para grupos, 67
reciproco del —, 28
de Abel, 79



de acotacion de raices, 37
de Artin, 121
de Artin-Schreier, 153
de Cauchy, 71
de estructura de los grupos abelianos finitos,
67
de Factorizacion de Resolvente, 167
de Galois
sobre resolubilidad de ecuaciones, 161
de Gauss
sobre constructibilidad de poligonos regula-
res, 142
de Kronecker, 94
de la correspondencia
para anillos, 13
para grupos, 63
de Lagrange, 61
reciproco del —, 78
de las irracionalidades accesorias de Lagrange,
131
de Ruffini, 36
de Wantzel, 139
de Wilson, 53
del Elemento Primitivo, 122
del Resto, 36
fundamental
de la Teoria de Galois, 129
del algebra, 101
Teoremas
de isomorfia
para anillos, 17
para grupos, 65
de Sylow, 178
término (de una serie), 86
tipo
de un monomio, 46
de una permutacion, 74
torre
de extensiones de cuerpos, 91
radical, 157
transcendente
elemento —, 96
transitivo
grupo de permutaciones —, 163
transposicion, 73
traza, 147
Triseccion de Angulos, 140

unidad, 7
de un anillo, 7

Vieta, Francois, 4

191



