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Ángel del Ŕıo Mateos
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Introducción

En la escuela aprendimos a resolver ecuaciones lineales

aX + b = 0 (1)

y cuadráticas
aX2 + bX + c = 0. (2)

donde a, b y c son números y suponemos que a 6= 0. Es bien sabido que la única solución de la ecuación
(1) es − b

a y que la ecuación (2) tiene a lo sumo dos soluciones que se obtienen al elegir el signo de la
ráız cuadrada en la siguiente expresión:

−b±
√
b2 − 4ac

2a
. (3)

En realidad, si b2 = 4ac, entonces la ecuación (2) tiene una única solución y, si nos restringimos a los
números reales, entonces la ecuación no tiene solución si b2 − 4ac es negativo.

Las ecuaciones (1) y (2) aparecen naturalmente en multitud de problemas y sus soluciones son
conocidas desde tiempos de los babilonios. Sin embargo, hasta el Renacimiento no se descubrieron
fórmulas para resolver las ecuaciones de tercer y cuarto grado, conocidas con el nombre de cúbicas y
cuárticas respectivamente. Al parecer Scipione del Ferro (1465?-1526) fue el primero en descubrir una
fórmula para resolver ecuaciones de tercer grado. Los descubrimientos de del Ferro no fueron divulgados
y fueron redescubiertos más tarde por Nicolo Fontana (1500?-1557), conocido con el nombre de Tartaglia
(“El Tartamudo”). El método para resolver la cúbica fue guardado en secreto por Tartaglia hasta que
se lo comunicó a Hieronymo Cardano (1501-1576) con la condición de que no lo hiciera público. Sin
embargo, Cardano rompió su promesa con Fontana y en 1545 publicó la fórmula de Tartaglia en su
libro Artis Magnae sive de Regulis Algebricis, más conocido con el nombre de Ars Magna. En este libro
Cardano no sólo publica la fórmula de Tartaglia, sino también la solución de la cuártica que entretanto
hab́ıa sido descubierta por Ludovico Ferrari (1522-1565).

Vamos a ver como resolver la cúbica

aX3 + bX2 + cX + d (a 6= 0). (4)

Está claro que dividiendo por a podemos suponer que a = 1. Además podemos suponer que b = 0
haciendo el cambio X 7→ X + λ para un valor de λ apropiado. Más concretamente, si ponemos

X3 + bX2 + cX + d = (X + λ)3 − 3λX2 − 2λ2X − λ3 + bX2 + cX + d
= (X + λ)3 + (b− 3λ)X2 + (c− 3λ2)X + d− λ3.

Por tanto, si elegimos λ = b
3 y ponemos Y = X+ b

3 , entonces la ecuación (4) es equivalente a la siguiente

Y 3 +

(
c− 3

(
b

a

)2
)(

Y − b

3

)
+ d−

(
b

a

)3

. (5)

1
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Es decir, para resolver la ecuación (4) podemos primero resolver la ecuación (5) y después calcular las
soluciones de la ecuación (4) poniendo X = Y − b

a . La ecuación (5) tiene la forma

X3 + pX + q = 0. (6)

Por ejemplo, podemos plantearnos el problema de calcular la longitud de las aristas de un cubo cuyo
volumen sea seis unidades mayor que el área total de las caras exteriores. Si X es la longitud de una
arista, entonces el volumen es X3 y cada una de las seis caras exteriores tiene una área igual a X2. Por
tanto X satisface la ecuación

X3 = 6X2 + 6 ó X3 − 6X2 − 6 = 0.

Poniendo Y = X − 2 nos quedamos con la ecuación

0 = (Y + 2)3 − 6(Y + 2) − 6
= Y 3 + 6Y 3 + 12Y + 8 − 6Y 2 − 24Y − 24 − 6
= Y 3 − 12Y − 22.

Para resolver la ecuación (6) del Ferro y Tartaglia pońıan

X = u+ v

con lo que la ecuación (6) se convierte en

u3 + 3u2v + 3uv2 + v3 + pu+ pv + q = 0

o

u3 + v3 + (3uv + p)(u + v) + q = 0.

Como hemos cambiado una variable por otras dos, es natural imponer alguna condición adicional entre
las dos variables u y v. Por ejemplo, la última ecuación se simplifica bastante si ponemos 3uv + p = 0,
con lo que nos quedamos con el siguiente sistema

u3 + v3 + q = 0, v = − p

3u

de donde se obtiene

u3 − p3

27u3
+ q = 0.

Multiplicando por u3 obtenemos

u6 + qu3 −
(p

3

)3

= 0 (7)

que parece más complicada que la ecuación original de grado 3 ya que tiene grado 6. Sin embargo la
ecuación (7) es una ecuación de grado 2 en u3 de donde deducimos que

u3 =
−q ±

√
q2 + 4(p/3)3

2
= − q

2
±
√
q2

4
+
(p

3

)3

.

En este momento es muy tentador concluir que

u =
3

√

− q
2
±
√
q2

4
+
(p

3

)3
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lo que proporciona 6 soluciones de la ecuación (7) ya que si

ω =
−1 +

√
−3

2

entonces ω3 = 1, con lo que si u0 y u1 son ráıces cúbicas de − q
2 +

√
q2

4 +
(

p
3

)3
y − q

2 −
√

q2

4 +
(

p
3

)3

respectivamente, entonces u0, ωu0, ω
2u0 son ráıces cúbicas de − q

2 +

√
q2

4 +
(

p
3

)3
y u1, ωu1 y ω2u1 son

ráıces cúbicas de − q
2 −

√
q2

4 +
(

p
3

)3
. Por tanto, una vez calculado v = − p

3u , obtenemos una solución
X = u + v para cada uno de los seis valores obtenidos de u. Esto no puede ser correcto ya que una
ecuación de grado tres tiene a los sumo tres soluciones. A pesar de esto sólo obtendremos tres soluciones.
En efecto, obsérvese que

(
− q

2
+

√
q2

4
+
(p

3

)3
)(

− q
2
−
√
q2

4
+
(p

3

)3
)

=
q2

2
− q2

4
−
(p

3

)3

= −
(p

3

)3

= u3v3.

Por tanto, si u es una ráız cúbica de − q
2 +

√
q2

4 +
(

p
3

)3
, entonces v = − p

3u es una ráız cúbica de

− q
2 −

√
q2

4 +
(

p
3

)3
. En conclusión, las seis soluciones de (7) son u, ωu, ω2u, v = − p

3u , ωv y ω2v y, como

hemos impuesto que uv = − p
3 , podemos unir las tres primeras con las tres segundas y obtener las tres

soluciones siguientes de la ecuación original (6):

α1 = u+ v, α2 = ωu+ ω2v, α3 = ω2u+ ωv.

Esto no tiene el aspecto de una fórmula. Teniendo en cuenta la relación obtenida entre los cubos de u
y v nos gustaŕıa poner algo aśı como

X =
3

√

− q
2

+

√
q2

4
+
(p

3

)3

+
3

√

− q
2
−
√
q2

4
+
(p

3

)3

, (8)

lo que efectivamente nos servirá para calcular las tres soluciones de (6), si tomamos la siguiente precau-
ción: Si u es la primera ráız cúbica y v es la segunda, entonces uv = − p

3 . Por ejemplo, en la ecuación

Y 3 − 12Y − 22 = 0

que nos ha aparecido al plantearnos el problema de calcular el lado X = Y +2 de un cubo cuyo volumen
sea seis unidades mayor que el área total de los lados exteriores, tenemos p = −12 y q = −22 con lo que

Y =
3

√
11 +

√
121 + 64 +

3

√
11 −

√
121 + 64 =

3

√
11 +

√
185 +

3

√
11 −

√
185.

y por tanto el lado del cubo buscado es

X = 2 +
3

√
11 +

√
185 +

3

√
11 −

√
185

ya que no debemos considerar soluciones complejas.
La solución de la cuártica encontrada por Ferrari utiliza argumentos similares a los que hemos

visto para resolver la cúbica, aunque algo más complicados. Una vez descubiertas fórmulas para las
soluciones de las ecuaciones de segundo, tercer y cuarto grado, resultaba natural buscar fórmulas para
resolver las ecuaciones polinómicas de grado mayor que cuatro. Doscientos años después de que Cardano
publicara las soluciones de la cúbica y la cuártica encontradas por del Ferro, Tartaglia y Ferrari, segúıa
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sin encontrarse una fórmula para la ecuación de quinto grado a pesar de que primero D’Alembert en
1746 (de forma incompleta) y más tarde Gauss en 1799 hab́ıan demostrado el Teorema Fundamental
del Álgebra, que afirma que todo polinomio no constante con coeficientes complejos tiene al menos una
ráız. El Teorema Fundamental del Álgebra muestra que el problema no es si un polinomio tiene ráıces
o no, sino si sus ráıces son expresables en términos de los coeficientes mediante operaciones algebraicas
elementales. ¿Cuáles son estas operaciones algebraicas elementales? Si observamos las expresiones (3) y
(8) parece natural considerar como operaciones algebraicas elementales son las sumas, restas, productos,
cocientes y extracciones de ráıces n-ésimas. Una expresión de las soluciones de una ecuación algebraica
de este tipo es conocido como solución por radicales. En 1770 Lagrange publicó un trabajo titulado
Réflexión sur la résolution algébrique des equations en el que estudiaba cómo podŕıan permutarse las
soluciones de una ecuación polinómica. Si α1, α2, . . . , αn son las soluciones de una ecuación polinómica
P (X) = 0, donde

P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a2X

2 + a1X + a0

entonces
P (X) = (X − α1)(X − α2) · · · (X − αn).

Desarrollando el producto de la derecha e igualando coeficientes se obtienen unas relaciones entre las
soluciones α1, α2, . . . , αn y los coeficientes del polinomio P (X). Por ejemplo, la primera y última relación
son

a0 = (−1)nα1α2 · · ·αn

an−1 = −(α1 + α2 + · · ·αn).

Estas fórmulas ya hab́ıan sido observadas por Cardano y Vieta y son conocidas con el nombre de Fórmu-
las de Cardano-Vieta. Como es natural el orden en que se escriban las ráıces no afecta al polinomio, lo
cual se refleja en que las expresiones de los coeficientes en términos de los coeficientes del polinomios
en las Fórmulas de Cardano-Vieta son simétricas, es decir, el resultado no se ve afectado por permutar
el orden en que se escriben los coeficientes. Recordemos que para resolver la ecuación (6) lo que hemos
hecho es empezar resolviendo la ecuación (7) que se llama resolvente de la ecuación (6). La razón por
la que podemos calcular las soluciones de la resolvente es que en realidad se puede considerar como una
ecuación de grado 2. Lagrange observó que la solución de Ferrari de la ecuación de cuarto grado con-
sist́ıa en encontrar otra ecuación de grado 3 cuyas soluciones estaban conectadas con las soluciones de
la ecuación de cuarto grado original. Es decir, la ecuación de cuarto grado también tiene una resolvente
de grado 3. Obsérvese que la relación entre las soluciones α1, α2 y α3 de la ecuación (6) y las soluciones
u1 = u, u2 = ωu, u3 = ω2u, u4 = v = − p

3 , u5 = ωv y u6 = ω2v es

α1 = u+ v = u1 + u4

α2 = ωu+ ω2v = u2 + u6

α3 = ω2u+ ωv = u3 + u5

Utilizando que 1+ω+ω2 = 0 y ω3 = 1, se pueden obtener las siguientes expresiones para las soluciones
de la resolvente (7) , en términos de las soluciones de la ecuación original (6):

u1 = 1
3 (α1 + ωα3 + ω2α2)

u2 = 1
3 (α2 + ωα1 + ω2α3)

u3 = 1
3 (α3 + ωα2 + ω2α1)

u4 = 1
3 (α1 + ωα2 + ω2α3)

u5 = 1
3 (α3 + ωα1 + ω2α2)

u6 = 1
3 (α2 + ωα3 + ω2α1).

(9)

Lagrange observó que para pasar de una solución de la resolvente a otra bastaba con permutar los
papeles representados por las tres ráıces α1, α2 y α3 de la ecuación original que se pretend́ıa resolver.
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La observación de Lagrange es notable porque muestra un método general para encontrar ecuaciones
resolventes que no depende de la feliz idea de realizar el cambio X = u+ v.

Consideremos la cuártica
X4 − pX3 + qX2 − rX + s = 0 (10)

y sean α1, α2, α3 y α4 las soluciones de (10). Las potencias de ω utilizadas en las expresiones (9) son
las soluciones de la ecuación X3 = 1, conocidas como ráıces terceras de la unidad. Las ráıces cuartas
de la unidad, o sea las soluciones de la ecuación X4 = 1, son 1, i, i2 = −1 e i3 = −i. Consideremos los
24 números

ui,j,k,l =
1

4
(αi + iαj + i2αk + i3αl) (11)

donde (i, j, k, l) es un elemento del conjunto S4 de todas las permutaciones de 1, 2, 3 y 4. Definimos la
resolvente de (10) como

φ(X) =
∏

(i,j,k,l)∈S4

(X − ui,j,k,l).

La ecuación φ(X) = 0 parece ser más complicada que la de grado cuatro original porque tiene grado 24,
sin embargo una vez que desarrollamos el producto de los X − ui,j,k,l en términos de las desconocidas
ráıces αi y utilizamos las Fórmulas de Cardano-Vieta observamos que φ(X) = P (X4) para un polinomio
de P de grado 6. Además el polinomio P resulta ser el producto de dos polinomios de grado 3. O sea
φ(X) = P1(X

4)P2(X
4), donde P1 y P2 son polinomios de grado 3 cuyos coeficientes dependen de los

coeficientes p, q, r, s. Resolviendo las ecuaciones P1(X) = 0 y P2(X) obtenemos los valores de los 24
elementos ui,j,k,l, con lo que utilizando las fórmulas (11) obtenemos las cuatro soluciones de la ecuación
(10).

Aunque Lagrange no consiguió ir más allá en el camino de la búsqueda de la solución de la ecuación
de quinto grado, marcó el camino a seguir. La resolvente de la ecuación de quinto grado conduce a una
ecuación de grado 120 que es una ecuación de grado 24 en X5. Inspirado en los trabajos de Lagrange, en
1799 Ruffini (1765-1822) publicó un trabajo titulado Teoŕıa generale delle equazioni que conteńıa una
demostración, poco rigurosa, aunque esencialmente correcta, de que la ecuación general de quinto grado
no es resoluble por radicales. Una demostración completa y correcta fue publicada por Abel (1802-1829)
en 1826. El resultado de Abel parece cerrar definitivamente el problema de buscar una fórmula para
resolver ecuaciones polinómicas. Sin embargo, no es aśı ya que obviamente hay algunas ecuaciones de
quinto grado o superior que si son resolubles por radicales. La más obvia es la ecuación Xn = a cuya
soluciones son las ráıces n-ésimas de a, que claramente se pueden expresar por radicales como X = n

√
a.

El problema que quedaba por resolver es encontrar un método que sirviera para decidir qué ecuaciones
son resolubles por radicales y cuales no lo son, y para las primeras, obtener una expresión que describa
por radicales las soluciones en términos de los coeficientes. Este es el problema en el que Abel estaba
trabajando cuando murió en 1829 con sólo 27 años. La respuesta definitiva al problema fue obtenida
por Galois (1811-1832) mostrando la conexión entre la Teoŕıa de Ecuaciones Algebraicas y la Teoŕıa de
Grupo. Los resultados de Galois fueron escritos de forma precipitada la noche del 29 de mayo de 1832,
antes de un duelo que le costó la vida a los 21 años y constituyen uno de los diamantes más brillantes
de la historia de las matemáticas y la mayor parte del contenido de este curso.

En realidad la forma de exponer la Teoŕıa de Galois es muy diferente a la expuesta por Galois
y sigue el camino marcado por Artin (1898-1962) en la que la Teoŕıa de Galois toma la forma de
conexión entre la Teoŕıa de Cuerpos y la Teoŕıa de Grupos. Esta método de exposición puede resultar
algo abstracto al principio pero proporciona un lenguaje algebraico muy apropiado para exponer la
Teoŕıa de Galois. Además permite conectar el problema de estudiar ecuaciones algebraicas con otros
problemas clásicos como son los problemas de construcciones con regla y compás, incluyendo los tres
problemas de la antigüedad, trisección del ángulo, duplicación del cubo y cuadratura del ćırculo, y el de la
constructibilidad de poĺıgonos regulares. Por otro lado la Teoŕıa de Cuerpos proporciona los fundamentos
teóricos de otros campos de actualidad por sus aplicaciones en Teoŕıa de Códigos y Criptograf́ıa, que
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es el estudio de cuerpos finitos. Sin embargo, estas aplicaciones no se incluirán en el curso por falta de
tiempo.



Caṕıtulo 1

Anillos

1.1. Anillos

Definición 1.1. Un anillo (conmutativo y con identidad) es una terna1 (A,+, ·) formada por un
conjunto no vaćıo A y dos operaciones + y · en A; la primera llamada usualmente suma y la segunda
producto o multiplicación, que verifican:

1. Conmutativa. a+ b = b+ a y ab = ba, para todo a, b ∈ A.

2. Asociativa. a+ (b + c) = (a+ b) + c y a · (b · c) = (ab)c, para todo a, b, c ∈ A.

3. Neutro. Existen dos elementos 0 y 1 en A tales que a+ 0 = a y a · 1 = a, para todo a ∈ A.

4. Opuesto. Para todo a ∈ A existe otro elemento de A que llamamos opuesto de a y denotamos por
−a tal que a+ (−a) = 0.

5. Distributiva a · (b+ c) = (a · b) + (a · c) para todo a, b, c ∈ A.

A menudo no se exige que el producto de los elementos de un anillo satisfaga la propiedad conmu-
tativa y se dice que un anillo que śı la satisfaga es un anillo conmutativo. Sin embargo todos los anillos
considerados en estos apuntes son conmutativos y por tanto hablaremos de anillo con el significado de
anillo conmutativo.

Si a y b son elementos de un anillo A, usualmente escribiremos ab en vez de a ·b. Además asumiremos
que, en ausencia de paréntesis, los productos se realizan antes que las sumas (y que las restas). Aśı, por
ejemplo, la propiedad distributiva se reescribe como a(b+ c) = ab+ ac. Se define la resta de a y b como
a− b = a+ (−b). Los elementos 0 y 1 de A se llaman cero y unidad de A.

En general, no se asume que cada elemento a de un anillo A tenga simétrico para el producto.
Cuando lo tiene, lo denotamos por a−1 (de modo que aa−1 = 1 y (a−1)−1 = a), le llamamos el inverso
de a y decimos que a es invertible o una unidad en A. Si b es invertible, escribiremos a veces a/b ó a

b en
lugar de ab−1. Denotaremos por A∗ al conjunto de todas las unidades de A.

De los axiomas de anillo se pueden deducir algunas propiedades elementales:

Lema 1.2. Sea A un anillo y sean a, b, c ∈ A. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. 0a = 0 = a0.

2. a(−b) = (−a)b = −(ab).

1Cuando no haya riesgo de confusión con las operaciones diremos simplemente que A es un anillo.

7
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3. a(b− c) = ab− ac.

4. ab es invertible precisamente si a y b son invertibles. En tal caso (ab)−1 = a−1b−1.

5. Si a+ b = a+ c entonces b = c.

6. Si a es invertible y ab = ac, entonces b = c.

7. El cero y uno son únicos, es decir, si x+ a = a, entonces x = 0 y si xa = a para todo a, entonces
x = 1.

8. El opuesto de a es único y si a es invertible, entonces a tiene un único inverso.

9. Si 0 = 1, entonces A = {0}.
Dados un anillo A, un elemento a ∈ A y un entero positivo n, la notación na (respectivamente an)

representa el resultado de sumar (respectivamente multiplicar) a consigo mismo n veces, y si n = 0
convenimos que 0a = 0 y a0 = 1. Más rigurosamente, a partir de estas últimas igualdades se definen na
y an de forma recurrente poniendo (n+ 1)a = a+ na y an+1 = aan para n ≥ 0. Por último, si n ≥ 1 se
define (−n)a = −(na), y si además a es invertible se define a−n = (a−1)n.

Lema 1.3. Dados un anillo A, elementos a, b ∈ A y enteros m,n ∈ Z, se verifican las siguientes
propiedades:

1. n(a+ b) = na+ nb.

2. (n+m)a = na+ma.

3. Si n ≥ 0 entonces (ab)n = anbn.

4. Si n,m ≥ 0 entonces an+m = anam.

5. Si a y b son invertibles, las dos propiedades anteriores valen también para exponentes negativos.

Ejemplos 1.4. Anillos.

1. Los conjuntos Z, Q, R y C son anillos con la suma y el producto usuales. Nótese que todo elemento
no nulo es invertible en Q, pero en Z sólo hay dos elementos invertibles.

2. Sea n un número entero positivo y sea

Zn = {0, 1, 2, . . . , n}.

Definimos una suma y producto en Zn realizando la correspondiente operación como números
enteros y quedándonos con el resto de dividir por n. Por ejemplo, en Z6 tenemos

2 + 3 = 5, 3 + 5 = 2, 3 + 3 = 0, 2 · 3 = 0, 2 · 4 = 2, 32 = 3, 52 = 1.

En general, las propiedades de un elemento dependerán del anillo en el que lo estemos conside-
rando. Por ejemplo, 2 no es invertible en Z ni en Z6 pero śı que lo es en Q y en Z5.

3. Sean A y B dos anillos. Entonces el producto cartesiano A×B tiene una estructura de anillo con
las operaciones

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2) y (a1, b1) · (a2, b2) = (a1 · a2, b1 · b2)

(se dice que las operaciones en A×B se definen componente a componente). Obsérvese que A×B
es conmutativo precisamente si lo son A y B, y que esta construcción se puede generalizar a
productos cartesianos de cualquier familia (finita o no) de anillos.
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4. Dados un anillo A y un conjunto X , el conjunto AX de las aplicaciones de X en A es un anillo
con las siguientes operaciones:

(f + g)(x) = f(x) + g(x) (f · g)(x) = f(x) · g(x).

¿Cuál es la relación entre este ejemplo y el anterior?

5. Dado un anillo A, un polinomio en la indeterminada una expresión del tipo

P = P (X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anX

n

donde n es un número entero no negativo y ai ∈ A para todo i. Para cada i, ai se llama coeficiente
de grado i de P , a0 se llama coeficiente independiente de P y, si an 6= 0, entonces n es el grado
de P y an es su coeficiente principal. Dos polinomios son iguales si y sólo si lo son coeficiente
a coeficiente. Denotaremos por A[X ] al conjunto de los polinomios en la indeterminada X con
coeficientes en A.

Utilizando la estructura de anillo de A se puede dotar a A[X ] de una estructura de anillo definiendo
la suma y el producto de la forma usual:

(a0 + a1X + a2X
2 + · · · ) + (b0 + b1X + b2X

2 + · · · ) = c0 + c1X + c2X
2 + · · · ,

donde cada cn = an + bn, y

(a0 + a1X + a2X
2 + · · · ) · (b0 + b1X + b2X

2 + · · · ) = d0 + d1X + d2X
2 + · · · ,

donde cada dn = a0bn + a1bn−1 + · · ·+ an−1b1 + anb0 =
∑n

i=0 aibn−i (si un coeficiente no aparece
en la expresión de un polinomio se considera que vale 0).

6. Dado un anillo A, denotamos por A[[X ]] el conjunto de las sucesiones (a0, a1, a2, . . .) de elementos
de A. En A[[X ]] consideramos la suma y el producto dados por

(a0, a1, a2, . . .) + (b0, b1, b2, . . .) = (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . .)
(a0, a1, a2, . . .)(b0, b1, b2, . . .) = (a0b0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, . . .).

Obsérvese la similitud con la definición de las operaciones en el anillo de polinomios; de hecho,
el elemento (a0, a1, a2, . . .) se suele denotar por

∑∞
i=0 aiX

i. Con estas operaciones, A[[X ]] es un
anillo llamado el anillo de series de potencias con coeficientes en A.

Si A es un conjunto con una operación ∗ y B es un subconjunto de A, decimos que B es cerrado
para la operación ∗ si se tiene x ∗ y ∈ B cuando x, y ∈ B. Esto implica que ∗ : A×A→ A se restringe
a una aplicación ∗ : B ×B → B, y por lo tanto podemos considerar ∗ como una operación en B que se
dice inducida por la operación en A.

Definición 1.5. Si (A,+, ·) es un anillo, un subanillo de A es un subconjunto B de A cerrado para
ambas operaciones, que contiene al 1 y tal que (B,+, ·) es un anillo.

La siguiente proposición nos dice cómo comprobar si un subconjunto es un un subanillo.

Proposición 1.6. Las condiciones siguientes son equivalentes para un subconjunto B de un anillo A:

1. B es un subanillo de A.

2. B contiene al 1 y es cerrado para sumas, productos y opuestos.

3. B contiene al 1 y es cerrado para restas y productos.
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Demostración. 1 implica 2. Si B es un subanillo de A entonces B contiene al 1 y es cerrado para
sumas y productos, por definición. Por otro lado, como B es un anillo, cada elemento b ∈ B tiene un
opuesto. Por la unicidad del elemento simétrico (Lema 1.2), este opuesto ha de ser el de A, con lo que
B es cerrado para opuestos.

2 implica 3 es evidente.
3 implica 1. Sea B un subconjunto de A que contiene al uno y es cerrado para restas y productos.

Entonces 0 = 1 − 1 ∈ B, con lo que si b ∈ B, entonces −b = 0 − b ∈ B; es decir, B es cerrado para
opuestos. Si a, b ∈ B, entonces −b ∈ B y, por tanto, a+ b = a− (−b) ∈ B; es decir, B es cerrado para
sumas. Ahora es evidente que B es un subanillo de A. �

Ejemplos 1.7. Subanillos.

1. Todo anillo A es un subanillo de śı mismo, al que llamamos impropio por oposición al resto de
subanillos, que se dicen propios.

2. Cada uno de los anillos Z, Q, R y C es un subanillo de los posteriores (y de si mismo).

3. Si A es un anillo, el subconjunto {0} es cerrado para sumas, productos y opuestos. Sin embargo,
no contiene al 1 (salvo que A = {0}), con lo que no es un subanillo de A.

4. Si A es un anillo, el conjunto
Z1 = {n1 : n ∈ Z}

de los múltiplos enteros de 1 es un subanillo de A contenido en cualquier otro subanillo de A; es
decir, Z1 es el menor subanillo de A, y se conoce como el subanillo primo de A.

Es claro que Z y los Zn son sus propios subanillos primos, y por lo tanto no tienen subanillos
propios.

5. Si A y B son anillos y B 6= 0 entonces A× 0 = {(a, 0) | a ∈ A} es cerrado para sumas y productos
pero no es un subanillo de A×B (¿por qué?).

6. Dado un número entero m, los conjuntos

Z[
√
m] = {a+ b

√
m : a, b ∈ Z} y Q[

√
m] = {a+ b

√
m : a, b ∈ Q}

son subanillos de C. Si además m es positivo, entonces ambos son subanillos de R. Si m es el
cuadrado de un número entero entonces esos conjuntos coinciden con Z y con Q, respectivamente,
por lo que el ejemplo carece de interés. Cuando m no es el cuadrado de un entero (por ejemplo
m = 2 ó m = −1) entonces tampoco es el cuadrado de un número racional (¿por qué?), de manera
que, en cualquiera de los dos anillos descritos, la igualdad a+ b

√
m = 0 implica que a = 0 y b = 0,

y por lo tanto la igualdad a+ b
√
m = c+ d

√
m implica que a = c y b = d.

Un caso particular es el anillo Z[i], donde i =
√
−1, llamado el anillo de los enteros de Gauss.

Podemos visualizar Z[i] dentro del plano complejo como el conjunto de los vértices de un enlosado
del plano complejo por losas cuadradas de lado 1, como muestra el siguiente esquema:
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Más generalmente, si m < 0, entonces podemos visualizar Z[
√
m] como el conjunto de vértices de

un enlosado del plano complejo por losas rectangulares con una base de longitud 1 y una altura de
longitud

√−m. Por ejemplo, una porción de Z[
√
−2] está representada por los siguientes puntos

del plano complejo:

–

–

–

–

–

–

–

–

–

7. Todo anillo A puede verse como un subanillo del anillo de polinomios A[X ] si identificamos los
elementos de A con los polinomios constantes (del tipo P = a0).

8. Sea A un anillo y X un conjunto. Entonces la diagonal

B = {f ∈ AX : f(x) = f(y) para todo x, y ∈ X}

(es decir, el conjunto de las aplicaciones constantes de X en A) es un subanillo de AX .

1.2. Ideales y anillos cociente

Definición 1.8. Sea A un anillo. Una combinación lineal con coeficientes en A (o una combinación
A-lineal) de los elementos a1, . . . , an de A es un elemento de A de la forma

r1a1 + · · · + rnan,

donde cada ri ∈ A. Los enteros ri son los coeficientes de la combinación lineal.
Un subconjunto I de A es un ideal si no es vaćıo y si, dados a, b ∈ I, cualquier combinación A-lineal

suya ra+ sb está en I.

En la definición podemos sustituir la condición I 6= ∅ por la condición 0 ∈ I. Además cualquier
combinación lineal de un numero finito de elementos de un ideal I sigue siendo un elemento de I.

Ejemplos 1.9. Ideales.

1. Si A es un anillo, el conjunto
bA = (b) = {ba : a ∈ A}

es un ideal de A llamado ideal principal generado por b. Es fácil demostrar que todos los ideales
de Z son de esta forma. Esto no es cierto en general, como pronto veremos. Obsérvese que bA es
el menor ideal de A que contiene a b. Obsérvese también que 1A = A y que 0A = {0}, con lo
que estos dos son ideales principales de A llamados respectivamente ideal impropio (en oposición
a ideales propios, para los demás) e ideal cero o trivial. El ideal trivial {0} lo representaremos a
partir de ahora por 0.
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2. Más generalmente, si T es un subconjunto de un anillo, entonces el conjunto

(T ) = {
n∑

i=1

aiti : n ∈ Z+, ai ∈ A, ti ∈ X}

es un ideal, llamado ideal generado por T .

3. Si A y B son dos anillos entonces A× 0 = {(a, 0) : a ∈ A} es un ideal de A×B.

4. Sea Z[X ] el anillo de los polinomios con coeficientes enteros. Es fácil ver que el ideal generado por
el elemento X puede describirse como el de los polinomios sin coeficiente independiente; es decir,

I = (X) = {a0 + a1X + . . .+ anX
n ∈ Z[X ] : a0 = 0}.

También es sencillo ver que el conjunto

J = {a0 + a1X + . . .+ anX
n ∈ Z[X ] : a0 ∈ 2Z}

de los polinomios con coeficiente independiente par es un ideal de Z[X ].

Definición 1.10. Sea I un ideal de un anillo A. Decimos que dos elementos a, b ∈ A son congruentes
módulo I, y escribimos a ≡ b mod I, si su diferencia está en I; o sea:

a ≡ b mod I ⇔ b− a ∈ I.

Lema 1.11. Si A es un anillo, I es un ideal de A y a, b, c, d ∈ A, entonces:

1. a ≡ a mod I

2. Si a ≡ b mod I, entonces b ≡ a mod I.

3. Si a ≡ b mod I y b ≡ c mod I, entonces a ≡ c mod I.

4. a ≡ b mod (0) precisamente si a = b.

Del Lema 1.11 se deduce que la relación “ser congruente módulo I” es una relación de equivalencia
en A y, por tanto, las clases de equivalencia por esta relación definen una partición de A. La clase de
equivalencia que contiene a un elemento a ∈ A es

a+ I = {a+ x : x ∈ I}

(en particular 0 + I = I), de modo que

a+ I = b+ I ⇔ a ≡ b mod I

(en particular a+ I = 0 + I ⇔ a ∈ I). El conjunto de las clases de equivalencia se denota

A/I =
A

I
= {a+ I : a ∈ A}.

Proposición 1.12. Sea A un anillo con un ideal I. Las operaciones suma y producto en A/I dadas
por

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I, (a+ I) · (b+ I) = (ab) + I

están bien definidas y dotan a A/I de una estructura de anillo con neutro 0 + I y unidad 1 + I. Este
anillo se llama anillo cociente de A módulo I.
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Al hacer el cociente de un anillo A por un ideal I, elementos que eran distintos en A “pasan a ser
iguales” en el cociente (estrictamente hablando, son sus clases de equivalencia las que se hacen iguales);
en particular, los elementos de I “se hacen cero”. En muchas de las ocasiones en las que se construyen
estructuras cociente eso es precisamente lo que se busca, identificar entre śı o anular ciertos elementos.

Ejemplos 1.13. Anillos cociente.

1. El anillo cociente del anillo Z por el ideal (n) es el anillo Zn del Ejemplo 1.4.2.

2. Para analizar las soluciones enteras de la ecuación x2 − 15y2 = 2 podemos considerarla en Z5,
donde toma la forma más sencilla x2 = 2 (¡anulamos ese −15 que complicaba la ecuación!); ahora
es elemental ver que esta ecuación no tiene soluciones en Z5 y deducir que la ecuación inicial no
tiene soluciones enteras.

3. A/0 es el propio anillo A, mientras que A/A = 0.

4. Consideremos el ideal (X) del anillo de polinomios Z[X ] (ver los Ejemplos 1.9). Como todo
polinomio es congruente módulo (X) con su coeficiente independiente (visto como polinomio), no
es dif́ıcil convencerse de que Z[X ]/(X) y Z son, en esencia, el mismo anillo (más tarde precisaremos
este comentario viendo que son isomorfos).

5. Sean A y B anillos e I = A × 0. Como (a, b) ≡ (0, b) mod I, los anillos (A × B)/I y B son
esencialmente iguales (isomorfos).

Lema 1.14. Un elemento b de un anillo A es invertible si y sólo si (b) = A. Por tanto, las siguientes
condiciones son equivalentes para un ideal I de A.

1. I es impropio; es decir, I = A.

2. 1 ∈ I.

3. I contiene una unidad de A; es decir, I ∩A∗ 6= ∅.
El siguiente resultado describe los ideales de un anillo cociente. Emplearemos la siguiente notación:

si A es un anillo e I es un ideal suyo, π : A → A/I denotará la aplicación que lleva cada elemento de
A a su clase de equivalencia; es decir, π(a) = a+ I. La imagen por π de un subconjunto J de A es

π(J) = {a+ I : a ∈ J}.

Si J contiene a I, denotaremos este conjunto por J/I. La preimagen por π de un subconjunto X de
A/I es

π−1(X) = {a ∈ A : a+ I ∈ X}.
Teorema 1.15 (Teorema de la Correspondencia). Si I es un ideal de un anillo A, las asignaciones
J 7→ J/I y X 7→ π−1(X) son biyecciones (una inversa de la otra) que conservan la inclusión entre el
conjunto de los ideales de A que contienen a I y el conjunto de todos los ideales de A/I.

Demostración. Hay que comprobar los siguientes puntos, cosa que el lector podrá hacer como ejercicio:

Si J es un ideal de A que contiene a I entonces J/I es un ideal de A/I y π−1(J/I) = J .

Si X es un ideal de A/I entonces π−1(X) es un ideal de A que contiene a I y π−1(X)/I = X .

Si J ⊆ K son ideales de A que contienen a I entonces J/I ⊆ K/I.

Si X ⊆ Y son ideales de A/I entonces π−1(X) ⊆ π−1(Y ).

�
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1.3. Homomorfismos de anillos

Definición 1.16. Sean A y B dos anillos. Un homomorfismo de anillos entre A y B es una aplicación
f : A→ B que conserva las operaciones y la unidad; es decir, que satisface

f(x+ y) = f(x) + f(y), f(x · y) = f(x) · f(y)

para cada par de elementos x, y ∈ A y
f(1) = 1.

Un endomorfismo de A es un homomorfismo de un anillo de A en śı mismo.

En la definición anterior hemos usado el mismo śımbolo para las operaciones y los neutros en los
dos anillos que intervienen. Por ejemplo, para calcular f(x+ y) primero hay que sumar x con y en A y
luego aplicarle f al resultado, mientras que en f(x) + f(y) primero hay que calcular las imágenes de x
e y por f y luego hay que sumar éstas en B. Usualmente el contexto hace evidente a qué operación o
a qué neutro nos referimos en cada caso, aśı que mantendremos estos abusos de notación y dejaremos
que el lector analice cada caso. Análogamente, las unidades de la ecuación f(1) = 1 están en dos anillos
probablemente diferentes y por tanto son objetos distintos, que sin embargo denotamos igual.

La condición f(x + y) = f(x) + f(y) suele leerse como la imagen de la suma es la suma de las
imágenes, o también como f conserva sumas. Del mismo modo se habla de aplicaciones que conservan
productos o que conservan identidades.

A continuación establecemos ciertas propiedades elementales de los homomorfismos de anillos. De-
mostramos algunas y dejamos el resto como ejercicio para el lector.

Proposición 1.17. Sea f : A → B un homomorfismo de anillos. Entonces se verifican las siguientes
propiedades para a, b, a1, . . . , an ∈ A:

1. (f conserva ceros) f(0) = 0.

2. (f conserva opuestos) f(−a) = −f(a).

3. (f conserva restas) f(a− b) = f(a) − f(b).

4. (f conserva sumas finitas) f(a1 + · · · + an) = f(a1) + · · · + f(an).

5. (f conserva múltiplos enteros) Si n ∈ Z entonces f(na) = nf(a).

6. (f conserva inversos) Si a es invertible, entonces f(a) es invertible y f(a)−1 = f(a−1).

7. (f conserva productos finitos) f(a1 · · ·an) = f(a1) · · · f(an).

8. Si A1 es un subanillo de A, entonces f(A1) es un subanillo de B.

9. Si B1 es un subanillo de B, entonces f−1(B1) es un subanillo de A.

10. Si X es un ideal de B, entonces f−1(X) es un ideal de A.

11. Si I es un ideal de A y f es suprayectiva, entonces f(I) es un ideal de B.

Demostración. Para ver 1 basta con aplicar la propiedad de cancelación a la igualdad 0 + f(0) =
f(0+0) = f(0)+ f(0). 2 se tiene porque f(a)+ f(−a) = f(a+(−a)) = f(0) = 0, y entonces 3 es claro.
4 se demuestra por inducción; el caso n = 2 no es más que la definición de homomorfismo y el caso
general se reduce a éste notando que a1 + · · · + an = (a1 + · · · + an−1) + an. �
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Observación 1.18. En la Proposición 1.17 hemos visto que la conservación de sumas implica la con-
servación del neutro para la suma, pero no hemos podido adaptar la demostración al caso de productos
(¿por qué?); de hecho, en seguida veremos ejemplos de aplicaciones entre anillos que conservan sumas
y productos pero no identidades.

Ejemplos 1.19. Homomorfismos de anillos.

1. Si A y B son anillos, la aplicación f : A → B dada por f(a) = 0 para cada a ∈ A no es
un homomorfismo de anillos salvo que B = 0. Si B = 0 entonces este homomorfismo se llama
homomorfismo cero u homomorfismo trivial. Obsérvese que no hay ningún homomorfismo 0 → B,
salvo que B sea 0.

He aqúı otro ejemplo menos trivial de anillos entre los que no hay homomorfismos: la existencia
de un homomorfismo de anillos f : Z2 → Z3 nos llevaŕıa al absurdo

0 + (3) = f(0 + (2) = f(1 + (2) + 1 + (2)) = f(1 + (2)) + f(1 + (2)) = 1 + (3) + 1 + (3) = 2 + (3).

2. Sea A un un anillo con un subanillo B. Entonces la aplicación de inclusión u : B →֒ A, dada
por u(b) = b, es un homomorfismo. En particular, la aplicación identidad 1A : A → A es un
homomorfismo.

3. Sea A un anillo con un ideal I. Entonces la proyección (o proyección canónica) π : A → A/I,
dada por π(a) = a + I, es un homomorfismo. Obsérvese que parte de la demostración del Teo-
rema de la Correspondencia puede verse como un caso particular de los apartados 10 y 11 de la
Proposición 1.17 aplicada a la proyección π.

4. Si A es un anillo, la aplicación µ : Z → A dada por µ(n) = n1 (es decir, la aplicación consistente
en multiplicar por 1) es un homomorfismo de anillos. De hecho, es el único homomorfismo de
anillos f : Z → A (¿por qué es el único?).

5. Si A y B son anillos, la aplicación pA : A × B → A dada por pA(a, b) = a es un homomorfismo
llamado proyección en la primera coordenada, y de modo análogo se tiene una proyección en la
segunda coordenada.

Dado un producto arbitrario de anillos, debe estar claro cómo se generaliza este ejemplo para
definir la proyección en cada coordenada.

6. Dados a, b ∈ R, el conjugado del número complejo z = a + bi es z̄ = a − bi, y la aplicación
conjugación C → C dada por z 7→ z̄ es un homomorfismo de anillos.

Análogamente, si d es un entero que no sea un cuadrado entonces el conjugado a − b
√
d de

a + b
√
d (elementos de Q[

√
d] o de Z[

√
d]) está bien definido y la conjugación Q[

√
d] → Q[

√
d]

ó Z[
√
d] → Z[

√
d] es un homomorfismo de anillos.

7. Sea A un anillo y sea b ∈ A. Entonces la aplicación

A[X ]
Sb−→ A

P = a0 + a1X + · · · + anX
n 7→ P (b) = a0 + a1b+ · · · + anb

n

es un homomorfismo de anillos llamado homomorfismo de sustitución en b. En particular, el
homomorfismo de sustitución en 0 lleva cada polinomio a su coeficiente independiente.

Hemos visto que, si f : A→ B es un homomorfismo de anillos, entonces f(A) es un subanillo de B,
y es evidente que f es suprayectivo precisamente cuando f(A) = B. Más generalmente, podemos decir
que cuanto mayor es f(A) más cerca está f de ser suprayectivo. En el otro extremo, f−1(0) es un ideal
de A que nos va a servir para determinar si f es o no inyectivo.
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Definición 1.20. Sea f : A → B un homomorfismo de anillos; llamamos imagen y núcleo de f ,
respectivamente, a los conjuntos

Im f = f(A) = {f(a) : a ∈ A} y Ker f = f−1(0) = {a ∈ A : f(a) = 0}

(la notación para el núcleo procede de la voz germánica Kernel). En general Im f es un subanillo de B
y Ker f es un ideal de A.

Proposición 1.21. Un homomorfismo de anillos f : A→ B es inyectivo precisamente si Ker f = 0.

Demostración. Si f es inyectivo, entonces f−1(a) tiene a lo sumo un elemento, para todo a ∈ A. En
particular Ker f = f−1(0) tiene exactamente un elemento, a saber 0.

Rećıprocamente, supongamos que Ker f = 0 y sean a, b ∈ A tales que a 6= b. Entonces f(a)−f(b) =
f(a− b) 6= 0; es decir, f(a) 6= f(b), y por tanto f es inyectiva. �

1.4. Teoremas de isomorf́ıa

Definición 1.22. Un homomorfismo de anillos f : A → B que sea biyectivo se llama un isomorfismo
de anillos. Un automorfismo es un endomorfismo biyectivo. Si existe un isomorfismo f : A → B, se
dice que los anillos A y B son isomorfos, situación que se denota por A ≃ B.

Conforme vayamos estudiando propiedades de los anillos y de sus elementos, veremos que los iso-
morfismos conservan esas propiedades en un sentido que estará claro en cada caso. Como consecuencia,
dos anillos isomorfos tendrán las mismas propiedades y deberán ser considerados como esencialmente
iguales.

Proposición 1.23. Si f : A → B es un isomorfismo de anillos, entonces la aplicación inversa f−1 :
B → A también lo es. En consecuencia, la relación ser isomorfos es una relación de equivalencia en la
clase de todos los anillos.

Demostración. Sean x, y ∈ B; entonces

f(f−1(x+ y)) = x+ y = f(f−1(x)) + f(f−1(y)) = f(f−1(x) + f−1(y)),

y como f es inyectiva esto implica que f−1(x + y) = f−1(x) + f−1(y). De igual modo se ve que f−1

conserva productos e identidades. Como además f−1 es biyectiva, deducimos que es un isomorfismo.
Como las identidades son isomorfismos, la relación de isomorf́ıa es reflexiva, mientras que es simétrica

por la primera parte de esta proposición y es transitiva por que la composición de dos isomorfismos es
otro isomorfismo. �

Los siguientes resultados establecen la existencia de ciertos isomorfismos de anillos que usaremos
con frecuencia.

Teorema 1.24 (Primer Teorema de Isomorf́ıa). Sea f : A→ B un homomorfismo de anillos. Entonces
existe un único isomorfismo de anillos f̄ : A/Ker f → Im f que hace conmutativo el diagrama

A

A/Ker f

B

Im f

-f

?
p 6i

-f̄
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es decir, i ◦ f̄ ◦ p = f , donde i es la inclusión y p es la proyección. En particular

A

Ker f
≃ Im f.

Demostración. Sean K = Ker f e I = Im f . La aplicación f̄ : A/K → I dada por f̄(x +K) = f(x)
está bien definida (no depende de representantes) pues si x+K = y+K entonces x−y ∈ K y por lo tanto
f(x) − f(y) = f(x − y) = 0; es decir, f(x) = f(y). Además es elemental ver que es un homomorfismo
de anillos y que es suprayectiva. Para ver que es inyectiva usamos la Proposición 1.21: si x+K está en
el núcleo de f̄ entonces 0 = f̄(x + K) = f(x), de modo que x ∈ K y aśı x + K = 0 + K. Es decir
Ker f̄ = 0 y por lo tanto f̄ es inyectiva. En conclusión, f̄ es un isomorfismo, y hace conmutativo el
diagrama porque, para cada x ∈ K, se tiene

i(f̄(p(x))) = f̄(x+K) = f(x).

En cuanto a la unicidad, supongamos que otro homomorfismo f̂ : A/K → I verifica i ◦ f̂ ◦ p = f ;

entonces para cada x ∈ K se tiene f̂(x+K) = i(f̂(p(x))) = f(x) = f̄(x+K), y por lo tanto f̂ = f̄ . �

Teorema 1.25 (Segundo Teorema de Isomorf́ıa). Sea A un anillo y sean I y J dos ideales tales que
I ⊆ J . Entonces J/I es un ideal de A/I y existe un isomorfismo de anillos

A/I

J/I
≃ A

J
.

Demostración. Por el Teorema de la Correspondencia 1.15, J/I es un ideal de A/I. Sea f : A/I → A/J
la aplicación definida por f(a + I) = a + J . Es elemental ver que f está bien definida, que es un
homomorfismo suprayectivo de anillos y que Ker f = J/I. Entonces el isomorfismo buscado se obtiene
aplicando el Primer Teorema de Isomorf́ıa a f . �

Teorema 1.26 (Tercer Teorema de Isomorf́ıa). Sea A un anillo con un subanillo B y un ideal I.
Entonces:

1. B ∩ I es un ideal de B.

2. B + I es un subanillo de A que contiene a I como ideal.

3. Se tiene un isomorfismo de anillos
B

B ∩ I ≃ B + I

I
.

Demostración. Los dos primeros apartados se dejan como ejercicio. En cuanto al último, sea f : B →
A/I la composición de la inclusión j : B → A con la proyección p : A→ A/I. Es claro que Ker f = B∩I
y que Im f = (B + I)/I, por lo que el resultado se sigue del Primer Teorema de Isomorf́ıa. �

Ejemplos 1.27. Aplicaciones del Primer Teorema de Isomorf́ıa.

1. Si A y B son anillos, el homomorfismo A × B → A de proyección en la primera componente es
suprayectivo y tiene núcleo I = 0 ×B, por lo que A×B

0×B ≃ A.

2. Si A es un anillo, el homomorfismo f : A[X ] → A de sustitución en 0 (dado por a0+a1X+· · · 7→ a0)
es suprayectivo y tiene por núcleo el ideal (X) generado por X (consistente en los polinomios con
coeficiente independiente nulo), de modo que A[X ]/(X) ≃ A, como ya hab́ıamos observado en los
Ejemplos 1.13.
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3. Sean A un anillo e I un ideal de A. Para cada a ∈ A, sea a = a + I. La aplicación f : A[X ] →
(A/I)[X ] dada por f(a0 + a1X + · · · + anX

n) = a0 + a1X + · · · + anX
n es un homomorfismo

suprayectivo de anillos cuyo núcleo es I[X ] = {a0 + a1X + · · · + anX
n : ai ∈ I}. Del Primer

Teorema de Isomorf́ıa se deduce que (A/I)[X ] ≃ A[X ]/I[X ].

Definición 1.28. Sea A un anillo, y recordemos que si n ∈ Z+ escribimos n1 = 1 + · · · + 1 (n veces).
Si existe n ∈ Z+ tal que n1 = 0, definimos la caracteŕıstica de A como el menor n ∈ Z+ que verifica
tal igualdad. Si no existe un tal n, decimos que la caracteŕıstica de A es 0.

Proposición 1.29. Sea A un anillo A y sea f : Z → A el único homomorfismo de anillos (dado por
f(n) = n1). Para un número natural n las condiciones siguientes son equivalentes:

1. n es la caracteŕıstica de A.

2. nZ es el núcleo de f .

3. El subanillo primo de A es isomorfo a Zn (recuérdese que Z0 = Z y Z1 = 0).

4. A contiene un subanillo isomorfo a Zn.

Demostración. La equivalencia entre 1 y 2 se deja como ejercicio para el lector, y es obvio que 3
implica 4.

2 implica 3. Se obtiene aplicando el Primer Teorema de Isomorf́ıa y observando que Im f es el
subanillo primo de A.

4 implica 2. Si B es un subanillo de A y g : Zn → B es un isomorfismo, considerando la proyección
π : Z → Zn y la inclusión u : B →֒ A se obtiene un homomorfismo de anillos u ◦ g ◦ π : Z → A que
debe coincidir con f por su unicidad (Ejemplos 1.19). Como u ◦ g es inyectiva, es elemental ver que
Ker f = nZ. �

Si I y J son dos ideales de A entonces la suma y producto de A son los conjuntos

I + J = {x+ y : x ∈ I, y ∈ J}
IJ = {x1y1 + . . .+ xnyn : x1, . . . , xn ∈ I, y1, . . . , yn ∈ J}.

Más generalmente, si I1, . . . , In son ideales, entonces la suma y estos ideales es

I1 + · · · + In = {x1 + · · · + xn : x1 ∈ I1, . . . , xn ∈ In}

y el producto I1 · · · In es el ideal formado por las sumas de productos de la forma x1 · · ·xn donde
x1 ∈ I1, . . . , xn ∈ In.

Proposición 1.30. Si I1, . . . , In son ideales de un anillo A entonces:

1. I1 ∩ · · · ∩ In es el mayor ideal de A contenido en todos los Ii.

2. I1 + · · · + In es el menor ideal de A que contiene a todos los Ii (es decir, el ideal de A generado
por I1 ∪ · · · ∪ In.

3. I1 · · · In es el ideal de A generado por los productos x1 · · ·xn con x1 ∈ I1, . . . , xn ∈ In.

Generalizar las definiciones de suma y producto a familias no necesariamente finitas de ideales.

Terminamos esta sección con el Teorema Chino de los Restos.
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Teorema 1.31 (Teorema Chino de los Restos). Sea A un anillo y sean I1, . . . , In ideales de A tales
que Ii + Ij = A para todo i 6= j. Entonces I1 ∩ · · · ∩ In = I1 · · · In. Además

A

I1 ∩ · · · ∩ In
≃ A

I1
× · · · × A

In
.

Demostración. Razonamos por inducción sobre n, empezando con el caso n = 2. La hipótesis I1+I2 =
A nos dice que existen x1 ∈ I1 y x2 ∈ I2 tales que x1 + x2 = 1, y entonces para cada a ∈ I1 ∩ I2 se
tiene a = ax1 + ax2 ∈ I1I2, de modo que I1 ∩ I2 ⊆ I1I2, y la otra inclusión es clara. Claramente la
aplicación f : A → A/I1 × A/I2 dada por f(a) = (a + I1, a + I2) es un homomorfismo de anillos con
núcleo I1 ∩ I2, y es suprayectiva pues, dado un elemento arbitrario (a1 + I1, a2 + I2) de A/I1 × A/I2,
el elemento a = a1x2 + a2x1 verifica f(a) = (a1 + I1, a2 + I2). Ahora el resultado se obtiene aplicando
el Primer Teorema de Isomorf́ıa.

En el caso general (n > 2) basta ver que las hipótesis implican que (I1 ∩ · · · ∩ In−1) + In = A, pues
entonces la hipótesis de inducción nos da

I1 ∩ · · · ∩ In−1 ∩ In = (I1 ∩ · · · ∩ In−1)In = I1 · · · In−1In

y
A

I1 ∩ · · · ∩ In
=

A

(∩n−1
i=1 Ii) ∩ In

≃ A

∩n−1
i=1 Ii

× A

In
≃ A

I1
× · · · × A

In−1
× A

In
.

Para ver que (I1 ∩ · · · ∩ In−1)+ In = A notemos que, para cada i ≤ n− 1, existen ai ∈ Ii y bi ∈ In tales
que 1 = ai + bi, y multiplicando todas esas expresiones se obtiene

1 = Πn−1
i=1 (ai + bi) = a1 · · · an−1 + b,

donde b engloba a todos los sumandos que se obtendŕıan desarrollando los productos (excepto a1 · · · an−1)
y está en In porque en cada sumando hay al menos un factor del ideal In. Como además a1 · · · an−1 ∈
I1 ∩· · ·∩ In−1, deducimos que 1 ∈ (I1 ∩· · · ∩ In−1)+ In y aśı (I1 ∩· · · ∩ In−1)+ In = A, como queŕıamos
ver. �

1.5. Cuerpos y dominios; ideales maximales y primos

En esta sección suponemos que, en todos los anillos que aparecen, 1 6= 0.

Definición 1.32. Un elemento a de un anillo A se dice regular si la relación ab = ac con b, c ∈ A
implica que b = c; es decir, si a es cancelable.

Claramente, el 0 nunca es cancelable2. Un cuerpo es un anillo en el que todos los elementos no nulos
son invertibles, y un dominio (o dominio de integridad) es un anillo en el que todos los elementos no
nulos son regulares.

Como todo elemento invertible es regular (Lema 1.2), tenemos:

Proposición 1.33. Todo cuerpo es un dominio.

Otras propiedades que se demuestran fácilmente quedan recogidas en el siguiente ejercicio:

Proposición 1.34. Si A es un anillo, entonces:

1. Las condiciones siguientes son equivalentes:

2Obsérvese la importancia de la hipótesis 1 6= 0 en este caso.
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a) A es un cuerpo.

b) Los únicos ideales de A son 0 y A.

c) Todo homomorfismo de anillos A→ B es inyectivo.

2. Un elemento a ∈ A es regular si y sólo si la relación ab = 0 con b ∈ A implica b = 0 (por este
motivo, los elementos no regulares se suelen llamar divisores de cero).

3. A es un dominio si y sólo si, para cualesquiera a, b ∈ A no nulos, se tiene ab 6= 0.

4. Todo subanillo de un dominio es un dominio.

5. La caracteŕıstica de un dominio es cero o un número primo.

Ejemplos 1.35. Dominios y cuerpos.

1. Los anillos Q, R y C son cuerpos y Z es un dominio que no es un cuerpo (aunque es subanillo de
un cuerpo).

2. Para n ≥ 2, el anillo Zn es un dominio si y sólo si es un cuerpo, si y sólo si n es primo (¿por qué?).

3. Si m ∈ Z no es un cuadrado entonces Z[
√
m] es un dominio (subanillo de C) que no es un cuerpo

(el 2 no tiene inverso). Sin embargo, Q[
√
m] śı que es un cuerpo; de hecho, si a + b

√
m 6= 0,

entonces q = (a + b
√
m)(a − b

√
m) = a2 − b2m es un número racional no nulo (¿por qué?) y

aq−1 − bq−1
√
m es el inverso de a+ b

√
m.

4. Un producto de anillos A×B nunca es un dominio, pues (1, 0)(0, 1) = (0, 0).

5. Los anillos de polinomios no son cuerpos, pues la indeterminada genera un ideal propio y no nulo.

Por otra parte, A[X ] es un dominio si y sólo si lo es A. Una implicación es clara, pues A es un
subanillo de A[X ]. La otra se sigue del siguiente resultado, interesante en śı mismo, que el lector
puede intentar demostrar (véase el Lema 2.1): Si A es un dominio y P,Q son polinomios de A[X ]
de grados n y m, entonces el grado del producto PQ es n+m.

Definición 1.36. Sean A un anillo e I un ideal propio de A.
Se dice que I es maximal si no está contenido en ningún ideal propio (excepto en śı mismo).
Se dice que I es primo si, para todo a, b ∈ A, la relación ab ∈ I implica a ∈ I ó b ∈ I.

Proposición 1.37. Sean A un anillo e I un ideal propio de A. Entonces:

1. I es maximal precisamente si A/I es un cuerpo.

2. I es primo precisamente si A/I es un dominio.

3. Si I es maximal entonces es primo.

4. A es un cuerpo precisamente si el ideal 0 es maximal.

5. A es un dominio precisamente si el ideal 0 es primo.

Demostración. El apartado 1 es consecuencia inmediata del primer apartado de la Proposición 1.34 y
del Teorema de la Correspondencia 1.15. Para ver 2, supongamos que I es primo y sean a+ I, b+ I dos
elementos no nulos de A/I; entonces a, b 6∈ I y por lo tanto ab 6∈ I, luego (a + I)(b + I) = ab + I 6= 0
y en consecuencia A/I es un dominio. El rećıproco se demuestra usando la misma idea, y el resto de
apartados se deducen de estos dos y de la Proposición 1.33. �
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Proposición 1.38. Todo ideal propio de un anillo está contenido en un ideal maximal.

Demostración. Sea I un ideal propio de A y sea Ω el conjunto de los ideales propios de A que contienen
a I. Obsérvese que la unión de una cadena I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ . . . de elementos de Ω es un ideal, que además
es propio, pues si no lo fuera, contendŕıa a 1 y por tanto algún In contendŕıa a 1 en contra de que todos
los In son ideales propios. Aplicando el Lema de Zorn deducimos que Ω tiene un elemento maximal que
obviamente es un ideal maximal de A. �

A continuación estudiamos algunas propiedades de los ideales primos y maximales.

1.6. El cuerpo de fracciones de un dominio

En esta sección vamos a ver que todo dominio D es un subanillo de un cuerpo. De hecho existe
un cuerpo que, en cierto sentido, es el menor cuerpo que contiene a D. Dicho cuerpo es único salvo
isomorfismos y se llama el cuerpo de fracciones de D. Comenzaremos con la construcción de ese cuerpo,
que es una traducción literal de la construcción de Q a partir de Z, y analizaremos entonces sus
propiedades. En realidad, la construcción del cuerpo de fracciones es parte de una construcción más
general, que presentaremos al final de la sección en una serie de ejercicios.

En esta sección, D representará un dominio. Un subanillo de un anillo A que sea un cuerpo se llama
un subcuerpo de A, y un homomorfismo de anillos entre dos cuerpos (que ha de ser inyectivo por la
Proposición 1.34) se llama homomorfismo de cuerpos.

La idea de la construcción es la de formar un cuerpo Q(D) cuyos elementos sean “fracciones” del
tipo a/b con a, b ∈ D y b 6= 0. De este modo, D estará contenido en Q(D) (identificando cada elemento
a de D con la fracción a/1), y los elementos no nulos de Q(D) serán invertibles, pues si a, b ∈ D \ {0, },
entonces b/a será el inverso de a/b. Por supuesto, hay que definir con más rigor las fracciones y hay que
dotar a Q(D) de una estructura de cuerpo. El primer problema que se presenta, si pensamos en el caso
D = Z y Q(D) = Q, es el hecho de que dos fracciones aparentemente distintas pueden representar el
mismo elemento, como en el caso 10/15 = 2/3. Esto se resuelve identificando ciertas fracciones mediante
una relación de equivalencia, y este será el primer paso en nuestra construcción.

Sean S = D \ {0} y X = D × S. Definimos en X la relación binaria

(a1, s1) ∼ (a2, s2) ⇔ a1s2 = a2s1

que, como el lector comprobará fácilmente, es una relación de equivalencia. La clase de equivalencia de
(a, s) se denota por a/s o por a

s , y el conjunto cociente X/ ∼ (es decir, el conjunto de las clases de
equivalencia para esa relación) por Q(D). Dotamos a Q(D) de una estructura de anillo con las siguientes
operaciones:

a1

s1
+
a2

s2
=
a1s2 + a2s1

s1s2

a1

s1

a2

s2
=
a1a2

s1s2
. (1.1)

Hay que asegurarse de que esas definiciones no dependen de los representantes elegidos para cada
fracción. Es decir, si a1/s1 = b1/t1 y a2/s2 = b2/t2, hay que comprobar que se obtiene la misma suma
y el mismo producto si aplicamos las fórmulas a a1/s1 y a2/s2 que si se las aplicamos a b1/t1 y b2/t2.
Las igualdades anteriores significan que a1t1 = b1s1 y a2t2 = b2s2, de donde

(a1s2 + a2s1)(t1t2) = a1s2t1t2 + a2s1t1t2 = b1s2s1t2 + b2s1t1s2 = (b1t2 + b2t1)(s1s2)

y por tanto a1s2+a2s1

s1s2
= b1t2+b2t1

t1t2
. Esto demuestra que la suma está bien definida, y con el producto se

procede de modo análogo.

Lema 1.39. Dados a, b, s, t ∈ D con s, t 6= 0, entonces:
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1. El neutro para la suma es 0/1. Además, la igualdad a/s = 0/1 se verifica si y sólo si a = 0.

2. El neutro para el producto es 1/1. Además, la igualdad a/s = 1/1 se verifica si y sólo si a = s.

3. Se tiene at/st = a/s.

4. La igualdad a/s = b/s se verifica si y sólo si a = b.

5. La definición de suma se simplifica cuando hay “denominador común”: a/s+ b/s = (a+ b)/s.

Usando adecuadamente el Lema 1.39, la comprobación de que Q(D) es un cuerpo es rutinaria.
Demostramos como ejemplo la propiedad distributiva, y dejamos el resto para el lector:

a

s

(
b1
t1

+
b2
t2

)
=
a

s

(
b1t2 + b2t1

t1t2

)
=
ab1t2 + ab2t1

st1t2
=
ab1t2
st1t2

+
ab2t1
st1t2

=
ab1
st1

+
ab2
st2

=
a

s

b1
t1

+
a

s

b2
t2
.

Definición 1.40. El cuerpo Q(D) se llama cuerpo de fracciones o cuerpo de cocientes del dominio D.

Ejemplos 1.41. Cuerpos de fracciones.

1. Obviamente, Q es el cuerpo de fracciones de Z.

2. Supongamos que un anillo de polinomios A[X ] es un dominio (lo que ocurre precisamente si A
es un dominio por los Ejemplos 1.35). Su cuerpo de fracciones se suele denotar por A(X) y se
llama el cuerpo de las funciones racionales sobre A. Sus elementos son fracciones del tipo P/Q
con P,Q ∈ A[X ], que se suman y se multiplican de forma natural.

Usando el Lema 1.39, es sencillo ver que la aplicación u : D → Q(D) dada por u(a) = a/1 es
un homomorfismo inyectivo de anillos, lo que nos permite ver a D como un subanillo de Q(D) si
identificamos cada elemento a deD con la fracción a/1 deQ(D). El par (Q(D), u) verifica una interesante
propiedad:

Proposición 1.42. Sean D un dominio, Q(D) su cuerpo de fracciones y u : D → Q(D) la aplicación
dada por u(a) = a/1. Entonces:

1. (Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones) Para toda pareja (K, f) formada por un
cuerpo K y un homomorfismo inyectivo de anillos f : D → K, existe un único homomorfismo de
cuerpos f̄ : Q(D) → K tal que f̄ ◦ u = f . Se dice que f̄ completa de modo único el diagrama

D Q(D)

K

u

f
f

6
*

-

2. Si dos homomorfismos de cuerpos g, h : Q(D) → K coinciden sobre D entonces son iguales. Es
decir, si g ◦ u = h ◦ u entonces g = h.

3. Q(D) está determinado salvo isomorfismos por la Propiedad Universal. Expĺıcitamente: suponga-
mos que existen un cuerpo F y un homomorfismo inyectivo de anillos v : D → F tales que, para
todo cuerpo K y todo homomorfismo inyectivo de anillos f : D → K, existe un único homomor-
fismo de cuerpos f̄ : F → K tal que f̄ ◦ v = f . Entonces existe un isomorfismo φ : F → Q(D) tal
que φ ◦ v = u.
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Demostración. 1. Sea f : D → K como en el enunciado. Si f̄ : Q(D) → K es un homomorfismo de
cuerpos tal que f̄ ◦ u = f entonces, para todo a/s ∈ Q(D), se verifica

f̄(a/s) = f̄(u(a)u(s)−1) = (f̄ ◦ u)(a)(f̄ ◦ u)(s)−1 = f(a)f(s)−1.

Esto prueba que el único homomorfismo de cuerpos f̄ : Q(D) → K que puede satisfacer f̄ ◦ u = f tiene
que venir dada por f̄(a/s) = f(a)f(s)−1. Sólo falta comprobar que la aplicación f̄ aśı dada está bien
definida y es un homomorfismo. Si a1/s1 = a2/s2 entonces a1s2 = a2s1, luego f(a1)f(s2) = f(a2)f(s1)
y, por tanto, f(a1)f(s1)

−1 = f(a2)f(s2)
−1. Esto prueba que f̄ está bien definido. Dejaremos que el

lector compruebe que es efectivamente un homomorfismo.
2. Si ponemos f = g ◦ u = h ◦ u : D → K, los homomorfismos g y h completan el diagrama del

apartado 1. Por la unicidad se tiene g = h.
3. Sea v : D → F como en el enunciado. Aplicando 1 encontramos un homomorfismo v̄ : Q(D) → F

tal que v̄ ◦ u = v, y aplicando la hipótesis de 3 encontramos un homomorfismo ū : F → Q(D) tal que
ū ◦ v = u. Entonces la composición ū ◦ v̄ : Q(D) → Q(D) verifica (ū ◦ v̄) ◦ u = ū ◦ v = u, y por 2 se
obtiene ū ◦ v̄ = 1Q(D). En particular ū es suprayectiva, y como es inyectiva por ser un homomorfismo
de cuerpos, φ = ū es el isomorfismo que buscamos. �

La Propiedad Universal permite afirmar que Q(D) es “el menor cuerpo que contiene a D” en un
sentido que se hace expĺıcito en el siguiente resultado:

Proposición 1.43. Sea D un dominio. Si K es un cuerpo y f : D → K es un homomorfismo inyectivo
de anillos, entonces K contiene un subcuerpo isomorfo a Q(D).

Demostración. Por la propiedad universal del cuerpo de fracciones existe un homomorfismo de cuerpos
f̄ : Q(D) → K, y como f̄ es inyectiva, Im f̄ es un subcuerpo de K isomorfo a Q(D). �

Ejemplo 1.44. El cuerpo de fracciones de Z[
√
m].

Sea m un número entero que no es un cuadrado, y sea f : Z[
√
m] → C la inclusión. Si f̄ es como

en la demostración de la Proposición 1.43, entonces Im f̄ es el cuerpo de fracciones de Z[
√
m]. Un

elemento genérico de Im f̄ es de la forma x = a+b
√

m
c+d

√
m

, con a, b, c, d ∈ Z y c + d
√
m 6= 0. Si ponemos

t = (c+ d
√
m)(c− d

√
m) 6= 0 entonces t = c2 − d2m ∈ Z, y aśı

x =
a+ b

√
m

c+ d
√
m

=
(a+ b

√
m)(c− d

√
m)

t
=
r + s

√
m

t
=
r

t
+
s

t

√
m,

donde r, s ∈ Z, y por tanto x ∈ Q[
√
m]. Esto demuestra que Im f̄ ⊆ Q[

√
m], y el otro contenido es

claro, pues un elemento genérico a
s + b

t

√
m de Q[

√
m] se reescribe como at+bs

√
m

st .
En conclusión, el cuerpo de fracciones de Z[

√
m] es Q[

√
m].

Un interesante corolario de la Proposición 1.43 es el siguiente:

Corolario 1.45. Todo cuerpo K posee un subcuerpo K ′, llamado el subcuerpo primo de K, que
está contenido en cualquier otro subcuerpo de K (es decir, K ′ es “el menor subcuerpo de K”). Si
la caracteŕıstica de K es un entero primo p, entonces K ′ es isomorfo a Zp; en caso contrario K ′ es
isomorfo a Q.

Demostración. Si la caracteŕıstica es un primo p entonces el subanillo primo de K (isomorfo a Zp) es
ya un cuerpo, y contiene a cualquier subcuerpo (de hecho, a cualquier subanillo) de K.

En otro caso, al ser K un cuerpo, la caracteŕıstica es cero; es decir, el homomorfismo de anillos
f : Z → K es inyectivo. El cuerpo de fracciones de Z es Q, y el homomorfismo de cuerpos f̄ : Q → K que
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nos da la Propiedad Universal viene dada por f̄(n/m) = f(n)f(m)−1. Como f̄ es inyectivo, K ′ = Im f̄
es un subcuerpo de K isomorfo a Q, y ahora basta ver que K ′ está contenido en cualquier subcuerpo F
de K. Dado un tal F , se tiene f(m) ∈ F para cada m ∈ Z, y si m 6= 0 entonces f(m) 6= 0 y f(m)−1 ∈ F .
Por tanto, para cada n/m ∈ Q se tiene f̄(n/m) = f(n)f(m)−1 ∈ F , lo que demuestra que K ′ ⊆ F . �

1.7. Divisibilidad

Definición 1.46. Sea A un anillo y sean a, b ∈ A. Se dice que a divide a b en A, o que a es un divisor
de b en A, o que b es un múltiplo de a en A, si existe c ∈ A tal que b = ac.

Para indicar que a divide a b en A escribiremos a | b en A. Si el anillo A está claro por el contexto
escribiremos simplemente a | b.

Obsérvese que la noción de divisibilidad depende del anillo. Por ejemplo, si a es un entero diferente
de 0, entonces a divide a todos los números enteros en Q, pero no necesariamente en Z.

Lema 1.47. Si A es un anillo y a, b, c ∈ A entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. (Reflexiva) a | a.

2. (Transitiva) Si a | b y b | c, entonces a | c.

3. a | 0 y 1 | a.

4. 0 | a si y sólo si a = 0.

5. a | 1 si y sólo si a es una unidad; en este caso a | x para todo x ∈ A (es decir, las unidades dividen
a cualquier elemento).

6. Si a | b y a | c entonces a | rb + sc para cualesquiera r, s ∈ A (y en particular a | b+ c, a | b− c y
a | rb para cualquier r ∈ A). Más generalmente, si a divide a ciertos elementos, entonces divide a
cualquier combinación lineal suya con coeficientes en A.

7. Si A es un dominio, c 6= 0 y ac | bc, entonces a | b.

Definición 1.48. Dos elementos a y b de un anillo A se dice que son asociados si se dividen mutua-
mente; es decir, si a | b y b | a. Cuando no esté claro por el contexto en qué anillo estamos trabajando,
hablaremos de elementos asociados en A.

Por ejemplo, una unidad es lo mismo que un elemento asociado a 1.
Es elemental ver que “ser asociados” es una relación de equivalencia en A, y que dos elementos son

asociados si y sólo si tienen los mismos divisores, si y sólo si tienen los mismos múltiplos. Por lo tanto,
al estudiar cuestiones de divisibilidad, un elemento tendrá las mismas propiedades que sus asociados.

La siguiente caracterización de la relación “ser asociado” en un dominio será importante (y por
motivos como éste pronto empezaremos a suponer sistemáticamente que los anillos que aparecen son
dominios):

Lema 1.49. Si D es un dominio entonces a, b ∈ D son asociados en D si y sólo si existe una unidad
u ∈ D∗ tal que b = au.

Sabemos que cualquier elemento a de un anillo A es divisible por sus asociados y por las unidades
de A, y que si a divide a uno de los elementos b ó c entonces divide a su producto bc. A continuación
estudiamos los elementos que verifican “los rećıprocos” de estas propiedades. A menudo consideraremos
elementos a de un anillo A que no son cero ni unidades, lo que sintetizaremos en la forma 0 6= a ∈ A\A∗.
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Definición 1.50. Diremos que un elemento a del anillo A es irreducible si 0 6= a ∈ A\A∗ y la relación
a = bc en A implica que b ∈ A∗ ó c ∈ A∗ (y por lo tanto que uno de los dos es asociado de a).

Diremos que a es primo si 0 6= a ∈ A \A∗ y la relación a | bc en A implica que a | b ó a | c.
Ambas nociones dependen del anillo ambiente, y si éste no está claro por el contexto hablaremos de

irreducibles y primos “en A”.

Proposición 1.51. En un dominio A todo elemento primo es irreducible.

El rećıproco no se verifica en general, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.52. Irreducible no implica primo.

En el anillo Z[
√
−5] hay elementos irreducibles que no son primos. Comencemos observando que el

cuadrado del módulo de un elemento a + b
√
−5 de Z[

√
−5], con a, b ∈ Z es |a + b

√
−5|2 = a2 + 5b2.

Eso implica que si x|y en Z[
√
−5], entonces |x|2 divide a |y|2 en Z. Por otro lado los cuadrados en

Z5 son 0 + (5) y ±1 + (5), y que por lo tanto la congruencia a2 ≡ ±2 mod 5 no tiene solución. Esto
implica que en Z[

√
−5] no hay elementos cuyo módulo al cuadrado valga 2, 3 ó 12 (¿por qué?). Sea

ahora x ∈ Z[
√
−5] con |x|2 = 4; si y | x entonces |y|2 divide a |x|2 = 4, en Z y, por lo tanto, |y|2 vale 1,

2 ó 4: En el primer caso y = ±1 es una unidad, el segundo es imposible y en el tercero y es asociado de
x (¿por qué?), y en consecuencia x es irreducible. De igual modo se ve que los elementos con módulo 6
ó 9 son irreducibles, y en particular lo son todos los factores de la igualdad

2 · 3 = (1 +
√
−5)(1 −

√
−5).

Pero ninguno de ellos es primo: por ejemplo de la igualdad se deduce que 2 | (1 +
√
−5)(1−

√
−5), y es

claro que 2 ∤ (1 +
√
−5) y 2 ∤ (1 −

√
−5).

Todas las nociones de divisibilidad que hemos presentado pueden reenunciarse en términos de los
ideales principales generados por los elementos involucrados.

Lema 1.53. Si D es un dominio y a, b ∈ D entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. a = 0 precisamente si (a) = 0.

2. a ∈ D∗ precisamente si (a) = D.

3. a | b precisamente si (b) ⊆ (a) (o si b ∈ (a)).

4. a y b son asociados precisamente si (a) = (b).

5. a es primo precisamente si (a) es un ideal primo no nulo de D.

6. a es irreducible precisamente si (a) es maximal entre los ideales principales propios no nulos de
D; es decir, a 6= 0 y (a) ⊆ (b) ⊂ D implica (a) = (b).

En vista de estos resultados, las nociones sobre divisibilidad se manejarán fácilmente en dominios
en los que todos los ideales son principales.

Definición 1.54. Un dominio de ideales principales, o DIP (PID, en la literatura en inglés), es un
dominio en el que todos los ideales son principales.

Proposición 1.55. Si D es un DIP y 0 6= a ∈ D \D∗, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. a es irreducible.

2. (a) es un ideal maximal.



26

3. A/(a) es un cuerpo.

4. a es primo.

5. (a) es un ideal primo.

6. A/(a) es un dominio.

Demostración. La equivalencia entre 1, 2 y 3 es consecuencia de la Proposición 1.53 y de la Proposi-
ción 1.37, y lo mismo puede decirse de la equivalencia entre 4, 5 y 6. También de la Proposición 1.37 se
deduce que 2 implica 5. Finalmente, 4 implica 1 por la Proposición 1.51. �

El Ejemplo protot́ıpico de DIP es el anillo Z de los números enteros. En el Tema 2 aparecerán otros
dominios de ideales principales.

Definición 1.56. Sea D un dominio. Una factorización en producto de irreducibles de un elemento a
de D es una expresión del tipo

a = up1 · · · pn

donde n ∈ N, u es una unidad de D y p1, . . . , pn son irreducibles de D (se admite la posibilidad de
que sea n = 0, en cuyo caso la factorización se reduce a a = u). Diremos que D es un dominio de
factorización si todo elemento no nulo de D admite una factorización en producto de irreducibles.

Dos factorizaciones de a ∈ D en producto de irreducibles se dice que son equivalentes si sólo se
diferencian en el orden y en asociados. Dicho con más rigor, las factorizaciones

a = up1 · · · pn = vq1 · · · qm

(con u, v ∈ D∗ y el resto de factores irreducibles) son equivalentes si n = m y existe una permutación
σ de Nn (una biyección de Nn = {1, 2, . . . , n} en śı mismo) tal que pi y qσ(i) son asociados para cada
i = 1, . . . , n. Diremos que D es un dominio de factorización única ó DFU (UFD, en inglés) si es un
dominio de factorización en el que, para cada 0 6= a ∈ D, todas las factorizaciones de a son equivalentes.

Comenzamos observando que, sobre un DFU, los elementos irreducibles coinciden con los primos, por
lo que podemos hablar indistintamente de factorizaciones en irreducibles o factorizaciones en primos.

Lema 1.57. Si D es un DFU, entonces todo elemento irreducible de D es primo.

Demostración. Sea p ∈ D irreducible, y sean a, b, t ∈ D tales que pt = ab. Se trata de ver que
p | a ó p | b. Si t = up1 · · · pn, a = vq1 · · · qm y b = wr1 · · · rk son factorizaciones en irreducibles (con
u, v, w ∈ D∗), entonces se tiene

upp1 · · · pn = (vw)q1 · · · qmr1 · · · rk,

y por la unicidad de la factorización p es asociado de algún qi (y entonces p | a) o de algún ri (y entonces
p | b). �

Proposición 1.58. Para un dominio D, las condiciones siguientes son equivalentes:

1. D es un dominio de factorización única.

2. D es un dominio de factorización en el que todo elemento irreducible es primo.
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Demostración. 1 implica 2. Por la definición de DFU y por el Lema 1.57.
2 implica 1. Por hipótesis, todo elemento no nulo de D se factoriza como un producto de primos,

y podemos demostrar la unicidad de tales factorizaciones adaptando la demostración del Teorema
Fundamental de la Aritmética. En efecto, sean up1 · · · pn = vq1 · · · qm, con pi y qi irreducibles para todo
i, y u, v ∈ D∗. Suponemos que n ≤ m y razonamos por inducción sobre n. Si n = 0 entonces m = 0,
ya que los divisores de unidades son unidades, y no hay nada que demostrar. Supongamos que n > 0 y,
la hipótesis de inducción. Por hipótesis, pn es primo, luego divide a algún qi y de hecho son asociados
(¿por qué?); además, reordenando si es necesario, podemos suponer que i = m. Es decir, existe una
unidad w tal que qm = wpn. Entonces

up1 · · · pn−1 = (vw)q1 · · · qm−1.

Por hipótesis de inducción se tiene n−1 = m−1 (luego n = m) y existe una biyección τ : {1, . . . , n−1} →
{1, . . . , n − 1} tal que pi y qτ(i) son asociados para cada i = 1, . . . , n − 1. Ahora es evidente que τ se
extiende a una permutación σ de Nn tal que pi y qσ(i) son asociados para cada i = 1, . . . , n, y por lo
tanto las factorizaciones iniciales son equivalentes. �

Teorema 1.59. Todo dominio de ideales principales D es un dominio de factorización única.

Demostración. Por las Proposiciones 1.58 y 1.55, basta con demostrar que D es un dominio de
factorización. Por reducción al absurdo suponemos que D no lo es, y vamos a construir, por recurrencia,
una sucesión a1, a2, . . . de elementos de D que no admiten factorización y tales que (a1) ⊂ (a2) ⊂ · · ·
es una cadena estrictamente creciente de ideales de D. Para el primer paso simplemente elegimos un
elemento arbitrario a1 de D que no admita factorización en irreducibles. Supongamos ahora que hemos
elegido a1, . . . , an satisfaciendo las condiciones requeridas. Entonces an no es irreducible, luego existen
x, y ∈ D \ D∗ tales que an = xy. Como an no es producto de irreducibles, al menos uno de los
factores x ó y (digamos que x) no es producto de irreducibles. Entonces, poniendo an+1 = x, tenemos
(an) ⊂ (an+1) con la inclusión estricta porque y no es una unidad.

Una vez construida la sucesión (ai), tomamos I = (a1, a2, . . .) = ∪i∈Z+(ai) (dejamos que el lector
compruebe la igualdad anterior). Como D es un DIP, existe x ∈ D tal que I = (x); en particular
x ∈ I = ∪i∈Z+(ai) y por tanto existe un ı́ndice i tal que x ∈ (ai); como es claro que ai ∈ (x), se
tiene (ai) = (x) = I y por lo tanto (ai) = (ai+1), en contra de la construcción realizada. Este absurdo
concluye la demostración. �

El rećıproco del Teorema 1.59 es falso; en el siguiente caṕıtulo veremos que Z[X ] es un DFU que no
es un DIP.

1.8. Problemas

1. Demostrar los lemas 1.2, 1.3, 1.11, 1.14, 1.39, 1.47, 1.49 y 1.53 y las Proposiciones 1.12, 1.14 y
1.34.

2. Sea m ∈ Z. Demostrar que si m no es un cuadrado en Z, entonces tampoco es un cuadrado en Q.

3. Si n es un entero positivo, demostrar que los ideales de Zn son precisamente los de la forma mZn,
donde m es un divisor positivo de n, y además mZn está contenido en m′Zn si y sólo si m′ divide
a m.

4. Sean a y b dos elementos de un anillo. Demostrar que ab es un divisor de cero precisamente si a
ó b es un divisor de cero.
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5. Sea A un anillo finito. Demostrar que todo elemento de A es o divisor de cero o unidad. Deducir
que todo dominio finito es un cuerpo.

6. Decimos que d ∈ Z es libre de cuadrados si p2 no divide a d para ningún número primo p (en
particular 1 es libre de cuadrados). Demostrar que para todo m ∈ Z existe un d ∈ Z libre de
cuadrados tal que Q[

√
m] = Q[

√
d]. ¿Ocurre lo mismo si cambiamos Q por Z?

7. Sean A y B dos anillos. Describir los ideales de A × B en función de los ideales de A y de B.
Determinar todos los ideales de Z12 × Z18.

8. Si I, J y K son ideales de un anillo A, demostrar que:

a) I(J ∩K) ⊆ IJ ∩ IK.

b) IJ = JI.

c) I(JK) = (IJ)K.

d) I(J +K) = IJ + IK.

e) IA = I.

9. Comprobar que la hipótesis de suprayectividad en el apartado 11 de la Proposición 1.17 no es
superflua; es decir, dar un ejemplo de un homomorfismo de anillos f : A→ B y un ideal I de A,
tal que f(I) no es un ideal de B.

10. Demostrar que si f : A → B es un homomorfismo suprayectivo de anillos y todos los ideales del
anillo A son principales entonces todos los ideales de B son principales.

11. Sea a ∈ R. ¿Qué se deduce al aplicar el Primer Teorema de Isomorf́ıa al homomorfismo R[X ] → R,
dado por P (X) 7→ P (a)? ¿Y qué se deduce al aplicarlo al homomorfismo R[X ] → C, dado por
P (X) 7→ P (i)?

12. Sea f : A → B un homomorfismo suprayectivo de anillos. Demostrar que existe una correspon-
dencia biuńıvoca, que conserva la inclusión, entre el conjunto de los ideales de B y los ideales de
A que contienen a Ker f .

13. Demostrar el rećıproco del Teorema Chino de los Restos para anillos; es decir, probar que si
I1, . . . , In son ideales de un anillo A tales que la aplicación f : A → ∏n

i=1 A/Ii, dada por f(a) =
(a+ I1, . . . , a+ In) es suprayectiva, entonces Ii + Ij = (1), para todo i 6= j.

14. Si I es un ideal propio del anillo A, las biyecciones del Teorema de la Correspondencia llevan ideales
maximales (respectivamente primos) de A que contienen a I a ideales maximales (respectivamente
primos) de A/I, y viceversa.

15. Sea f : A→ B un homomorfismo de anillos. Demostrar que:

a) Si p es un ideal primo de B, entonces f−1(p) es un ideal primo de A.

b) En general, no se verifica el resultado análogo para ideales maximales. (Indicación: Considerar
la inclusión de Z en Q.)

16. Sea A un anillo cuya caracteŕıstica es un número primo p. Demostrar que la aplicación x 7→ xpn

es un endomorfismo de A para todo n ∈ N.

17. Demostrar que, si K es un cuerpo finito con un subcuerpo F , entonces el cardinal de K es una
potencia del cardinal de F . (Indicación: Considerar K como espacio vectorial sobre F ). Deducir
que:
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a) El cardinal de cualquier cuerpo finito es una potencia de un número primo. (Indicación:
Considerar el subanillo primo de K.)

b) Si K es un cuerpo finito con un subcuerpo F , entonces existen un número primo p y enteros
positivos n y m tales que n | m, |F | = pn y |K| = pm.

18. Determinar los automorfismos de C que cumplen f(x) = x, para todo x ∈ R.

19. Demostrar que el único automorfismo de R es la identidad. (Indicación: Un automorfismo de R
debe fijar los números racionales y conservar el orden.)

20. Sea A un anillo de caracteŕıstica n y sea m un número entero. ¿Cuántos homomorfismos de anillos
Zm → A existen? ¿Cuántos homomorfismos de anillos Zn → Zm existen?

21. Sea D un dominio y sea Q su cuerpo de fracciones. Demostrar que:

a) Si D′ es un subanillo de D con cuerpo de fracciones Q′, entonces Q contiene un subcuerpo
isomorfo a Q′.

b) Si A es un subanillo de Q que contiene a D, entonces Q es un cuerpo de cocientes de A.

22. Demostrar que si D es un dominio entonces:

a) Un elemento 0 6= a ∈ D \D∗ es irreducible si y sólo si sus únicos divisores son sus asociados
y las unidades. Si D no es un dominio se verifica el “sólo si”. En A = Z6 el “si” falla para
a = 4 + (6)..

b) Si dos elementos son asociados, entonces uno es irreducible (respectivamente primo) si y sólo
si lo es el otro.

23. Sean A un anillo, S un subconjunto de A y a, b, d,m ∈ A. Demostrar que:

a) Las condiciones siguientes son equivalentes:

1) m es múltiplo de cada elemento de S, y si un elemento x ∈ A es múltiplo de cada
elemento de S entonces x es múltiplo de m.

2) Un elemento x ∈ A es múltiplo de cada elemento de S si y sólo si es múltiplo de m.

En este caso se dice que m es un mı́nimo común múltiplo de S, y otro elemento es un mı́nimo
común múltiplo de S si y sólo si es asociado de m. Escribiremos m = mcm(S), entendiendo
que tal elemento (si existe) es único salvo asociados. Asimismo, hablaremos de el mı́nimo
común múltiplo de S, con el mismo significado de unicidad salvo asociados.

b) Las condiciones siguientes son equivalentes:

1) d divide a cada elemento de S, y si un elemento x ∈ A divide a cada elemento de S
entonces x divide a d.

2) Un elemento x ∈ A divide a cada elemento de S si y sólo si divide a d.

En este caso se dice que d es un máximo común divisor de S, y otro elemento es un máximo
común divisor de S si y sólo si es asociado de d. Escribiremos d = mcd(S), entendiendo que
tal elemento (si existe) es único salvo asociados.

c) Si d es un divisor común de los elementos de S y además es combinación lineal de elementos
de S; es decir, existen elementos s1, . . . , sn ∈ S y a1, . . . , an ∈ A tales que

d = a1s1 + · · · + ansn, (1.2)

entonces d = mcd(S), y se dice que esta expresión es una identidad de Bezout para S.

Si existe una identidad de Bezout (1.2) con d = 1 entonces mcd(S) = 1.



30

d) Se verifica 1 = mcd(S) si y sólo si los únicos divisores comunes de los elementos de S son las
unidades de A. En este caso decimos que los elementos de S son coprimos. Si para cada par
de elementos distintos a, b ∈ S se verifica mcd(a, b) = 1, decimos que los elementos de S son
coprimos dos a dos.

e) a | b si y sólo si a = mcd(a, b), si y sólo si b = mcm(a, b).

f ) En particular, 1 = mcd(a, 1), mcd(a, 0) = a = mcm(a, 1) y 0 = mcm(a, 0).

g) Si a es irreducible entonces mcd(a, b) = 1 si y sólo si a ∤ b.

24. Demostrar las siguientes propiedades para d y m dos elementos de un dominio D y S un subcon-
junto de D.

a) d = mcd(S) precisamente si (d) es mı́nimo entre los ideales principales que contienen a S (o
al ideal generado por S).

En particular, si (S) es un ideal principal entonces cualquier generador suyo es un máximo
común divisor de S, y además existe una identidad de Bezout para S.

b) m = mcm(S) si y sólo si (m) = ∩s∈S(s).

En consecuencia, mcm(S) existe si y sólo si el ideal ∩s∈S(s) es principal, y entonces cualquier
generador de ∩s∈S(s) es un mı́nimo común múltiplo de S.

25. Sea D un DIP y sean S un subconjunto de D y a, b, c ∈ D. Demostrar

a) S tiene un mı́nimo común múltiplo.

b) S tiene un máximo común divisor d y además existe una identidad de Bezout para S.

c) El elemento d es un máximo común divisor de a1, . . . , an si y sólo si d | ai para cada
i = 1, . . . , n y existen r1, . . . , rn ∈ D tales que

r1a1 + · · · + rnan = d.

d) Los elementos a1, . . . , an son coprimos si y sólo si existen r1, . . . , rn ∈ D tales que

r1a1 + · · · + rnan = 1.

e) Si d = mcd(a, b), entonces mcd(a
d ,

b
d ) = 1.

f ) Si mcd(a, b) = mcd(a, c) = 1, entonces mcd(a, bc) = 1.

g) Si mcd(a, b) = 1 y a | bc, entonces a | c.
h) Si mcd(a, b) = 1, a | c y b | c, entonces ab | c.
i) ab y mcd(a, b)mcm[a, b] son asociados.

26. En este ejercicio todas las propiedades de divisibilidad se refieren al anillo Z[
√
−5]. Demostrar

a) 2 y 1+
√
−5 son coprimos y sin embargo no hay una identidad de Bezout para {2, 1+

√
−5}.

b) 2 y 1 +
√
−5 no tienen mı́nimo común múltiplo.

c) No existe mcd(6, 2(1 +
√
−5)).

27. Sean D un DFU y P un conjunto de representantes de los irreducibles de D por la relación
de equivalencia “ser asociados”, es decir P está formado por irreducibles de D y cada elemento
irreducible p de D es asociado de un único elemento de P .
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a) Demostrar que cada elemento a de D se puede escribir de forma única como a = u
∏

p∈P p
αp ,

donde u es una unidad de D, cada αp ≥ 0 y αp = 0 para casi todo p ∈ P . Llamaremos a esto
“la” factorización de a en irreducibles de P .

b) Demostrar que si

a = u
∏

p∈P

pαp y b = v
∏

p∈P

pβp

son las factorizaciones de a y b en irreducibles de P entonces a | b precisamente si αp ≤ βp,
para todo p ∈ P .

c) El número de divisores de un elemento no nulo a de D es finito, salvo asociados. Es decir,
existe un conjunto finito F tal que todos los divisores de a son asociados de un elemento de
F .

d) Obtener una fórmula para calcular el número de divisores de a, salvo asociados, en términos
de una factorización de a.

e) Dar ejemplos de conjuntos P como los del ejercicio para Z y K[X ] donde K es un cuerpo.

28. Demostrar que en un DFU todo conjunto finito tiene un máximo común divisor y un mı́nimo
común múltiplo.

29. Sea D un dominio. Una función eucĺıdea en D es una aplicación δ : D \ {0} → N que cumple las
siguientes condiciones:

(DE1) Si a, b ∈ D \ {0} verifican a | b entonces δ(a) ≤ δ(b).

(DE2) Dados a, b ∈ D con b 6= 0, existen q, r ∈ D tales que a = bq + r y o bien r = 0 o bien
δ(r) < δ(b).

Un dominio eucĺıdeo es un dominio que admite una función eucĺıdea.

a) Demostrar que las siguientes aplicaciones son funciones eucĺıdeas en los dominios que se
indican.

1) El valor absoluto en Z.

2) El módulo en el anillo Z[i] = {a+ bi : a, b ∈ Z}.
3) El grado en el anillo K[X ] de los polinomios con coeficientes en un cuerpo K.

b) Demostrar que si δ es una función eucĺıdea en D entonces las siguientes condiciones son
equivalentes para a ∈ D:

1) a es una unidad de D.

2) δ(a) = δ(1).

3) δ(a) ≤ δ(x), para todo x ∈ D \ {0}.
c) Calcular las unidades de Z[i].

d) Demostrar que todo dominio eucĺıdeo es un DIP.
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Caṕıtulo 2

Polinomios

2.1. Anillos de polinomios

Sea A un anillo. En el Ejemplo 1.4.5 definimos el anillo de polinomios A[X ] en una indeterminada
con coeficientes en A como el conjunto de las expresiones del tipo

P = P (X) = p0 + p1X + p2X
2 + · · · + pnX

n (2.1)

donde n es un número entero no negativo y ai ∈ A para todo i. Si P es como en (2.1), entonces
p0, p1, p2, . . . se llaman coeficientes de P . Más precisamente, piX

i se llama monomio de grado i del
polinomio P y pi se llama coeficiente del monomio de grado i de P . Obsérvese que P tiene infinitos
coeficientes, aunque todos menos un número finito son iguales a 0. Dos polinomios son iguales si sus
coeficientes de los monomios del mismo grado son iguales. El polinomio cero o polinomio nulo es el
polinomio que tiene todos los coeficientes iguales a 0.

La suma y el producto en A[X ] se definen

(a0 + a1X + a2X
2 + · · · ) + (b0 + b1X + b2X

2 + · · · ) = c0 + c1X + c2X
2 + · · · ,

donde cada cn = an + bn, y

(a0 + a1X + a2X
2 + · · · ) · (b0 + b1X + b2X

2 + · · · ) = d0 + d1X + d2X
2 + · · · ,

donde cada dn = a0bn + a1bn−1 + · · · + an−1b1 + anb0 =
∑n

i=0 aibn−i.
Sea A un anillo y sea p =

∑
i∈N piX

i ∈ A[X ] un polinomio no nulo de A[X ]. Entonces, por definición
de polinomio, el conjunto {i ∈ N : pi 6= 0} no es vaćıo y está acotado superiormente. Por tanto ese
conjunto tiene un máximo, al que llamamos grado del polinomio p y denotamos por gr(p). Es decir,

gr(p) = máx{i ∈ N : pi 6= 0}.

El coeficiente de mayor grado, pgr(p), se conoce como el coeficiente principal de p, y diremos que p
es mónico si su coeficiente principal es 1. Por convenio, consideramos que el polinomio 0 tiene grado
−∞ y coeficiente principal 0. Es claro que los polinomios de grado 0 son precisamente los polinomios
constantes no nulos. A veces llamaremos lineales a los polinomios de grado 1, cuadráticos a los de grado
2, cúbicos a los de grado 3, etcétera.

Lema 2.1. Si p = a0 + a1X + · · ·+ anX
n y q = b0 + b1X + · · · + bmX

m son polinomios de A[X ], con
an 6= 0 6= bm entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. gr(p+ q) ≤ máx(gr(p), gr(q)), con la desigualdad estricta si y sólo si n = m y an + bm = 0.
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2. gr(pq) ≤ gr(p) + gr(q), con igualdad si y sólo si anbm 6= 0.

3. Si an es regular (por ejemplo, si p es mónico, o si A es un dominio), entonces se tiene

gr(pq) = gr(p) + gr(q).

4. Las desigualdades de los apartados 1 y 2 pueden ser estrictas (buscar un ejemplo cuando A = Z6).

Demostración. Ejercicio. �

Una consecuencia inmediata del Lema 2.1 es:

Corolario 2.2. Un anillo de polinomios A[X ] es un dominio si y sólo si lo es el anillo de coeficientes
A. En este caso se tiene A[X ]∗ = A∗; es decir, los polinomios invertibles de A[X ] son los polinomios
constantes invertibles en A. En particular, los polinomios invertibles sobre un cuerpo son exactamente
los de grado 0, y A[X ] nunca es un cuerpo.

Hemos observado que un anillo A es un subanillo del anillo de polinomios A[X ], y por tanto la
inclusión u : A → A[X ] es un homomorfismo de anillos. También es claro que el subanillo de A[X ]
generado por A y X es todo A[X ]. Es decir, la indeterminada X y las constantes de A (las imágenes de
u) generan todos los elementos de A[X ]. El siguiente resultado nos dice que A[X ] puede caracterizarse
por una propiedad en la que sólo intervienen X y u.

Proposición 2.3. Sean A un anillo, A[X ] el anillo de polinomios con coeficientes en A en la indeter-
minada X y u : A→ A[X ] el homomorfismo de inclusión.

1. (Propiedad Universal del Anillo de Polinomios, PUAP) Para todo homomorfismo de
anillos f : A→ B y todo elemento b de B existe un único homomorfismo de anillos f : A[X ] → B
tal que f ◦ u = f y f(X) = b. Se dice que f completa de modo único el diagrama

A

A[X ]

Bu

f

f
?

q
1

2. Si dos homomorfismos de anillos g, h : A[X ] → B coinciden sobre A y en X entonces son iguales.
Es decir, si g ◦ u = h ◦ u y g(X) = h(X) entonces g = h.

3. A[X ] y u están determinados salvo isomorfismos por la PUAP. Expĺıcitamente: supongamos que
existen un homomorfismo de anillos v : A → P y un elemento T ∈ P tales que, para todo
homomorfismo de anillos f : A → B y todo elemento b ∈ B, existe un único homomorfismo de
anillos f : P → B tal que f ◦ v = f y f(T ) = b. Entonces existe un isomorfismo φ : A[X ] → P
tal que φ ◦ u = v y φ(X) = T .

Demostración. 1. Sean f : A → B y b ∈ B como en el enunciado. Si existe un homomorfismo
f : A[X ] → B tal que f ◦ u = f y f(X) = b, entonces para un polinomio p =

∑
n∈N pnX

n, se tendrá

f(p) = f(
∑

n∈N

u(pn)Xn) =
∑

n∈N

f(pn)bn.

Por tanto, la aplicación dada por f(p) =
∑

n∈N f(pn)bn es la única que puede cumplir tales condiciones.

El lector puede ahora comprobar que esta aplicación f es un homomorfismo de anillos, y es elemental
ver que satisface f ◦ u = f y f(X) = b.
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2. Si ponemos f = g ◦ u = h ◦ u : A → B, los homomorfismos g y h completan el diagrama del
apartado 1. Por la unicidad se tiene g = h.

3. Sean v : A→ P y T ∈ P como en 3. Aplicando 1 y la hipótesis de 3 encontramos homomorfismos
v : A[X ] → P y u : P → A[X ] tales que

v ◦ u = v y v(X) = T u ◦ v = u y u(T ) = X.

Entonces la composición u ◦ v : A[X ] → A[X ] verifica

(u ◦ v) ◦ u = u ◦ v = u y (u ◦ v)(X) = u(T ) = X,

y por 2 se obtiene u ◦ v = 1A[X]. De modo análogo, y observando que v y T verifican una condición
similar a 2, se demuestra que v ◦ u = 1P , con lo que v es el isomorfismo que buscamos. �

La utilidad de la PUAP estriba en que, dado un homomorfismo f : A → B, nos permite crear un
homomorfismo A[X ] → B que “respeta” a f y que “se comporta bien” sobre un elemento b ∈ B que nos
interese. Los siguientes ejemplos son aplicaciones de la PUAP a ciertos homomorfismos que aparecen
con frecuencia y son importantes tanto en este caṕıtulo como en algunos de los siguientes (y en otras
muchas situaciones que no estudiaremos aqúı).

Ejemplos 2.4. Aplicaciones de la PUAP.

1. Sean A un subanillo de B y b ∈ B. Aplicando la PUAP a la inclusión A →֒ B obtenemos un
homomorfismo Sb : A[X ] → B que es la identidad sobre A (decimos a veces que fija los elementos
de A) y tal que Sb(X) = b. Se le llama el homomorfismo de sustitución (o de evaluación) en b. Dado
p = p(X) ∈ A[X ], escribiremos a menudo p(b) en vez de Sb(X). Podemos describir expĺıcitamente
la acción de Sb en un polinomio:

Sb : A[X ] → B p(X) =
∑

n∈N

pnX
n  Sb(p) = p(b) =

∑

n∈N

pnb
n.

2. Sean A un anillo y a ∈ A. Si en el ejemplo anterior tomamos B = A[X ] y b = X + a, obtenemos
un homomorfismo A[X ] → A[X ] dado por

p(X) 7→ p(X + a).

Este homomorfismo es un automorfismo cuyo inverso viene dado por p(X) 7→ p(X−a) (por qué?).

3. Todo homomorfismo de anillos f : A → B induce un homomorfismo entre los correspondientes
anillos de polinomios: Aplicándole la PUAP a la composición de f con la inclusión B →֒ B[X ]
obtenemos f : A[X ] → B[X ] tal que f |A= f y f(X) = X . Expĺıcitamente, dado p =

∑
n∈N pnX

n

en A[X ], se tiene

f(p) =
∑

n∈N

f(pn)Xn.

Es fácil ver que, si f es inyectivo o suprayectivo, entonces lo es f ; como casos particulares de esta
afirmación se obtienen los dos ejemplos siguientes:

4. Si A es un subanillo de B entonces A[X ] es un subanillo de B[X ].

5. Si I es un ideal del anillo A, la proyección π : A → A/I induce un homomorfismo suprayectivo
π : A[X ] → (A/I)[X ]. Si ponemos a = a+ I, el homomorfismo π viene dado expĺıcitamente por

π(
∑

n∈N

pnX
n) =

∑

n∈N

pnX
n.
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A π se le llama el homomorfismo de reducción de coeficientes módulo I. Su núcleo, que es un ideal
de A[X ], consiste en los polinomios con coeficientes en I, y lo denotaremos por I[X ]. Obsérvese

que (A/I)[X ] ≃ A[X ]

I[X ]
.

6. Sea A un subanillo de B y sea Sb : A[X ] → B el homomorfismo de sustitución en cierto elemento
b de B. Entonces Im Sb es el subanillo de B generado por A ∪ {b}, y consiste en las “expresiones
polinómicas en b con coeficientes en A”; es decir, en los elementos de la forma

n∑

i=0

aib
i,

donde n ∈ N y ai ∈ A para cada i. Este subanillo se suele denotar por A[b].

Por ejemplo, si A = Z, B = C y b =
√
m (ó b = 1+

√
m

2 con m ≡ 1 mod 4) para cierto m ∈ Z,
la notación anterior es compatible con la que se usó anteriormente (es decir, Z[

√
m] representa

el mismo subanillo atendiendo a cualquiera de las dos definiciones). Lo mismo ocurre si se toma
A = Q.

2.2. Ráıces de polinomios

Empezaremos esta sección con el siguiente lema. Recuérdese que consideramos el polinomio cero
como un polinomio de grado −∞.

Lema 2.5. Sea A un anillo y sean f, g ∈ A[X ]. Si el coeficiente principal de g es invertible en A,
entonces existen dos únicos polinomios q, r ∈ A[X ] tales que f = gq + r y gr(r) < gr(g).

En esta situación, q y r se llaman cociente y resto de la división de f entre g.

Demostración. Sea m = gr(g) y sea b el coeficiente principal de g que es invertible en A, por hipótesis.
Dado f ∈ A[X ] vamos a ver, por inducción en n = gr(f), que existen q, r ∈ A[X ] satisfaciendo las
propiedades del Lema. Si n < m podemos tomar q = 0 y r = f . Supongamos pues que n ≥ m y que
la propiedad se verifica si f se sustituye por un polinomio de grado menor. Si a es el término principal
de f , es claro que el polinomio f1 = f − ab−1Xn−mg ∈ A[X ] tiene grado menor que el de f . Por
hipótesis de inducción existen q1, r ∈ A[X ] tales que f1 = gq1 + r y r = 0 o gr(r) < m. Entonces
f = g(q1 + ab−1Xn−m) + r, lo que termina la demostración de la existencia de cociente y resto.

En cuanto a la unicidad, supongamos que f = gq1 + r1 = gq2 + r2 con gr(ri) < gr(g) para cada
i = 1, 2. Como el término principal de g es regular, del Lema 2.1 se deduce que

gr(g) + gr(q1 − q2) = gr(g(q1 − q2)) = gr(r2 − r1) ≤ máx{gr(r2), gr(r1)} < gr(g).

Luego gr(q1 − q2) < 0 y en consecuencia q1 = q2, de donde r1 = r2. �

Diremos que a ∈ A es una ráız de f ∈ A[X ] si f(a) = 0 (es decir, si X − a divide a f). Por ejemplo,
0 es ráız de f si y sólo si f tiene coeficiente independiente 0, y cualquier elemento de A es ráız del
polinomio 0.

Proposición 2.6. Sean A un anillo, a ∈ A y f ∈ A[X ]. Entonces:

1. (Teorema del Resto) El resto de la división de f entre X − a es f(a).

2. (Teorema de Ruffini) f es divisible por X − a precisamente si f(a) = 0, es decir si a es una
ráız de f .
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Demostración. Dividiendo f entre X − a tenemos f = q(X − a) + r con gr(r) < 1, por lo que r es
constante y aśı r = r(a) = f(a) − q(a)(a− a) = f(a). Esto demuestra 1, y 2 es entonces inmediato. �

Fijemos a ∈ A. Como, para cada k ∈ N, el polinomio (X − a)k es mónico de grado k, se tiene
gr((X − a)kq) = k+ gr(q) para cada q ∈ A[X ]. Por tanto, para cada f ∈ A[X ] no nulo, existe un mayor
m ∈ N tal que (X−a)m divide a f . Este entero m, que verifica 0 ≤ m ≤ gr(f), se llama la multiplicidad
de a en f . Por el Teorema de Ruffini, a es ráız de f precisamente si m ≥ 1. Cuando m = 1 se dice que
a es una ráız simple de f , y cuando m > 1 se dice que a es una ráız múltiple de f .

Ejercicio 2.7. Sean A un anillo y a ∈ A. Demostrar que el polinomio X − a es cancelable en A[X ], y
deducir que m ∈ N es la multiplicidad de a en f ∈ A[X ] si y sólo si existe un polinomio q ∈ A[X ] con
f = (X − a)mq y q(a) 6= 0.

Cuando D es un dominio, del Teorema de Ruffini se deduce que X − a es primo para cualquier
a ∈ D. Esto es esencial en la demostración del siguiente resultado.

Proposición 2.8 (Acotación de ráıces). Sean D un dominio y 0 6= f ∈ D[X ]. Entonces:

1. Si a1, . . . , an ∈ D son distintos dos a dos y α1, . . . αn ≥ 1 son enteros con cada (X − ai)
αi | f ,

entonces (X − a1)
α1 · · · (X − an)αn | f . Por tanto

∑n
i=1 αi ≤ gr(f).

2. La suma de las multiplicidades de todas las ráıces de f es menor o igual que gr(f). En particular,
el número de ráıces distintas de f es menor o igual que gr(f).

Demostración. Es claro que basta con demostrar la primera afirmación de 1, cosa que hacemos por
inducción en s =

∑n
i=1 αi con el caso s = 1 evidente. Cuando s > 1, usando la hipótesis (X − a1)

α1 | f
y la hipótesis de inducción, sabemos que existen polinomios g y h tales que

g(X − a1)
α1 = f = h(X − a1)

α1−1(X − a2)
α2 · · · (X − an)αn .

Cancelando (X − a1)
α1−1 y usando el hecho de que X − a1 es primo y no divide a ningún otro X − ai

(por qué?), deducimos que X − a1 divide a h, y esto nos da el resultado. �

Si D no es un dominio, siempre podemos encontrar un polinomio en D[X ] para el que falle la
acotación de ráıces (es decir, “con más ráıces que grado”). En efecto, si 0 6= a, b ∈ D y ab = 0, entonces
aX es un polinomio de grado 1 con al menos 2 ráıces, 0 y b. Otro ejemplo se obtiene considerando el
polinomio X2 − 1, que tiene 4 ráıces en Z8.

El siguiente corolario evidente de la Proposición 2.8 se conoce como el principio de las identidades
polinómicas. Ya hemos comentado que su segundo apartado falla sobre cualquier anillo finito.

Corolario 2.9. Sea D un dominio, y sean f, g ∈ D[X ]. Entonces:

1. Si las funciones polinómicas f, g : D → D coinciden en m puntos, con m > gr(f) y m > gr(g),
entonces f = g (como polinomios).

2. Si D es infinito entonces dos polinomios distintos definen funciones polinómicas distintas en D.

La necesidad de la hipótesis de infinitud del dominioD en el Corolario 2.9 resulta obvia si observamos
que siK es un cuerpo (recuérdese que todo dominio finito es un cuerpo) entonces hay infinitos polinomios
con coeficientes en K pero sólo un número finito de aplicaciones de K en K. Para un ejemplo expĺıcito
recordemos el Pequeño Teorema de Fermat que afirma que si p es primo, entonces ap ≡ a mod p. Eso
implica que todos los elementos del cuerpo Z/pZ son ráıces del polinomio no nulo Xp −X .
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El siguiente concepto es útil para calcular multiplicidades: Si A es un anillo, la derivada de P =
a0 + a1X + · · · + anX

n ∈ A[X ] se define como

D(P ) = P ′ = a1 + 2a2X + 3a3X
2 + · · · + nanX

n−1.

Obsérvese que la derivada no se ha definido a partir de ningún concepto topológico, y por ejemplo
no es cierto en general que un polinomio con derivada nula sea constante (considérese por ejemplo
Xn ∈ Zn[X ]). Sin embargo, esta derivada formal satisface las mismas propiedades algebraicas que la
derivada del Análisis.

Lema 2.10. Dados a, b ∈ A y P,Q ∈ A[X ], demostrar que:

1. (aP + bQ)′ = aP ′ + bQ′.

2. (PQ)′ = P ′Q+ PQ′.

3. (Pn)′ = nPn−1P ′.

Demostración. Ejercicio. �

Proposición 2.11. Una elemento a ∈ A es una ráız múltiple de P ∈ A[X ] si y sólo si P (a) = P ′(a) = 0.

Demostración. Ya sabemos que a es una ráız de P si y sólo si P (a) = 0. Si a es ráız simple se
tiene P = (X − a)Q para cierto Q ∈ A[X ] con Q(a) 6= 0, por lo que, del Lema 2.10 tenemos que
P ′ = Q+ (X − a)Q′ y aśı P ′(a) = Q(a) 6= 0. Si a es ráız múltiple se tiene P = (X − a)2Q para cierto
Q ∈ A[X ], por lo que P ′ = 2(X − a)Q+ (X − a)2Q′ y aśı P ′(a) = 0. �

En dominios de caracteŕıstica cero, la idea de la demostración anterior puede usarse para determinar
la multiplicidad de a en P (no sólo para decidir si a es simple o múltiple). Para ello, necesitamos
considerar las derivadas sucesivas de un polinomio: Para cada n ∈ N se define la derivada n-ésima P (n)

de P ∈ A[X ], de forma recurrente, por las fórmulas:

P (0) = P y P (n+1) = (P (n))′.

Proposición 2.12. Sea D un dominio de caracteŕıstica 0, y sean P ∈ D[X ] y a ∈ D. Entonces la
multiplicidad de a en P es el menor número natural m ∈ N tal que P (m)(a) 6= 0.

Demostración. Haremos inducción en la multiplicidad m de a en P , con el caso m = 0 claro. Si m ≥ 1
entonces a es ráız de P y por tanto P = (X − a)Q para cierto Q ∈ D[X ]. Entonces la multiplicidad de
a en Q es m− 1, y por hipótesis de inducción Q(i)(a) = 0 6= Q(m−1)(a) para todo i < m− 1. Además,
para cada t ≥ 1 se tiene

P (t) = tQ(t−1) + (X − a)Q(t).

Ahora el lector podrá completar fácilmente la demostración. �

La hipótesis sobre la caracteŕıstica de D en la Proposición 2.12 es necesaria. Por ejemplo, si p es un
número primo, K = Zp y P = Xp, entonces P ′ = 0 y aśı P (n)(0) = 0 para todo n.

No todos los polinomios con coeficientes en un anilloA tienen ráıces en A. Por ejemplo, los polinomios
de grado 0 no tienen ninguna ráız, y un polinomio lineal aX + b (con a 6= 0) tiene una ráız en A si
y sólo si a divide a b. En particular, todo polinomio lineal sobre un cuerpo tiene una ráız, pero puede
haber polinomios de grado positivo sin ráıces: por ejemplo, X2 + 1 no tiene ráıces en R, y X3 − 2 no
las tiene en Q.
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2.3. Divisibilidad en anillos de polinomios

La siguiente proposición caracteriza cuándo un anillo de polinomios es un DIP.

Proposición 2.13. Para un anillo A, las condiciones siguientes son equivalentes:

1. A[X ] es un dominio de ideales principales.

2. A es un cuerpo.

En este caso, un polinomio f ∈ A[X ] es irreducible (o primo) si y sólo si gr(f) > 0 y f no es producto
de dos polinomios de grado menor; es decir, si una igualdad f = gh en A[X ] implica que gr(g) = gr(f)
(y gr(h) = 0) ó gr(h) = gr(f) (y gr(g) = 0).

Demostración. 1 implica 2. Supongamos primero que A es un DIP. Eso implica que A es un dominio.
Además el polinomio X es un elemento irreducible de A[X ]. De la Proposición 1.55 se deduce que (X)
es un ideal maximal de A[X ] y por tanto A ≃ A[X ]/(X) es un cuerpo.

2 implica 1. Supongamos ahora que A es un cuerpo y sea I un ideal de A diferente de 0. De todos
los elementos no nulos de I elegimos uno P de grado mı́nimo y demostramos que I = (P ). La inclusión
(P ) ⊆ I está clara. Para demostrar la otra inclusión razonamos por reducción al absurdo, es decir
suponemos que I 6⊆ (P ) y elegimos un elemento de F ∈ I \ (P ) de grado mı́nimo. Del Lema 2.5
deducimos que existen Q,R ∈ A[X ] tales que F = QP + R y gr(R) < gr(P ), ya que R 6= 0, pues por
hipótesis F 6∈ (P ). Eso implica que R = F −QP ∈ I, en contra de la minimalidad del grado de P .

Dejamos que el lector demuestre la afirmación sobre los polinomios irreducibles. �

Obsérvese que si a ∈ A y f ∈ A[X ] entonces a|f si y sólo si a divide a todos los coeficientes de A.

Lema 2.14. Sea D un dominio y sea p ∈ D.

1. p es irreducible en D si y sólo si lo es en D[X ].

2. Si p es primo en D[X ] entonces lo es en D.

3. Si además D es un DFU entonces las condiciones siguientes son equivalentes:

(a) p es irreducible en D.

(b) p es irreducible en D[X ].

(c) p es primo en D.

(d) p es primo en D[X ].

Demostración. 1 y 2 son consecuencias casi inmediatas del Lema 2.1. Para demostrar 3 basta demostrar
(c) implica (d) pues ya sabemos que (d) implica (b) (Proposición 1.51), que (a) y (c) son equivalentes,
(Lema 1.57) y (a) y (b) son equivalentes (apartado 1).

Supongamos por tanto que p es primo en D, y veamos que lo es en D[X ]. Para ello, sean

a = a0 + · · · + anX
n y b = b0 + · · · + bmX

m

polinomios de D[X ] tales que p ∤ a y p ∤ b, y veamos que p ∤ ab. Por hipótesis, existen un menor ı́ndice
i tal que p ∤ ai, y un menor ı́ndice j tal que p ∤ bj . El coeficiente de grado i+ j de ab es

ci+j = a0bi+j + · · · + ai−1bj+1 + aibj + ai+1bj−1 + · · · + ai+jb0,

y las condiciones dadas implican que p divide a todos los sumandos excepto a aibj, por lo que p ∤ ci+j

y en consecuencia p ∤ ab. �
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En el resto de la sección D será un DFU y K su cuerpo de fracciones.
Consideramos la función

ϕ : D \ {0} → N

que a cada 0 6= a ∈ D le asocia el número ϕ(a) de factores irreducibles en la expresión de a como
producto de irreducibles de D, contando repeticiones. Por ejemplo, si D = Z entonces ϕ(12) = 3 y
ϕ(−80) = 5. Es claro que, si a, b ∈ D \ {0}, entonces

ϕ(ab) = ϕ(a) + ϕ(b) y ϕ(a) = 0 ⇔ a ∈ D∗.

Lema 2.15. Si a ∈ D y f, g, h ∈ D[X ] verifican af = gh 6= 0, entonces existen g1, h1 ∈ D[X ] tales que

f = g1h1, gr(g1) = gr(g), gr(h1) = gr(h).

Demostración. Razonamos por inducción en ϕ(a). Si ϕ(a) = 0 podemos tomar g1 = a−1g y h1 = h.
Si ϕ(a) > 0, existen p, b ∈ D tales que a = pb y p es primo. Entonces p | af = gh en D[X ] y, por el
Lema 2.14, podemos asumir que p | g en D[X ]. Es decir, existe g ∈ D[X ] tal que g = pg, de donde
gr(g) = gr(g). Cancelando p en la igualdad af = gh obtenemos bf = gh. Como ϕ(b) = ϕ(a)− 1 < ϕ(a),
la hipótesis de inducción nos dice que existen g1, h1 ∈ D[X ] tales que f = g1h1, gr(g1) = gr(g), y
gr(h1) = gr(h), lo que nos da el resultado. �

El siguiente resultado relaciona la irreducibilidad de un polinomio sobre D con su irreducibilidad
sobre K. Aunque su rećıproco es falso en general (piénsese en 2X como polinomio sobre Z), pronto
veremos que es válido con una condición extra sobre el polinomio (Proposición 2.19).

Lema 2.16. Si f ∈ D[X ] es irreducible en D[X ], entonces es irreducible (o primo) en K[X ].

Demostración. Supongamos que f no es irreducible en K[X ]. Por la Proposición 2.13, existen G,H ∈
K[X ] tales que

f = GH, gr(G) > 0, gr(H) > 0.

Si 0 6= b ∈ D es un múltiplo común de los denominadores de los coeficientes de G, se tiene g =
bG ∈ D[X ], y análogamente existe 0 6= c ∈ D tal que h = cH ∈ D[X ]. Aplicando el Lema 2.15 a
la igualdad (bc)f = gh obtenemos g1, h1 ∈ D[X ] tales que f = g1h1, gr(g1) = gr(g) = gr(G) > 0, y
gr(h1) = gr(h) = gr(H) > 0, lo que nos da una factorización no trivial de f en D[X ]. �

Podemos ya demostrar el resultado principal de esta sección:

Teorema 2.17. D es un DFU si y sólo si lo es D[X ].

Demostración. Supongamos primero que D[X ] es un DFU. Entonces D es un dominio (Corolario 2.2),
y cada 0 6= a ∈ D \D∗ es producto de irreducibles de D[X ], que tendrán grado 0 pues lo tiene a. Por
el Lema 2.14, ésa será una factorización de a en irreducibles de D. Del mismo lema se deduce que todo
irreducible de D es primo en D, por lo que D es un DFU.

Supongamos ahora que D es un DFU y veamos que lo es D[X ]. Empezaremos demostrando que cada
a = a0 + · · · + anX

n ∈ D[X ] (con an 6= 0) no invertible es producto de irreducibles, y lo haremos por
inducción en n+ ϕ(an). Obsérvese que a es invertible si y sólo si n+ ϕ(an) = 0. El caso n+ ϕ(an) = 1
se resuelve fácilmente. Supongamos pues que n+ϕ(an) > 1 y que a no es irreducible. Entonces existen

b = b0 + · · · + bmX
m (bm 6= 0) y c = c0 + · · · + ckX

k (ck 6= 0)

en D[X ], no invertibles, con a = bc y b y c elementos de D[X ] que no son unidades de D[X ]. Entonces

0 < m+ ϕ(bm), 0 < k + ϕ(ck) y n+ ϕ(an) = m+ k + ϕ(bm) + ϕ(ck).
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En consecuencia, podemos aplicar la hipótesis de inducción a b y c, y pegando las factorizaciones
aśı obtenidas conseguimos una factorización en irreducibles de a.

Por la Proposición 1.58, sólo falta demostrar que todo irreducible f de D[X ] es primo, y por el
Lema 2.14 podemos suponer que gr(f) ≥ 1. Sean pues g, h ∈ D[X ] tales que f | gh en D[X ], y veamos
que f | g ó f | h en D[X ]. Obviamente, f | gh en K[X ], y como f es primo en K[X ] por el Lema 2.16,
podemos asumir que f | g en K[X ]. Es decir, existe G ∈ K[X ] tal que g = fG, y si demostramos que
G ∈ D[X ] habremos terminado. Para ello, tomando a ∈ D con aG ∈ D[X ] y ϕ(a) mı́nimo, basta ver
que ϕ(a) = 0. Supongamos que ϕ(a) > 0 y sean p, b ∈ D con a = pb y p primo. Entonces, en D[X ],
se tiene p | ag = f(aG). Como p es primo en D[X ] (Lemma 2.14) y p ∤ f (pues f es irreducible y
gr(f) ≥ 1), deducimos que p | aG en D[X ]. Si g1 ∈ D[X ] verifica aG = pg1 entonces bG = g1 ∈ D[X ],
contra la minimalidad de ϕ(a), y esta contradicción termina la demostración. �

De la Proposición 2.13 y el Teorema 2.17 se deduce que Z[X ] es un DFU pero no un DIP, lo que
muestra que el rećıproco del Teorema 1.59 no es cierto.

El contenido de un polinomio p = p0 + · · · + pnX
n ∈ D[X ] no nulo es el máximo común divisor de

sus coeficientes, es decir
c(p) = mcd(p0, p1, . . . , pn).

Obsérvese que el contenido, como un máximo común divisor, no es único en sentido estricto, sino
solamente único salvo unidades. Obsérvese que un elemento d ∈ D divide a p en D[X ] si y sólo si
divide al contenido de p. Está claro que si a ∈ D \ {0}, entonces c(ap) = ac(p). Si ahora p ∈ K[X ] y

m ∈ D \ {0} satisface que mp ∈ D[X ], entonces definimos c(p) = c(mp)
m . Está definición no depende

de la elección de m pues si m1p,m2p ∈ D[X ], entonces c(m1p)
m1

= m1m2c(p)
m1m2

= c(p)
m2

. De nuevo se verifica
c(ap) = ac(p), para todo p ∈ K[X ] \ {0} y a ∈ K∗. Además, si p ∈ K[X ] entonces p ∈ D[X ] si y sólo
si c(p) ∈ D. Una implicación está clara. Para demostrar la otra obsérvese que si p 6∈ K[X ] entonces
existe un coeficiente a

b de p tal que b es múltiplo de un primo q que no es divisor de a. Podemos elegir
el coeficiente de forma que el exponente de q en la factorización de b sea máximo, pongamos n. Si m es
el mı́nimo común múltiplo de los denominadores de p (expresados como fracciones reducidas), entonces
m = qnk con q ∤ k y por tanto q no divide a ma

b . Deducimos que q no divide a c(mp) y por tanto

c(p) = c(mp)
m no pertenece a D.

Diremos que un polinomio es primitivo si tiene contenido 1. Es decir p ∈ D[X ] es primitivo si los
únicos divisores de grado 0 son las unidades de D[X ]. Obsérvese que para todo 0 6= p ∈ D[X ] se tiene
que p/c(p) es primitivo y de hecho c = c(p) si y sólo si p = cp1 con p1 ∈ D[X ], primitivo.

Lema 2.18 (Lema de Gauss). Si f, g ∈ K[X ], entonces c(fg) = c(f)c(g). En particular, fg es primitivo
si y sólo si f y g son primitivos.

Demostración. Tenemos f = c(f)f1 y g = c(g)g1 con f1 y g1 primitivos. Por tanto fg = c(f)c(g)f1g1,
luego para demostrar que c(fg) = c(f)c(g) basta probar que f1g1 es primitivo. En caso contrario c(f1g1)
tendŕıa un divisor irreducible p en D. Eso implica que p|f1g1. Por el Lema de Gauss, p es primo en
D[X ] y por tanto p|f1 ó p|g1, lo que implica que p|c(f1) ó p|c(g1), en contra de que c(f1) = c(g1) = 1.
�

Proposición 2.19. Para un polinomio primitivo f ∈ D[X ] \D, las condiciones siguientes son equiva-
lentes:

1. f es irreducible en D[X ].

2. f es irreducible en K[X ].

3. Si f = GH con G,H ∈ K[X ] entonces gr(G) = 0 ó gr(H) = 0.
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4. Si f = gh con g, h ∈ D[X ] entonces gr(g) = 0 ó gr(h) = 0.

Demostración. El Lema 2.16 y la Proposición 2.13 aseguran que 1 implica 2 y que 2 implica 3,
respectivamente, y es claro que 3 implica 4. Finalmente, como f es primitivo, sus únicos divisores de
grado 0 son unidades, por lo que 4 implica 1. �

Como consecuencia del Lema 2.14 y la Proposición 2.19 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Si D es un DFU y K es su cuerpo de fracciones, entonces los irreducibles de D[X ]
son los irreducibles de D y los polinomios primitivos de D[X ] \D que son irreducibles en K[X ].

Nuestro siguiente objetivo es factorizar polinomios en D[X ] y en K[X ], donde D sigue siendo un
DFU y K su cuerpo de fracciones. Para ello es necesario disponer de métodos que nos digan cuándo
un polinomio es irreducible. Como se verá, pocos de los resultados prácticos que obtendremos nos dan
condiciones necesarias y suficientes para que un polinomio sea irreducible. Asumiremos que disponemos
de un método para factorizar los elementos de D, y en particular para decidir si son irreducibles o no.
Esto es teóricamente posible si D = Z ó D = Z[i] (y también lo es en la práctica en los casos que se nos
presentarán), y nos permite además decidir si un polinomio de D[X ] es o no primitivo.

En general, dado un polinomio 0 6= f ∈ D[X ], calcularemos d = c(f) y obtendremos f = df1, con
f1 ∈ D[X ] primitivo. El polinomio constante d es una unidad en K[X ], mientras que en D[X ] tiene
la misma factorización en irreducibles que tenga como elemento de D. En cuanto a f1, para decidir
su irreducibilidad, la Proposición 2.19 nos permite considerarlo como polinomio sobre D o sobre K
según nos convenga. Por tanto, es importante tener criterios de irreducibilidad como los que siguen
para polinomios sobre cuerpos. Para polinomios de grado pequeño esto es fácil.

Lema 2.21. Sea K un cuerpo y sea f ∈ K[X ]. Entonces

1. Si gr(f) = 1 entonces f es irreducible en K[X ].

2. Si gr(f) > 1 y f tiene una ráız en K, entonces f no es irreducible en K[X ].

3. Si gr(f) = 2 ó 3 entonces f es irreducible en K[X ] si y sólo si f no tiene ráıces en K.

Demostración. Ejercicio. �

El Lema 2.21 pone de manifiesto la importancia de encontrar ráıces de un polinomio para decidir si
es irreducible. Cuando los coeficientes están en un DFU podemos seleccionar los “candidatos a ráıces”:

Proposición 2.22. Sea D un DFU con cuerpo de fracciones K, y sea f = a0+a1X+· · ·+anX
n ∈ D[X ]

con an 6= 0. Entonces todas las ráıces de f en K son de la forma r/s, donde r | a0 y s | an.

Demostración. Sea t = r
s una ráız de f con r, s ∈ D primos entre śı. Multiplicando la igualdad f(t) = 0

por sn obtenemos

a0s
n + a1rs

n−1 + a2r
2sn−2 + · · · + an−1r

n−1s+ anr
n = 0,

luego r | a0s
n y s | anr

n. Como r y s son coprimos, deducimos que r | a0 y s | an. �

Ejemplos 2.23. Factorizaciones de polinomios.

1. La no existencia de ráıces no garantiza la irreducibilidad de polinomios de grado mayor que 3.
Por ejemplo, X4 + 2X2 + 1 = (X2 + 1)2 es reducible en R[X ] pero no tiene ráıces reales.
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2. Las posibles ráıces en Q del polinomio f = 3X3 + X2 + X − 2 son ±2, ±1, ±2/3 y ±1/3,
y de hecho f(2/3) = 0. Por tanto (X − 2/3) | f , y aśı (3X − 2) | f . Dividiendo se obtiene
f = (3X − 2)(X2 +X + 1). Como ambos factores son primitivos sobre Z e irreducibles sobre Q
y sobre R, deducimos que la anterior es una factorización en irreducibles de f en cualquiera de
los anillos Z[X ], Q[X ] ó R[X ]. La factorización en C[X ] es f = (3X − 2)(X − ω)(X − ω), donde

ω = −1+
√
−3

2 .

3. El polinomio f = 6X4 + 6X2 + 18X − 30 = 2 · 3 · (X4 + X2 + 3X − 5) tiene al 1 por ráız, y
dividiendo se tiene X4 +X2 +3X−5 = (X−1)(X3 +X2 +2X+5). El factor cúbico es primitivo
y no tiene ráıces en Q (al sustituir ±1 ó ±5 se obtiene un entero impar), por lo que

f = 2 · 3 · (X − 1)(X3 +X2 + 2X + 5) y f = 6(X − 1)(X3 +X2 + 2X + 5)

son las factorizaciones de f en Z[X ] y en Q[X ], respectivamente (en la segunda el 6 no es un
factor irreducible, sino una unidad). El polinomio cúbico no es irreducible en R[X ] ni en C[X ]. De
hecho, un análisis del crecimiento de la función polinómica f : R → R nos lleva a la conclusión de
que f tiene una ráız real y dos complejas conjugadas.

4. El polinomio f = X4 +X3 + 2X2 + X + 1 no tiene ráıces racionales, pero esto no implica que
sea irreducible sobre Q. De hecho, se tiene f(i) = 0, y por tanto (X − i)(X + i) = X2 + 1 divide
a f ; el otro factor es X2 +X + 1, por lo que f = (X2 + 1)(X2 +X + 1) es una factorización en

irreducibles en Z[X ], Q[X ] ó R[X ], y f = (X − i)(X + i)(X − ω)(X − ω) (con ω = −1+
√
−3

2 ) es
una factorización en C[X ].

5. Supongamos que el polinomio sin ráıces racionales f = X4 − 2X3 + 6X − 3 no es irreducible
en Z[X ]. Por la Proposición 2.19, existen g, h ∈ Z[X ], ambos de grado ≥ 1, tales que f = gh.
Podemos asumir que g y h son mónicos (por qué?), y por tanto no pueden tener grado 1 (por
qué?). En consecuencia, ambos tienen grado 2 y por tanto existen a, b, c, d ∈ Z tales que f =
(X2 + aX + b)(X2 + cX + d). Igualando coeficientes, se obtienen las ecuaciones

bd = −3, ad+ bc = 6, b+ ac+ d = 0, a+ c = −2.

La primera ecuación nos da 4 opciones para los valores de b y d. Una de ellas es b = 1 y d = −3,
que sustituida en la segunda ecuación y combinada con la cuarta nos dice que a = −2 y c = 0;
pero estos valores no satisfacen la tercera ecuación. De modo similar se ve que las otras opciones
tampoco funcionan, lo que significa que no existen tales a, b, c, d ∈ Z y en consecuencia f es
irreducible en Z[X ], y por tanto también en Q[X ].

El último ejemplo muestra lo penoso que puede resultar estudiar la irreducibilidad de un polinomio,
incluso de grado bajo, con los métodos que hemos desarrollado hasta ahora. El resto de esta sección lo
dedicamos a presentar otros dos criterios de irreducibilidad para polinomios sobre un DFU que son a
menudo útiles.

En el primero de ellos usaremos el Ejemplo 3 de 2.4: Un homomorfismo de anillos φ : A→ B induce
otro A[X ] → B[X ] dado por

f =
∑

aiX
i 7→ φ(f) =

∑
φ(ai)X

i.

En general se tiene gr(φ(f)) ≤ gr(f), con igualdad si el coeficiente principal de f no está en Ker φ.

Proposición 2.24 (Criterio de Reducción). Sea φ : D → K un homomorfismo de anillos, donde D
es un DFU y K es un cuerpo, y sea f un polinomio primitivo de D[X ] \D∗. Si φ(f) es irreducible en
K[X ] y gr(φ(f)) = gr(f), entonces f es irreducible en D[X ] (o lo que es lo mismo en K[X ]).
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Demostración. Por la Proposición 2.19 basta ver que, si f = gh con g, h ∈ D[X ], entonces gr(g) = 0
ó gr(h) = 0. Sean a, b y c los coeficientes principales de f , g y h, respectivamente. Entonces a = bc 6∈
Ker φ y por tanto b, c 6∈ Ker φ, por lo que gr(φ(g)) = gr(g) y gr(φ(h)) = gr(h). Como K es un cuerpo
y φ(f) es irreducible en K[X ], la igualdad φ(f) = φ(g)φ(h) implica que gr(φ(g)) = 0 ó gr(φ(h)) = 0,
de donde se sigue el resultado. �

Cuando consideramos la proyección Z → Zp, con p un número primo positivo, el homomorfismo
Z[X ] → Zp[X ] viene dado por

f =
∑

aiX
i 7→ f =

∑
aiX

i,

donde a es la clase de a en Zp. Aplicando el Criterio de Reducción se obtiene:

Corolario 2.25. Sea p un entero primo y sea f = a0 + · · ·+ anX
n un polinomio primitivo de Z[X ]. Si

p ∤ an y f es irreducible en Zp[X ], entonces f es irreducible en Z[X ].

Ejemplos 2.26. Aplicaciones del Criterio de Reducción.

1. Reduciendo módulo 2 el polinomio f = 7X3 + 218X2 + 121X + 625 obtenemos el polinomio
f = X3 +X + 1 de Z2[X ], que es irreducible porque no tiene ráıces. Por tanto f es irreducible en
Z[X ] (y en Q[X ]).

2. Reduciendo f = X4 + 5X + 1 ∈ Z[X ] módulo 2 obtenemos f = X4 + X + 1 ∈ Z2[X ]. Como
f no tiene ráıces en Z2, si no fuera irreducible se factorizaŕıa como producto de dos polinomios
irreducibles de grado 2 en Z2[X ]. Pero en Z2[X ] sólo hay 4 polinomios de grado 2, y de ellos sólo
X2 + X + 1 es irreducible (por qué?). Como f no es el cuadrado de éste, deducimos que f es
irreducible en Z2[X ] y por tanto f es irreducible en Z[X ].

3. Consideremos el polinomio f = X5−X−1 de Z[X ]. Reduciendo módulo 2 obtenemos un polinomio
que es divisible porX2+X+1, por lo que no podemos aplicar el Criterio de Reducción. Reduciendo
módulo 3 obtenemos f = X5 +2X+2 ∈ Z3[X ], que no tiene ráıces. Si no fuera irreducible tendŕıa
un factor irreducible de grado 2; es fácil ver que los únicos irreducibles mónicos de grado 2 de
Z3[X ] son

X2 + 1, X2 +X − 1, X2 −X − 1.

Comprobando que ninguno de ellos divide a f deducimos que f es irreducible en Z3[X ], y por
tanto f es irreducible en Z[X ].

4. Dado el polinomio f = X4 + 4X + 1 en Z[X ], se tiene f = (X + 1)4 en Z2[X ] y f = (X +
2)(X3 +X2 +X + 2) en Z3[X ], con el factor cúbico irreducible porque no tiene ráıces. Por tanto,
no podemos aplicar el Criterio de Reducción. Sin embargo, la factorización en Z3[X ] nos va a
permitir demostrar que f es irreducible en Z[X ]. En efecto, como f no tiene ráıces en Q, si no
fuera irreducible en Z[X ] se tendŕıa f = gh con gr(g) = gr(h) = 2. Esto nos daŕıa, en Z3, la
factorización f = gh con gr(g) = gr(h) = 2, incompatible con la factorización en irreducibles
(única salvo asociados) que acabamos de obtener.

Veamos nuestro último criterio de irreducibilidad:

Proposición 2.27 (Criterio de Eisenstein). Sea D un DFU y sea f = a0 + a1X + · · · + anX
n (con

an 6= 0) un polinomio primitivo de D[X ]. Si existe un irreducible p ∈ D tal que

p | ai para todo i < n, y p2 ∤ a0,

entonces f es irreducible en D[X ].
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Demostración. Veamos que, si f = gh en D[X ], entonces gr(g) = n ó gr(h) = n. Pongamos g =
b0 + · · · + bmX

m y h = c0 + · · · + ckX
k, con bmck 6= 0. Como p2 ∤ a0 = b0c0, entonces p ∤ b0 ó p ∤ c0.

Supongamos que se da la segunda opción. Como f es primitivo se tiene p ∤ g, y por tanto existe

i = mı́n{j : p ∤ bj}.

Entonces p no divide a ai = (
∑i−1

j=0 bjci−j) + bic0, y por tanto i = n, de modo que gr(g) = n. La opción
p ∤ b0 nos llevaŕıa a gr(h) = n, lo que demuestra el resultado. �

Ejemplos 2.28. Aplicaciones del Criterio de Eisenstein.

1. Sean a un entero y p un primo cuya multiplicidad en a es 1. Entonces Xn − a es irreducible.

2. Un argumento similar al del apartado 4 de los Ejemplos 4.6.5 nos permitiŕıa ver que el polinomio
f = X4 − 3X3 + 6X − 3 es irreducible en Z[X ]. Ahora podemos asegurar lo mismo con menos
trabajo aplicando el Criterio de Eisenstein con p = 3.

3. A menudo, el Criterio de Eisenstein se combina con un automorfismo de Z[X ] de sustitución en
X+a (Ejemplos 2.4). Por ejemplo, el criterio no es aplicable a f(X) = X4+4X3+10X2+12X+7,
pero śı se puede aplicar (con p = 2) a f(X−1) = X4 +4X2 +2. Por tanto f(X−1) es irreducible,
y en consecuencia lo es f(X).

4. Dado un entero n ≥ 3, las ráıces en C del polinomio Xn − 1 se llaman ráıces n-ésimas de la
unidad (o de 1). Considerando la interpretación geométrica de la multiplicación en C, es fácil ver
que estas ráıces son exactamente los n vértices del n-ágono regular inscrito en el ćırculo unidad de
C que tiene un vértice en la posición del 1. Estos números complejos son útiles en muy diversas
circunstancias. El polinomio Xn − 1 se factoriza como

Xn − 1 = (X − 1)Φn(X), donde Φn(X) = Xn−1 +Xn−2 + · · · +X2 +X + 1.

El polinomio Φn(X) se conoce como el n-ésimo polinomio ciclotómico, y sus ráıces son las ráıces
n-ésimas de 1 distintas de 1. Φn(X) no es en general irreducible sobre Q (por ejemplo, Φ4(X)
es divisible por X + 1), pero śı lo es cuando n = p es primo. Como en el apartado anterior,
esto quedará demostrado si podemos aplicar el Criterio de Eisenstein a Φp(X + 1). Ahora bien,
Φp(X) = (Xn − 1)/(X − 1), y por tanto

Φp(X + 1) =
(X + 1)p − 1

X
= Xp−1 +

(
p

p− 1

)
Xp−2 +

(
p

p− 2

)
Xp−3 + · · · +

(
p

2

)
X + p.

Cuando 1 ≤ i < p, el primo p no divide a i! ni a (p− i)!, y por tanto śı divide a
(
p
i

)
=

p!

i!(p− i)!
,

por lo que podemos aplicar el Criterio de Eisenstein, como queŕıamos.

2.4. Polinomios en varias indeterminadas

Dados un anillo A y un entero n ≥ 2, definimos el anillo de polinomios en n indeterminadas con
coeficientes en A, denotado por A[X1, . . . , Xn], mediante la fórmula recurrente

A[X1, . . . , Xn] = A[X1, . . . , Xn−1][Xn].

Los elementos X1, . . . , Xn de A[X1, . . . , Xn] se llaman indeterminadas y los elementos de A[X1, . . . , Xn]
se llaman polinomios en n indeterminadas.

Por inducción a partir del Corolario 2.2, de la Proposición 2.13 y del Teorema 2.17, se obtienen
fácilmente las siguientes propiedades:
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Proposición 2.29. Para un anillo A y un entero positivo n se verifican:

1. A[X1, . . . , Xn] nunca es un cuerpo.

2. A[X1, . . . , Xn] es un dominio si y sólo si lo es A.

3. Si A es un dominio, entonces A[X1, . . . , Xn]∗ = A∗.

4. A[X1, . . . , Xn] es un DFU si y sólo si lo es A.

5. A[X1, . . . , Xn] es un DIP si y sólo si n = 1 y A es un cuerpo.

Si a ∈ A e i = (i1, . . . , in) ∈ Nn, el elemento aX i1
1 · · ·X in

n de A[X1, . . . , Xn] se llama monomio de
tipo i y coeficiente a.

Lema 2.30. Sean A un anillo y n un entero positivo. Entonces todo elemento p de A[X1, . . . , Xn] se
escribe de forma única como suma de monomios de distinto tipo, casi todos con coeficiente nulo. Es
decir, se tiene una única expresión

p =
∑

i∈Nn

piX
i1
1 · · ·X in

n (2.2)

con pi = 0 para casi todo i = (i1, . . . , in) ∈ Nn.

Demostración. Ejercicio. �

Usando la Proposición 2.3 se demuestra fácilmente la siguiente generalización de la Propiedad Uni-
versal del Anillo de Polinomios, por inducción en el número de indeterminadas.

Proposición 2.31. Sean A un anillo, n ≥ 1 un entero y u : A→ A[X1, . . . , Xn] la inclusión.

1. (PUAP en n indeterminadas) Dados un homomorfismo de anillos f : A → B y n ele-
mentos b1, . . . , bn ∈ B (no necesariamente distintos) existe un único homomorfismo de anillos
f : A[X1, . . . , Xn] → B tal que f ◦ u = f y f(Xj) = bj para cada j = 1, . . . , n.

2. Si dos homomorfismos de anillos g, h : A[X1, . . . , Xn] → B coinciden sobre A y en Xj para cada
j = 1, . . . , n entonces son iguales.

3. La PUAP en n indeterminadas determina A[X1, . . . , Xn] salvo isomorfismos. Supongamos que
existen un anillo P con elementos T1, . . . , Tn y un homomorfismo de anillos v : A → P tales
que, dados un homomorfismo de anillos f : A → B y elementos b1, . . . , bn ∈ B, existe un único
homomorfismo de anillos f : P → B tal que f ◦ v = f y f(Tj) = bj para cada j = 1, . . . , n.
Entonces existe un isomorfismo φ : A[X1, . . . , Xn] → P tal que φ ◦ u = v y φ(Xj) = Tj para cada
j = 1, . . . , n.

Como en el caso de una indeterminada, se tiene:

Ejemplos 2.32. Aplicaciones de la PUAP en n indeterminadas.

1. Dados anillos A ⊆ B y elementos b1, . . . , bn ∈ B, existe un homomorfismo S : A[X1, . . . , Xn] → B
que es la identidad sobre A y tal que S(Xj) = bj para cada j = 1, . . . , n. Dado p ∈ A[X1, . . . , Xn],
escribiremos a menudo p(b1, . . . , bn) en lugar de S(p). Si p =

∑
i∈Nn piX

i1
1 · · ·X in

n es la expresión
de p como suma de monomios, entonces

S(p) = p(b1, . . . , bn) =
∑

i∈Nn

pib
i1
1 · · · bin

n .
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La imagen de este homomorfismo es el subanillo de B generado por A ∪ {b1, . . . , bn} y que deno-
tamos por A[b1, . . . , bn].

Supongamos que f, g : A[b1, . . . , bn] → C son dos homomorfismos de anillos. Entonces f = g si y
sólo si f |A = g|A y f(bi) = g(bi) para todo i. Para demostrar esto basta aplicar la Proposición 2.31
para deducir que f ◦ S = g ◦ S y concluir que f = g, pues S es suprayectiva.

2. Sea A un anillo y sea σ una biyección del conjunto Nn = {1, . . . , n} en śı mismo con inversa
τ = σ−1. Si en el ejemplo anterior tomamos B = A[X1, . . . , Xn] y bj = Xσ(j), obtenemos un
homomorfismo σ : A[X1, . . . , Xn] → A[X1, . . . , Xn] que “permuta las indeterminadas”. Es claro
que σ es de hecho un automorfismo con inverso τ . Usando estos isomorfismos y la definición de
los anillos de polinomios en varias indeterminadas, es fácil establecer isomorfismos

A[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] ≃ A[X1, . . . , Xn][Y1, . . . , Ym] ≃ A[Y1, . . . , Ym][X1, . . . , Xn],

por lo que, en la práctica, no hay que distinguir entre estos anillos.

3. Todo homomorfismo de anillos f : A → B induce un homomorfismo f : A[X1, . . . , Xn] →
B[X1, . . . , Xn] que coincide con f sobre A y verifica f(Xj) = Xj para cada j = 1, . . . , n. Si
p =

∑
i∈Nn piX

i1
1 · · ·X in

n es la expresión de p como suma de monomios, entonces

f(p) =
∑

i∈Nn

f(pi)X
i1
1 · · ·X in

n .

En el futuro este homomorfismo lo denotaremos por f .

Veamos cómo pueden usarse las identificaciones del apartado 2 de los Ejemplos 2.32.

Ejemplo 2.33. El Criterio de Eisenstein aplicado a polinomios en dos indeterminadas

El polinomio f = X3Y +X2Y 2 −X2 + Y 3 + Y 2 ∈ Q[X,Y ] puede considerarse como un polinomio en
Q[X ][Y ], poniendo f = Y 3 + (X2 + 1)Y 2 + X3Y − X2, o como un polinomio en Q[Y ][X ], poniendo
f = Y X3+(Y 2−1)X2+(Y 3+Y 2). A esta última expresión le podemos aplicar el Criterio de Eisenstein
con el polinomio irreducible p = Y + 1 ∈ Q[Y ] para deducir que f es irreducible en Q[X,Y ].

Por definición, el grado de un monomio aX i1
1 · · ·X in

n de A[X1, . . . , Xn] es i1 + · · · + in. El grado
gr(p) de un polinomio p 6= 0 de A[X1, . . . , Xn] se define como el mayor de los grados de los monomios
que aparecen con coeficiente no nulo en la expresión de p como suma de monomios de distinto tipo. Es
claro que, dados dos polinomios p y q, se tiene

gr(p+ q) ≤ máx{gr(p), gr(q)} y gr(pq) ≤ gr(p) + gr(q).

Sin embargo, no es tan fácil como en el caso de una indeterminada ver que, cuando A es un dominio, la
segunda desigualdad es de hecho una igualdad. Para esto, y para otras cosas, es interesante considerar
el siguiente concepto:

Un polinomio p 6= 0 de A[X1, . . . , Xn] se dice homogéneo de grado n ≥ 0 si es suma de monomios
de grado n. Por ejemplo, de los polinomios de Z[X,Y, Z]

X2Y + Y 3 − 3XY Z + 6Y Z2, X6 + Y 6 + Z6 +X3Y 3 +X3Z3 + Y 3Z3, XY Z +X + Y + Z,

los dos primeros son homogéneos (de grados 3 y 6, respectivamente) y el último no lo es.

Proposición 2.34. Dados un anillo A y un entero n ≥ 1, todo polinomio de A[X1, . . . , Xn] se escribe
de modo único como suma de polinomios homogéneos de distintos grados.
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Demostración. Si p =
∑

i∈Nn piX
i1
1 · · ·X in

n es la expresión de p como suma de monomios y ponemos

hj =
∑

i1+···+in=j piX
i1
1 · · ·X in

n , es claro que p = h0 + h1 + · · · + hk (donde k = gr(p)) es la expresión
buscada. La unicidad es consecuencia inmediata del Lema 2.30.�

Corolario 2.35. Si D es un dominio y n ≥ 1, se tiene gr(pq) = gr(p) + gr(q) para cualesquiera
p, q ∈ D[X1, . . . , Xn].

2.5. Polinomios simétricos

Sea A un anillo arbitrario y consideremos n indeterminadas X1, . . . , Xn. En el Ejemplo 2 de 2.32
vimos que para cada permutación σ ∈ Sn, existe un único automorfismo σ de A[X1, . . . , Xn], tal que
σ(a) = a, para todo a ∈ A y σ(Xn) = Xσ(n). Obsérvese que σ ◦ τ = σ ◦ τ .

Un polinomio p ∈ A[X1, . . . , Xn] se dice que es simétrico, en las indeterminadas X1, . . . , Xn, si
σ(p) = p para todo σ ∈ Sn. Por ejemplo, los polinomios en dos indeterminadas X1 +X2 y X1X2 son
polinomios simétricos. Obsérvese que el conjunto de todos los polinomios simétricos de A[X1, . . . , Xn]
forma un subanillo de A[X1, . . . , Xn].

Para cada p ∈ A[X1, . . . , Xn], sea On(p) el conjunto de todos los polinomios de la forma σ(p) para
σ recorriendo todos los elementos de Sn y sea Σn(p) =

∑
q∈On(p) q. Obsérvese que si σ ∈ Σn, entonces

σ se restringe a una biyección de On(p) en si mismo pues claramente σ(On(p)) ⊆ On(p), On(p) es finito
y σ es inyectiva. Luego

σ(Σn(p)) =
∑

q∈On(p)

σ(q) =
∑

q∈On(p)

q = Σn(p),

es decir Σn(p) es un polinomio simétrico.
Por ejemplo,

On(X1) = {X1, X2, . . . , Xn}
On(X1X2) = {XiXj : 1 ≤ i < j ≤ n}

y por tanto
Σn(X1) = X1 +X2 + · · · +Xn

Σn(X1X2) =
∑

1≤i<j≤n XiXj.

Los polinomios de la forma

S1 = Σn(X1) = X1 +X2 + · · · +Xn,
S2 = Σn(X1X2) =

∑
1≤i<j≤n XiXj ,

S3 = Σn(X1X2X3) =
∑

1≤i<j<k≤n XiXjXk,
...

S4 = Σn(X1X2 · · ·Xn) = X1X2 · · ·Xn.

se llaman polinomios simétricos elementales en n variables. Obsérvese que Si para i ≤ n ≤ m tiene
distintos valores según que consideremos n ó m variables. Por ejemplo para dos variables los polinomios
simétricos elementales son

S1 = X1 +X2,
S2 = X1X2

y para tres variables son
S1 = X1 +X2 +X3,
S2 = X1X2 +X1X3 +X2X3,
S3 = X1X2X3.
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Lema 2.36. Se verifican las siguientes propiedades para f ∈ A[X1, . . . , Xn] y σ ∈ Sn.

1. Si f es homogéneo de grado n, entonces σ(f) es homogéneo de grado n.

2. Un polinomio es simétrico si y sólo si sus componentes homogéneas son simétricas.

Demostración. 1 es obvio.
2. Sea p = p0 + p1 + . . .+ pm un polinomio en n variables X1, . . . , Xn con coeficientes en el anillo A,

donde pi denota la componente homogénea de grado i. Como el conjunto de los polinomios simétricos
es un subanillo de A[X1, . . . , Xn] está claro que si p0, p1, . . . , pn son simétricos entonces p también es
simétrico.

Rećıprocamente, supongamos que p es simétrico y sea σ ∈ Sn. Entonces

p = σ(p) = σ(p0) + σ(p1) + · · · + σ(pm)

y cada σ(pi) es homogéneo de grado i, por 1. Como la descomposición de un polinomio en suma de
polinomios homogéneos de distintos grados es única, deducimos que pi = σ(pi) para todo i. Por tanto
pi es simétrico para todo i. �

Si a denota un elemento de Nn, entonces ai denotará la i-ésima coordenada de a, es decir a =
(a1, . . . , an). Si p ∈ A[X1, . . . , Xn] y a ∈ Nn, entonces vamos a denotar por pa al coeficiente de
Xa1

1 · · ·Xan
n en p. De esta forma cada polinomio p ∈ A[X1, . . . , Xn] se expresa como

p =
∑

a∈Nn

paX
a1
1 Xa2

2 · · ·Xan

n .

Vamos a denotar por 4 el orden lexicográfico en el conjunto Nn de las n-uplas de números enteros
no negativos. Es decir, dados dos elementos a y b de Nn, diremos que a 4 b si o bien a = b o existe un
i tal que a0 = b0, a1 = b1, . . . , ai−1 = bi−1 y ai < bi. Por ejemplo

(1, 1, 2) 4 (1, 3, 1) 4 (2, 0, 0) 4 (2, 0, 1) 4 (2, 1, 0) 4 (3, 0, 1).

Este orden es un orden total en Nn y por tanto todo subconjunto finito de Nn tiene un mı́nimo y un
máximo respecto de este orden. Por ejemplo, si

X = {(2, 2, 1), (3, 3, 1), (2, 0, 2), (3, 0, 2), (2, 1, 0), (2, 1, 1), (3, 0, 0)}

entonces
(2, 0, 2) 4 (2, 1, 0) 4 (2, 1, 1) 4 (2, 2, 1) 4 (3, 0, 0) 4 (3, 0, 2) 4 (3, 3, 1)

y por tanto, el mı́nimo de X es (2, 0, 2) y su máximo es (3, 0, 0).
De hecho 4 es un buen orden, es decir todo subconjunto no vaćıo X ⊆ Nn tiene un mı́nimo en Nn.

En efecto, es fácil ver que el mı́nimo de X es el elemento a = (a1, . . . , an) definido de la siguiente forma:
a1 es el menor entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuya primera coordenada es m,
a2 es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas dos primeras coordenadas
son (a1,m), a3 es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento de X cuyas tres primeras
coordenadas son (a1, a2,m). En general, ai es el primer entero no negativo m tal que existe un elemento
de X cuyas i primeras coordenadas son (a1, . . . , ai−1,m).

Si 0 6= p ∈ A[X1, . . . , Xn], entonces vamos a denotar por δ(p) al mayor elemento a ∈ Nn, con
respecto a 4, tal que pa 6= 0. Por ejemplo, δ(X2

1X
2
2 + X1X2 + X3

1 + X3
1X2 + X6

2 ) = (3, 1), pues
(0, 6) 4 (1, 1) 4 (2, 2) 4 (3, 0) 4 (3, 1). De forma análoga a como se hizo para el grado habitual
ponemos que δ(0) = −∞ y consideramos −∞ 4 a para todo a ∈ Nn.

Obsérvese que δ satisface propiedades similares a gr. En efecto se verifica el siguiente lema cuya
demostración dejamos como ejercicio.
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Lema 2.37. Si p, q ∈ A[X1, . . . , Xn], entonces

1. δ(p+ q) ≤ máx{δ(p), δ(q)} y δ(p+ q) < máx{δ(p), δ(q)} si y sólo si δ(p) = δ(q) y pδ(p) + qδ(q) = 0.

2. δ(pq) ≤ δ(p) + δ(q) y se verifica la igualdad si y sólo si p = 0, q = 0 ó p y q son diferentes de 0 y
pδ(a)qδ(b) 6= 0.

3. Si A es un dominio, entonces δ(pq) = δ(p)δ(q).

Teorema 2.38. Todo polinomio simétrico en n variables se puede escribir de forma única como un
polinomio en los polinomios simétricos elementales. Más precisamente, si S1, . . . , Sn son los polino-
mios simétricos elementales en las variables X1, . . . , Xn, entonces el homomorfismo de sustitución
ϕ : A[X1, . . . , Xn] → A[X1, . . . , Xn], dado por ϕ(F ) = F (S1, . . . , Sn) es inyectivo y su imagen es el
conjunto de los polinomios simétricos elementales.

Demostración. En primer lugar observemos que δ(Si) es el elemento de Nn que empieza con i unos y
acaba con i ceros. Es decir

δ(S1) = (1, 0, . . . , 0), δ(S2) = (1, 1, 0, . . . , 0), . . . , δ(Sn) = (1, 1, . . . , 1).

Por tanto, utilizando la propiedad 2 del Lema 2.37 se tiene que

δ(Sa1
1 · · ·San

n ) = (a1 + a2 + a3 + · · · + an, a2 + a3 + · · · + an, a3 + · · · + an, . . . , an−1 + an, an).

Obsérvese que la aplicación ψ : Qn → Qn dada por

ψ(a1, . . . , an) = (a1 + a2 + a3 + · · · + an, a2 + a3 + · · · + an, a3 + · · · + an, . . . , an−1 + an, an)

es lineal y su matriz asociada en la base canónica es

A =





1 1 1 · · · 1 1
0 1 1 · · · 1 1
0 0 1 · · · 1 1
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 1
0 0 0 · · · 0 1




.

La matriz A es invertible y su inversa es la matriz

A−1 =





1 −1 0 · · · 0 0
0 1 −1 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 −1
0 0 0 · · · 0 1




.

Obsérvese que si a = (a1, . . . , an) con a1 ≥ a2 · · · ≥ an ≥ 0 y b = A−1a = (a1 − a2, a2 − a3, . . . , an−1 −
an, an), entonces bi ≥ 0 para todo i. Por tanto para todo polinomio P ∈ K[X1, X2, . . . , Xn] tal que
δ(P ) = (a1, . . . , an) con a1 ≥ a2 · · · ≥ an ≥ 0 se tiene que δ(P ) = δ(Sb1

1 · · ·Sbn
n ) donde b = (b1, . . . , bn) =

A−1δ(P ).
ϕ es inyectiva. Sea 0 6= p ∈ K[X1, . . . , Xn] y sea X el conjunto de elementos a ∈ Nn tales pa 6= 0.

Como la aplicación ψ es inyectiva existe un elemento a ∈ X tal que δ(Sa1

1 · · ·San
n ) > δ(Sb1

1 · · ·Sbn
n ) para

todo b ∈ X \ {a}. Como

ϕ(p) = paS
a1
1 · · ·San

n +
∑

b∈X\{a}
pbS

b1
1 · · ·Sbn

n ,
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aplicando la propiedad 1 del Lema 2.37 se tiene que δ(ϕ(p)) = δ(Sa1
1 · · ·San

n ) y, en particular ϕ(p) 6= 0.

La imagen de ϕ es el conjunto de los polinomios simétricos. Está claro que todo elemento de la imagen
de ϕ es un polinomio simétrico. Demostramos la otra inclusión por reducción al absurdo. Supongamos
que hay un polinomio simétrico que no está en la imagen y elegimos uno de dichos polinomios p para
el que a = δ(p) sea mı́nimo con respecto a la relación de orden 4. Como p es simétrico, a1 ≥ a2 ≥
· · · ≥ an ≥ 0 y por tanto existe a ∈ Nn tal que ψ(b) = a. Eso implica que δ(Sb1

1 · · ·Sbn
n ) = a y, de la

propiedad 1 del Lema 2.37 se deduce que si q = p− paS
b1
1 · · ·Sbn

n , entonces δ(q) < δ(p). Por la elección
de p, se tiene que q está en la imagen de ϕ, es decir existe r ∈ K[X1, . . . , Xn] tal que ϕ(r) = q. Entonces
p = ϕ(r) + ϕ(paX

b1
1 · · ·Xbn

n ) = ϕ(r + paX
b1
1 · · ·Xbn

n ), en contra de que p no está en la imagen de ϕ. �

La demostración del Teorema 2.38 es constructiva, es decir, proporciona un método efectivo para
escribir cada polinomio simétrico como un polinomio en los polinomios simétricos elementales siguiendo
el siguiente proceso recursivo.

Entrada: Un polinomio simétrico p.

q = p, f = 0.

Mientras que q 6= 0.

a = δ(q).

b = ψ−1(a) = (a1 − a2, a2 − a3, . . . , an−1 − an, an)

f = f + paX
b1
1 · · ·Xbn

n

q = q − paS
b1
1 · · ·Sbn

n

Salida: f .

Ejemplo 2.39. Sea p = X3
1+X3

2+X3
3 , un polinomio simétrico en tres variables. Entonces δ(p) = (3, 0, 0)

y por tanto ψ−1(3, 0, 0) = (3, 0, 0). Sea

q1 = p− S3
1 = X3

1 +X3
2 +X3

3 − (X1 +X2 +X3)
3

= −3(X2
1X2 +X1X

2
2 +X2

1X3 +X1X
2
3 +X2

2X3 +X2X
2
3 ) − 6X1X2X3.

Entonces δ(q1) = (2, 1, 0) y ψ−1(2, 1, 0) = (1, 1, 0), por lo que ponemos

q2 = q1 + 3S1S2

= 3(X1 +X2 +X3)(X1X2 +X1X3 +X2X3)
−3(X2

1X2 +X1X
2
2 +X2

1X3 +X1X
2
3 +X2

2X3 +X2X
2
3 ) − 6X1X2X3

= 3X1X2X3 = 3S3.

Por tanto

X3
1 +X3

2 +X3
3 = p = S3

1 + q1 = S3
1 − 3S1S2 + q2 = S3

1 − 3S1S2 + 3S3.

La siguiente fórmula, es muy fácil de demostrar y es conocida con el nombre de Fórmula de Cardano-
Vieta

(T −X1)(T −X2) · · · (T −Xn) = T n +
∑n

i=1(−1)iSiT
n−i =

T n − S1T
n−1 + S2T

n−2 − · · · + (−1)n−2Sn−2T
2 + (−1)n−1Sn−1T + (−1)nSn,

(2.3)

donde S1, S2, . . . , Sn son los polinomios simétricos elementales en las variables X1, X2, . . . , Xn.

La Fórmula de Cardano-Vieta, junto con el Teorema 2.38 permite obtener el resultado de sustituir
las ráıces de un polinomio en un polinomio simétrico. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 2.40. Supongamos que queremos calcular la suma de los cubos de las ráıces α1, α2 y α3 del
polinomio T 3 − T + 1. Aplicando las Fórmulas de Cardano-Vieta obtenemos

T 3 − T + 1 = (T − α1)(T − α2)(T − α3) = T 3 − s1T
2 + s2T − s3

donde si = Si(α1, α2, α3). Es decir,

s1 = α1 + α2 + α3 = 0
s2 = α1α2 + α1α3 + α2α3 = −1
s3 = α1α2α3 = −1

Entonces

α3
1 + α3

2 + α3
3 = s31 − 3s1s2 + 3s3 = −3.

Podemos utilizar las Fórmulas de Cardano-Vieta en sentido contrario para resolver sistemas de
ecuaciones en polinomios simétricos.

Ejemplo 2.41. Vamos a resolver el siguiente sistema de ecuaciones

x1 + x2 + x3 = 2
x2

1 + x2
2 + x2

3 = 4
x3

1 + x3
2 + x3

3 = 5

Si ponemos s1 = S1(x1, x2, x3) = x1 + x2 + x3, s2 = S2(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3 y s3 =
S3(x1x2x3), entonces de las Fórmulas de Cardano-Vieta se deduce que x1, x2 y x3 son las ráıces del
polinomio T 3 − s1T

2 + s2T − s3. Sabemos que s1 = 2. Además 4 = x2
1 + x2

2 + x2
3 = s21 − 2s2 = 4 − 2s2,

con lo que s2 = 0, y 5 = x3
1 + x3

2 + x3
3 = s31 − 3s1s2 + 3s3 = 8 + 3s3 y, por tanto, s3 = −1. Luego

x1, x2 y x3 son las ráıces del polinomio T 3 − 2T 2 + 1. Claramente una de estas ráıces es 1 y tenemos

T 3 − 2T 2 + 1 = (T − 1)(T 2 − T − 1). Por tanto {x1, x2, x3} =
{
1, 1+

√
5

2 , 1−
√

5
2

}
.

2.6. Problemas

1. Demostrar los Lemas 2.1, 2.21, 2.10, 2.30 y 2.37, los apartados 1 y 2 del Lema 2.14, las Proposi-
ciones 2.29 y 2.31, los Corolarios 2.2 y 2.9 y la Fórmula de Cardano-Vieta (2.3).

2. Sea A un anillo y sean a, u ∈ A. Demostrar que el homomorfismo A[X ] → A[X ] de sustitución en
uX + a es un automorfismo si y sólo si u es invertible en A.

3. Justificar la regla de Ruffini para el cálculo del cociente y el resto en la división de p = p0 +p1X+
. . .+ pnX

n entre X − a. La regla está representada por la tabla

pn pn−1 pn−2 . . . p1 p0

a 0 aqn−1 aqn−2 . . . aq1 aq0
qn−1 qn−2 qn−3 . . . q0 r

en la que los qi se obtienen, de izquierda a derecha, sumando los dos elementos que están encima.
Entonces q = q0 + q1X + · · · + qn−1X

n−1 es el cociente de la división de p entre X − a, y r es su
resto.

4. ¿Para qué cuerpos es válida la fórmula usual (−b±
√

b2−4ac
2a ) para el cálculo de las ráıces de un

polinomio aX2 + bX + c de grado 2?
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5. Sea p un entero primo. Demostrar que los polinomios Xp −X y
∏p

i=1(X− i) de Zp[X ] son iguales
y deducir una nueva demostración del Teorema de Wilson: (p−1)! ≡ −1 mod p. (Indicación: Para
la primera parte, considerar las ráıces de ambos polinomios.)

6. Hemos observado que la Proposición 2.8 no se verifica para polinomios sobre un anillo que no sea
un dominio. Comprobar que en este caso ni siquiera se verifica la afirmación sobre la finitud del
número de ráıces; es decir, dar un ejemplo de un polinomio no nulo en una indeterminada con
infinitas ráıces.

7. Si K es un cuerpo de caracteŕıstica 0, ¿qué polinomios P ∈ K[X ] verifican P ′ = 0? ¿Y si la
caracteŕıstica es un primo p?

8. Sea D un dominio y sea P ∈ D[X ] el polinomio

P = nXn+2 − (n+ 2)Xn+1 + (n+ 2)X − n

(n ∈ Z+). Demostrar que la multiplicidad de 1 como ráız de P es al menos 3, y que es exactamente
3 si la caracteŕıstica de D es 0. (Advertencia: El caso de caracteŕıstica 2 ha de ser considerado
aparte.)

9. Demostrar que si 0 6= a ∈ K, siendo K un cuerpo de caracteŕıstica 0, entonces Xn − a no tiene
ráıces múltiples en ningún cuerpo que contenga a K como subcuerpo. ¿Qué se puede afirmar si
K es un cuerpo de caracteŕıstica p, con p primo.

10. Sean K un cuerpo, P ∈ K[X ] un polinomio no constante y K1 = K[X ]/(P ). ¿Cuál es la dimensión
de K1 como espacio vectorial sobre K?

11. Sea K un cuerpo y sean a0, a1, . . . , an ∈ K distintos y b0, b1, . . . , bn ∈ K. Demostrar que

P (X) =

n∑

r=0

br
∏

i6=r

(X − ai)

ar − ai

es el único polinomio de K[X ] de grado ≤ n que verifica P (ai) = bi para todo i. La fórmula para
P se conoce con el nombre de fórmula de interpolación de Lagrange.

12. ¿Es cierto que, si D es un DFU y b es un elemento de D, entonces sólo hay una cantidad finita
de ideales de D que contienen a b?

13. Dar un ejemplo de un ideal primo no nulo de un DFU que no sea maximal.

14. Demostrar que toda ráız racional de un polinomio mónico con coeficientes enteros es entera.

15. Sea D un DFU y sea f = ao + a1X + · · · + anX
n un polinomio primitivo en D[X ]. Demostrar

que, si existe un irreducible p ∈ D tal que

p | ai para todo i > 0, y p2 ∤ an,

entonces f es irreducible en D[X ] (es decir, el Criterio de Eisenstein se puede aplicar “al revés”).

16. Descomponer en factores irreducibles el polinomio X4 − 4 en cada uno de los siguientes anillos:
Q[X ], R[X ], C[X ], Z2[X ] y Z3[X ].

17. Descomponer los siguientes anillos cociente como producto de anillos “conocidos”:

a) R[X ] módulo el ideal principal generado por el polinomio X3 −X2 +X − 1.
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b) Q[X ] módulo el ideal principal generado por el polinomio X3 −X2 +X − 1.

c) Q[X ] módulo el ideal principal generado por el polinomio 3X2 − 6.

18. Calcular el máximo común divisor y el mı́nimo común múltiplo en Z[X ] de las siguientes parejas
de polinomios:

a) X3 − 6X2 +X + 4 y X5 − 6X + 1.

b) X2 + 1 y X6 +X3 +X + 1.

c) 26X2 − 104X + 104 y 195X2 + 65X − 910.

19. Demostrar que los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican:

a) X4 + X + 1, 4X3 − 3X − 1
2 , X4 + 1, X6 + X3 + 1, X3 + 6X + 3X + 3, X5 − 5X + 15 y

X4 + 5X + 12 en Q[X ].

b) X2 +X + 1 en Z2[X ].

c) X2 + Y 2 − 1 y X5Y 3 −X3 +XY 2 − Y 2 + 1 en Q[X,Y ].

d) X4 +X + a con a impar, en Q[X ].

e) X5 + 3aX4 − 4X + 4 con a ∈ Z, en Q[X ].

f ) Y 3 +X2Y 2 +X3Y +X , en D[X,Y ] donde D es un DFU arbitrario.

20. Factorizar los siguientes polinomios en los anillos que se indican:

a) 3X4 − 3X2 + 6, en Z[X ], Q[X ], R[X ] y C[X ].

b) X3 + 3X2 + 3X + 4 en Z5[X ].

21. Decidir cuáles de los siguientes polinomios son irreducibles en los anillos que se indican:

a) 2X2 + 2X + 2 en Z[X ], Q[X ] y Z5[X ].

b) X4 + 2 en Z7[X ] y Q[X ].

c) X3 − 18X2 + 106X − 203 en Z[X ] y Q[X ].

d) X5 +X + 2 en R[X ], Q[X ] y Z3[X ].

e) X5 +X − 2 en R[X ], Q[X ] y Z3[X ].

f ) 2X5 − 6X3 + 9X2 − 15 en Z[X ] y Q[X ].

g) X4 + 15X3 + 7 en Z[X ].

h) Xn − p, donde n > 0 y p es un entero primo con p ≡ 1 mod 3, en R[X ], Q[X ] y Z3[X ].

22. Calcular todos los polinomios mónicos irreducibles de grado ≤ 4 en K[X ], cuando K es cada uno
de los cuerpos Zp con p primo menor o igual que 11.

23. Sea A un anillo. Demostrar que si P ∈ A[X1, . . . , Xn] tiene grado 1 y uno de los coeficientes de P
es una unidad de A, entonces A[X1, . . . , Xn]/(P ) ≃ A[X1, . . . , Xn−1].

24. Sea K un cuerpo y sea P ∈ K[X,Y ]. Supongamos que el coeficiente principal de P , considerado
como polinomio en K[X ][Y ], no es divisible por X − 1. Demostrar que, si P (X, 1) es irreducible
en K[X ], entonces P (X,Y ) es irreducible en K[X,Y ].

25. Demostrar que si K es un cuerpo y P,Q ∈ K[X,Y ] son coprimos, entonces el conjunto

V (P ) ∩ V (Q) = {(a, b) ∈ K2 : P (a, b) = Q(a, b) = 0}
es finito. (Indicación:K(X)[Y ] es un DIP donde K(X) es el cuerpo de cocientes de K[X ].)

26. Construir polinomios irreducibles de Q[X ] de grados arbitrariamente grandes.
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2.7. Proyectos

1. Hacer un programa que dado un primo p y un número n calcule todos los polinomios mónicos
irreducibles de grado ≤ n con coeficientes en el cuerpo Zp. Obsérvese que los polinomios mónicos
irreducibles de grado 1 son los de la forma X − a y si P es el conjunto de polinomios mónicos
irreducibles de grado menor que k, entonces los polinomios mónicos irreducibles de grado k son
los que no sean de la forma p1 · · · pt con p1, . . . , pk ∈ P y gr(p1) + . . .+ gr(pt) = k.

Hacer otro programa que decida si un polinomio con coeficientes en Zp es irreducible en Zp[X ] y
otro que factorize un polinomio dado.

2. El método de Kronecker para factorizar en Z[X ] funciona como sigue: Dado 0 6= f ∈ Z[X ], podemos
limitarnos a buscar divisores g de f con gr(g) ≤ m, donde m es la parte entera de gr(f)/2. Dado
un tal g, para cada a ∈ Z se tiene g(a) | f(a) en Z. Si fijamos enteros a0, . . . , am con f(ai) 6= 0,
los posibles valores de cada g(ai) quedan limitados por la condición g(ai) | f(ai). Combinando
esto con la fórmula de interpolación de Lagrange (Problema 11) obtenemos un número finito de
candidatos a divisores de f . Si alguno está en Z[X ] y divide a f , tenemos un primer paso en la
factorización y repetimos el método. En caso contrario, f es ya irreducible.

Un ejemplo: Si f = X4 + X + 1, entonces m = 2 y podemos considerar los enteros a0 = −1,
a1 = 0 y a2 = 1. Entonces g(−1) | 1, g(0) | 1 y g(1) | 3, por lo que hay 8 posibilidades para g. Se
pide: Calcular estos 8 polinomios, comprobar que ninguno divide a f en Z[X ], y deducir que f es
irreducible.

Esto da idea de lo ineficaz que es el método si se emplea “a mano”. Sin embargo, el método es
fácil de programar, y es eficaz para polinomios “de grado no muy grande y con coeficientes no
muy grandes”. De hecho, el método funciona si sustituimos Z por un DFU infinito D (para poder
elegir los ai cuando m es grande) con D∗ finito (para que cada f(ai) tenga un número finito de
divisores) en el que haya un método para factorizar elementos.

Hacer un programa que factorize un polinomio con coeficientes enteros. Modificarlo para que
factorize polinomios con coeficientes racionales.

3. Hacer un programa que dado un polinomio p en n variablesX1, . . . , Xn, decida si se trata de un po-
linomio simétrico y en tal caso calcule un polinomio q en n variables tal que q(S1, S2, . . . , Sn) = p,
donde S1, S2, . . . , Sn son los polinomios simétricos elementales en las variables dadas. (Indicación:
Observa que no basta dar el polinomio p como entrada del programa, sino que también es nece-
sario dar las variables en los que lo consideramos. Por ejemplo, X1 + X2 y X1X3 + X2X3 son
polinomios simétricos en las variables X1 y X2 pero no lo son en las variables X1, X2, X3.
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Caṕıtulo 3

Grupos

3.1. Definiciones y ejemplos

Definición 3.1. Un grupo es una pareja (G, ·), formada por un conjunto no vaćıo G junto una operación
interna, es decir una aplicación

G×G → G
(g, h) 7→ g · h

que satisface los siguientes axiomas:

(Asociativa) (a · b) · c = a · (b · c), para todo a, b, c ∈ G.

(Neutro) Existe un elemento e ∈ G, llamado elemento neutro del grupo tal que e · a = a = a · e,
para todo a ∈ G.

(Inverso) Para todo a ∈ G existe otro elemento a1 ∈ G, llamado elemento inverso de a, tal que
a · a1 = e = a1 · a.

Si además se verifica el siguiente axioma se dice que el grupo es abeliano o conmutativo

(Conmutativa) a · b = b · a, para todo a, b ∈ G.

Lema 3.2. Sea (G, ·) un grupo.

1. (Unicidad del neutro). El neutro de G es único, de hecho, si e, e′ ∈ G satisfacen que e′ ·a = a = a·e
para todo a ∈ G, entonces e = e′.

2. (Unicidad del inverso). El inverso de un elemento de G es único, de hecho, si a · a1 = e = a2 · a,
entonces a1 = a2. A partir de ahora el (único) inverso de a lo denotaremos con a−1.

3. (Propiedad Cancelativa). Si a · x = a · y ó x · a = y · a, con a, x, y ∈ G, entonces x = y.

4. Para todo a, b ∈ G, las ecuaciones a ·X = b y X · a = b, tienen una única solución en G.

5. (a · b)−1 = b−1 · a−1.

Demostración. Ejercicio. �

Habitualmente no haremos referencia a la operación del grupo y hablaremos simplemente del grupo
G, donde la operación se sobreentiende. Siempre utilizaremos notación multiplicativa, de forma que
para un grupo genérico el resultado de operar dos elementos a y b se denota como ab, el neutro lo
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denotaremos con 1 y en inverso de a con a−1. Además, si n es un entero positivo definimos an como el
resultado de operar n veces a consigo mismo. Además ponemos a0 = 1 y a−n = (an)−1 = (a−1)n. De
esta forma quedan definidas potencias de elementos de G por exponentes enteros se verifica la siguiente
igualdad para cualesquiera a ∈ G y n,m ∈ Z:

an+m = anam, (an)m = anm.

Excepcionalmente utilizaremos notación aditiva para grupos abelianos. En tal caso el neutro lo
denotaremos con 0, el inverso de a, lo llamaremos opuesto de a y lo denotamos −a y escribiremos na,
en lugar de an.

Ejemplos 3.3. 1. Si A es un anillo, entonces (A,+) y (A∗, ·) son dos grupos abelianos llamados
respectivamente grupo aditivo y grupo de unidades de A. Por ejemplo, (Z,+), (Q,+), (R,+),
(C,+) y (Zn,+) son grupos aditivos y los grupos de unidades de los correspondientes anillos son
Z∗ = {±1}, Q∗ = Q \ {0}, R∗ = R \ {0}, C∗ = C \ {0} y

Z∗
n = {i : 1 ≤ i ≤ n,mcd(i, n) = 1}.

Obsérvese que si K es un cuerpo, entonces K∗ = K \ {0}.

2. Sea K un anillo y n un entero positivo. Entonces el conjunto GLn(K) formado por todas las
matrices invertibles cuadradas de tamaño n con entradas en K es un grupo con el producto
habitual de matrices. Si n = 1, entonces GL1(K) = K∗ es abeliano. Sin embargo si n ≥ 2 y
K 6= 0, entonces GLn(K) no es abeliano pues las dos siguientes matrices no conmutan:

(
1 1
0 1

) (
1 0
1 1

)
.

Este ejemplo se puede generalizar cambiando el cuerpo K por un anillo arbitrario.

3. Sea X un conjunto y SX el conjunto de todas las biyecciones de X en si mismo. Entonces (SX , ◦)
es un grupo, llamado grupo simétrico o de las permutaciones de X .

4. Si (G, ⋆) y (H, ∗) son dos grupos, entonces el producto directo G ×H es un producto directo en
el que la operación viene dada componente a componente:

(g1, h1) · (g2, h2) = (g1 ⋆ g2, h1 ∗ h2).

Más generalmente, si (Gi)i∈I es una familia arbitraria de grupos, entonces el producto directo∏
i∈I Gi tiene una estructura de grupo en el que el producto se realiza componente a componente.

5. Para cada número natural positivo n vamos a definir un grupo Cn formado por n elementos

Cn = {1, a, a2, . . . , an−1},

donde a es un śımbolo, y en el que la multiplicación viene dada por la siguiente regla:

aiaj = a[i+j]n

donde [x]n denota el resto de dividir x entre n. Este grupo se llama ćıclico de orden n.

También definimos el grupo ćıclico infinito como el conjunto C∞ = {an : n ∈ Z}, donde a es
un śımbolo y consideramos an = am si y sólo si n = m, y en el que el producto viene dado por
an · am = an+m.
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6. Para cada número natural positivo n vamos a definir un grupo formado por 2n elementos

Dn = {1, a, a2, . . . , an−1, b, ab, a2b, . . . , an−1b}

en el que la multiplicación viene dada por la siguiente regla:

(ai1bj1)(ai2bj2) = a[i1+(−1)j1 i2]nb[j1+j2]2

con notación como en el ejemplo anterior. Este grupo se llama grupo diédrico de orden 2n.

El grupo diédrico infinito D∞ está formado por elementos de la forma anbm, con n ∈ Z y m = 0, 1
con el producto (ai1bj1)(ai2bj2) = ai1+(−1)j1 i2b[j1+j2]2 .

3.2. Subgrupos

Definición 3.4. Sea G un grupo. Un subconjunto S de G se dice que es un subgrupo si la operación
que define la estructura de grupo en G induce también una estructura de grupo en S.

El siguiente lema muestra cuáles son las propiedades que hay que comprobar para demostrar que
un subconjunto de un grupo es un subgrupo.

Lema 3.5. Sea G un grupo y S un subconjunto de G. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. S es un subgrupo de G.

2. 1 ∈ S y para todo a, b ∈ S, se verifican ab, a−1 ∈ S.

3. S 6= ∅ y para todo a, b ∈ S, se verifican ab, a−1 ∈ S.

4. 1 ∈ S y para todo a, b ∈ S, se verifican ab−1 ∈ S.

5. S 6= ∅ y para todo a, b ∈ S, se verifican ab−1 ∈ S.

Demostración. Ejercicio. �

Ejemplos 3.6. 1. Si G es un grupo, entonces {1} y G son subgrupos de G. El primero se llama
subgrupo trivial, denotado 1 y el segundo subgrupo impropio de G. Los subgrupos de G diferentes
de G se dice que son subgrupos propios.

2. Si (A,+) es el grupo aditivo de un anillo, entonces todo subanillo y todo ideal de A son subgrupos
de este grupo.

Si S es un subgrupo de (Z,+), entonces nx ∈ S, para todo n ∈ Z y todo x ∈ I. Eso implica que
S es un ideal de Z y por tanto los subgrupos de (Z,+) son los de la forma nZ para n un entero
no negativo.

3. Sea GLn(K) el grupo de las matrices invertibles de tamaño n con entradas en el cuerpo K.
Entonces el SLn(K) conjunto formado por las matrices de determinante 1 es un subgrupo de
GLn(K).

4. Supongamos que A es un anillo y sea SA el grupo de las permutaciones de A. Entonces el conjunto
Aut(A) formado por los automorfismos de A es un subgrupo de SA.

Ejemplos similares se pueden obtener con casi todas las estructuras matemáticas. Por ejemplo, si
G es un grupo, entonces decimos que f : G → G es un automorfismo si f es biyectivo y f(gh) =



60

f(g)f(h) para todo g, h ∈ G. Entonces el conjunto Aut(G) formado por todos los automorfismos
de G es un subgrupo del grupo simétrico SG de G.

Si X es un espacio topológico entonces el conjunto de todos los homeomorfismos de X (es decir
las aplicaciones biyectivas continuas con inversa continua) de X en si mismo es un subgrupo de
SX .

Si X es un espacio métrico con distancia d, entonces el conjunto de las isometŕıas (es decir, las
aplicaciones biyectivas de X en si mismo tales que d(f(x), f(y)) = d(x, y)) es un subgrupo de SX .

5. Si G es un grupo y g ∈ G, entonces

〈g〉 = {gn : n ∈ Z}

es un subgrupo de G, llamado grupo ćıclico generado por g.

Un grupo G se dice que es ćıclico si tiene un elemento g tal que G = 〈g〉. En tal caso se dice que
g es un generador de G.

Por ejemplo, (Z,+) es ćıclico generado por 1 y (Zn,+) es otro grupo ćıclico generado por la clase
de 1. Otros ejemplos de grupos ćıclicos son los grupos Cn y C∞ del Ejemplo 5 de 3.3.

6. Si X es un subconjunto arbitrario de G, entonces el conjunto formado por todos los elementos de
G de la forma xn1

1 xn2
2 . . . xnm

m , con x1, . . . xm ∈ X y n1, . . . , nm ∈ Z, es un subgrupo de G, que
resulta ser el menor subgrupo de G que contiene a X y por tanto se llama subgrupo generado por
X y se denota 〈X〉.
El subgrupo generado por X se puede construir de otra forma. Es un sencillo ejercicio comprobar
que la intersección de subgrupos de G, es un subgrupo. Por tanto la intersección de todos los
subgrupos de G que contienen a X es un subgrupo de G y es el menor subgrupo de G que
contiene a X , con lo que es el subgrupo generado por X .

7. Si (Gi)i∈I es una familia arbitraria de grupos, entonces el subconjunto ⊕i∈IGi formado por los
elementos (gi) ∈

∏
i∈I Gi tales que gi = 1 para todo i, es un subgrupo de

∏
i∈I Gi.

8. Si G es un grupo arbitrario, entonces

Z(G) = {g ∈ G : gx = xg, para todo x ∈ G}

es un subgrupo abeliano de G, llamado centro.

Más generalmente, si x ∈ G, entonces

CenG(x) = {g ∈ G : gx = xg}

es un subgrupo de G, llamado centralizador de x en G. Obsérvese que Z(G) es la intersección de
todos los centralizadores de los elementos de G en G.

Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Se define la siguiente relación binaria en G:

a ≡i b mod H ⇔ a−1b ∈ H. (a, b ∈ G).

Se puede comprobar fácilmente que esta relación es de equivalencia y por tanto define una partición de
G en clases de equivalencia. Las clase de equivalencia que contiene a a es

aH = {ah : h ∈ H}

y se llama clase lateral de a módulo H por la izquierda.
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Análogamente se puede definir otra relación de equivalencia:

a ≡d b mod H ⇔ ab−1 ∈ H. (a, b ∈ G)

para la que las clase de equivalencia que contiene a a es

Ha = {ah : h ∈ H}

y se llama clase lateral de a módulo H por la derecha.
El conjunto de las clases laterales por la izquierda de G módulo H se denota por G/H y el de clases

laterales por la derecha H\G.
Como consecuencia del Lema 3.2 las aplicaciones

H → aH
h 7→ ah

H → Ha
h 7→ ha

son biyectivas, con lo que todas las clases laterales tienen el mismo cardinal. Además la aplicación

G/H → H\G
aH 7→ Ha−1

es otra biyección.
Denotamos con |X | el cardinal de un conjunto cualquiera. En el caso en que G sea un grupo el

cardinal de G se suele llamar orden de G. Acabamos de ver que para cada subgrupo H de G se verifica:

|aH | = |Ha| = |H | y |G/H | = |H\G|

El cardinal de G/H (y H\G) se llama ı́ndice de H en G y se denota [G : H ]. Una consecuencia inmediata
de estas fórmulas es el siguiente Teorema.

Teorema 3.7 (Teorema de Lagrange). Si G es un grupo finito y H es un subgrupo de G entonces
|G| = |H |[G : H ].

3.3. Subgrupos normales y grupos cociente

Dados subconjuntos A y B de un grupo G, pondremos AB = {ab : a ∈ A, b ∈ B}. Si X = {x}
pondremos xA en lugar de XA y Ax en lugar de AX , lo que es consistente con la notación usada
para las clases laterales. Por otra parte, la asociatividad de G implica que (AB)C = A(BC) para
subconjuntos A, B y C arbitrarios, lo que nos permite escribir ABC sin ambigüedad; obviamente
ABC = {abc : a ∈ A, b ∈ B, c ∈ C}.

Proposición 3.8. Las condiciones siguientes son equivalentes para un subgrupo N de un grupo G:

1. N\G = G/N .

2. Para cada x ∈ G se tiene Nx = xN (o equivalentemente x−1Nx = N).

3. Para cada x ∈ G se tiene Nx ⊆ xN (o equivalentemente x−1Nx ⊆ N).

4. Para cada x ∈ G se tiene xN ⊆ Nx (o equivalentemente xNx−1 ⊆ N).

5. Para cualesquiera a, b ∈ G se tiene aNbN = abN .

6. Para cualesquiera a, b ∈ G se tiene NaNb = Nab.
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Demostración. Ejercicio �

Supongamos que se cumplen las condiciones de la Proposición 3.8. Entonces el producto de dos
elementos de G/N (o de N\G) es un elemento de G/N , y es elemental comprobar que esta operación
dota a G/N de una estructura de grupo. Obsérvese que, para realizar un producto aN · bN en G/N , no
necesitamos describir el conjunto resultante, pues éste queda determinado por cualquier representante
suyo, por ejemplo ab. El elemento neutro de G/N es la clase N = 1N , y el inverso de aN es a−1N .

Definición 3.9. Un subgrupo N de un grupo G es un subgrupo normal de G (también se dice que N es
normal en G) si verifica las condiciones equivalentes de la Proposición 3.8. En ocasiones escribiremos
N E G (respectivamente N ⊳ G) para indicar que N es un subgrupo normal (respectivamente normal
y propio) de G.

Si N es normal en G, el grupo G/N recién descrito se llama grupo cociente de G módulo N .

Ejemplos 3.10. Subgrupos normales.

1. Es claro que, en un grupo abeliano, todo subgrupo es normal.

2. Si I es un ideal de un anillo A, entonces el grupo cociente A/I es el grupo aditivo del anillo
cociente.

3. Si G es un grupo y H es un subgrupo contenido en el centro Z(G), entonces H es normal en G.
En particular, el centro es un subgrupo normal.

4. Si H es un subgrupo de G de ı́ndice 2, entonces H es normal en G. En efecto, como las clases por
la derecha módulo H constituyen una partición de G, sólo hay dos, y una de ellas es H , la otra
ha de ser el complementario {g ∈ G : g 6∈ H}. El mismo argumento vale para las clases por la
izquierda y en consecuencia G/N = N\G.

5. Sea G = GLn(R) el grupo lineal general sobre R. Usando el hecho de que, si a, b ∈ G, entonces

det(ba) = det(b) det(a) = det(a) det(b) = det(ab),

es fácil ver que SLn(R) es un subgrupo normal de G.

6. El siguiente es el diagrama de todos los subgrupos de D4 ordenados por inclusión: una ĺınea
entre dos subgrupos significa que el de arriba contiene al de abajo. Los subgrupos de la segunda
fila tienen orden 4, y los de la tercera fila tienen orden 2. En el diagrama están subrayados los
subgrupos que no son normales en D4:

D4

〈a2, b〉 〈a〉 〈a2, ab〉

〈a2b〉 〈b〉 〈a2〉 〈ab〉 〈a3b〉

{e}
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Los que aparecen son subgrupos y las relaciones de inclusión son claras, pero el lector deberá com-
probar esos subgrupos son distintos entre śı y que no hay más, aśı como la normalidad de los sub-
grupos no subrayados. Otro ejercicio interesante consiste en demostrar que los subgrupos 〈a2, b〉
y 〈a2, ab〉 no son ćıclicos.

Obsérvese que cualquier subgrupo del diagrama es normal en cualquiera de los subgrupos que lo
contengan y estén en el nivel inmediatamente superior. Por ejemplo, 〈b〉 E 〈a2, b〉 y 〈a2, b〉 E D4;
como 〈b〉 no es normal enD4, este ejemplo muestra que la relación “ser normal en” no es transitiva.

Acabamos la sección con una versión para grupos del Teorema de la Correspondencia (1.15).

Teorema 3.11 (Teorema de la Correspondencia). Sea N un subgrupo normal de un grupo G. La
asignación H 7→ H/N establece una biyección entre el conjunto A de los subgrupos de G que contienen
a N y el conjunto B de los subgrupos de G/N .

Además, esta biyección conserva las inclusiones, las intersecciones y la normalidad. Es decir, dados
H,K ∈ A, se tiene:

1. H ⊆ K si y sólo si (H/N) ⊆ (K/N).

2. (H ∩K)/N = (H/N) ∩ (K/N).

3. H E G si y sólo si (H/N) E (G/N).

Demostración. Adaptar la demostración del Teorema 1.15. �

Ejemplos 3.12. Aplicaciones del Teorema de la Correspondencia.

1. Dado un entero positivo n, vamos a describir los subgrupos del grupo cociente Zn = Z/〈n〉.
Escribiremos a = a + 〈n〉. Sabemos que los subgrupos de Z son precisamente los de la forma 〈d〉
con d ≥ 0, y que 〈d〉 ⊆ 〈d′〉 si y sólo si d′ | d. Por tanto, los subgrupos de Zn son precisamente

los de la forma 〈d〉
〈n〉 = 〈d〉, donde d es un divisor positivo de n, y además 〈d〉 ⊆ 〈d′〉 si y sólo si

d′ | d. Aśı, el diagrama de los subgrupos de Zn puede construirse de modo elemental a partir de
los divisores de n como muestran los siguientes diagramas (en el de la izquierda se ha tomado
n = 125, y en el de la derecha n = 72):

〈125〉

〈25〉

〈5〉

〈1〉

〈72〉

〈24〉 〈36〉

〈8〉 〈12〉 〈18〉

〈4〉 〈6〉 〈9〉

〈2〉 〈3〉

〈1〉

En general, si r es el número de divisores primos distintos de n, se necesita un diagrama en r
dimensiones; por ejemplo, para n = 180 necesitaŕıamos un diagrama tridimensional.
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2. Aplicando el Teorema de la Correspondencia al diagrama de los subgrupos de D4 (Ejemplo 6 de
3.10), obtenemos el siguiente diagrama de los subgrupos de D4/〈r2〉.

D4/〈r2〉

〈r2, s〉/〈r2〉 〈r〉/〈r2〉 〈r2, rs〉/〈r2〉

〈r2〉/〈r2〉 = {1}

3.4. Homomorfismos y Teoremas de Isomorf́ıa

Definición 3.13. Un homomorfismo del grupo (G, ·) en el grupo (H, ∗) es una aplicación f : G → H
que conserva la operación; es decir, que verifica

f(a · b) = f(a) ∗ f(b)

para cualesquiera a, b ∈ G. Si G = H decimos que f es un endomorfismo de G.
Si f : G → H es un homomorfismo biyectivo, diremos que es un isomorfismo y que los grupos G y

H son isomorfos. Un isomorfismo de G en G se dirá un automorfismo de G.
Dado un homomorfismo de grupos f : G→ H, se definen su imagen y su núcleo como

Im f = f(G) = {f(x) : x ∈ G} y Ker f = f−1(1H) = {x ∈ G : f(x) = 1H}.

Lema 3.14. Si f : G→ H es un homomorfismo de grupos entonces se verifican las siguientes propie-
dades para a, a1, . . . , an ∈ G:

1. (f conserva el neutro) f(1G) = 1H .

2. (f conserva inversos) f(a−1) = f(a)−1.

3. (f conserva productos finitos) f(a1 · · ·an) = f(a1) · · · f(an).

4. (f conserva potencias) Si n ∈ Z entonces f(an) = f(a)n.

5. Si f es un isomorfismo entonces la aplicación inversa f−1 : H → G también lo es.

6. Si g : H → K es otro homomorfismo de grupos entonces g ◦ f : G → K es un homomorfismo de
grupos.

7. Si H1 es un subgrupo de H entonces f−1(H1) = {x ∈ G : f(x) ∈ H1} es un subgrupo de G.

Si además H1 es normal en H entonces f−1(H1) es normal en G; en particular, Ker f es un
subgrupo normal de G.

8. f es inyectivo si y sólo si Ker f = {1}.

9. Si G1 es un subgrupo de G entonces f(G1) es un subgrupo de H; en particular, Im f es un subgrupo
de H.

Si además G1 es normal en G y f es suprayectiva entonces f(G1) es normal en H.
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Demostración. Ejercicio. �

Ejemplos 3.15. Homomorfismos de grupos.

1. Si H es un subgrupo de G, la inclusión de H en G es un homomorfismo inyectivo.

2. Si N es un subgrupo normal de G, la aplicación π : G → G/N dada por π(x) = xN es un
homomorfismo suprayectivo que recibe el nombre de proyección canónica de G sobre G/N . Su
núcleo es Ker π = N .

3. Dados dos grupos G y H , la aplicación f : G → H dada por f(a) = 1H para cada a ∈ G es un
homomorfismo llamado homomorfismo trivial de G en H . Su núcleo es todo G.

4. La aplicación f : Z → Z dada por f(n) = 2n es un homomorfismo inyectivo y no suprayectivo.

5. Si G es cualquier grupo y x ∈ G es cualquier elemento, la aplicación Z → G dada por n 7→ xn

es un homomorfismo de grupos; como en Z usamos notación aditiva y en G multiplicativa, la
afirmación anterior es equivalente al hecho, que ya conocemos, de que xn+m = xnxm.

6. Otro ejemplo en el que se mezclan las notaciones aditiva y multiplicativa es el siguiente: Fijado
un número real positivo α, la aplicación R → R+ dada por r 7→ αr es un isomorfismo de grupos
cuya inversa es la aplicación R+ → R dada por s 7→ logα s.

Claramente, si f : G → H es un homomorfismo inyectivo de grupos entonces f : G → Im f es un
isomorfismo de grupos que nos permite ver a G como un subgrupo de H .

Los Teoremas de Isomorf́ıa que vimos para anillos tienen una versión para grupos. Las demostraciones
son análogas.

Teorema 3.16. (Teoremas de Isomorf́ıa para grupos)

1. Si f : G → H es un homomorfismo de grupos entonces existe un único isomorfismo de grupos
f̄ : G/Ker f → Im f que hace conmutativo el diagrama

G

G/Ker f

H

Im f

-f

?
p

6
i

-f̄

es decir, i ◦ f̄ ◦ p = f , donde i es la inclusión y p es la proyección canónica. En particular

G

Ker f
≃ Im f.

2. Sean N y H subgrupos normales de un grupo G con N ⊆ H. Entonces H/N es un subgrupo
normal de G/N y se tiene

G/N

H/N
≃ G/H.

3. Sean G un grupo, H un subgrupo de G y N un subgrupo normal de G. Entonces N ∩ H es un
subgrupo normal de H y se tiene

H

N ∩H ≃ NH

N
.
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Usando el Teorema de la Correspondencia se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.17. Si f : G → H es un homomorfismo de grupos entonces K 7→ f(K) define una
biyección entre el conjunto de los subgrupos de G que contienen a Ker f y el de los subgrupos de H
contenidos en Im f .

Ejemplos 3.18. Aplicaciones de los Teoremas de Isomorf́ıa.

1. Consideremos los grupos multiplicativos C∗ y R∗, y la aplicación norma δ : C∗ → R∗ dada por
δ(a + bi) = a2 + b2. Entonces δ es un homomorfismo que tiene por núcleo a la circunferencia de
radio 1 en C, y por imagen a R+. Por tanto, el grupo cociente de C∗ por la circunferencia de radio
1 es isomorfo a R+.

2. La aplicación det : GLn(R) → R∗ que lleva una matriz a su determinante es un homomorfismo
suprayectivo de grupos con núcleo SLn(R). Esto nos dice que el cociente de GLn(R) por SLn(R)
es isomorfo a R∗

3. Sea n un entero positivo. Hemos visto (Ejemplos 3.12) que todo subgrupo de Zn = Z/〈n〉 es de
la forma 〈d〉 = 〈d〉/〈n〉, para cierto divisor positivo d de n. El Segundo Teorema de Isomorf́ıa nos
permite identificar el cociente Zn/〈d〉, pues

Zn

〈d〉
=

Z/〈n〉
〈d〉/〈n〉 ≃ Z

〈d〉 = Zd.

3.5. El orden de un elemento de un grupo

Definición 3.19. Sea G un grupo y a ∈ G. Por definición el orden de a es el orden del subgrupo 〈a〉
generado por a, y se denota o(a).

Si consideremos el homomorfismo f : Z → G dado por f(n) = an, entonces la imagen de f es 〈a〉 y
el núcleo de f es un subgrupo de Z. Por tanto Ker f = nZ para algún entero no negativo n. Si n = 0,
entonces f es inyectivo y (Z,+) ≃ 〈a〉. En caso contrario Zn ≃ 〈a〉, con lo que n = o(a). Luego

an = 1 ⇔ o(a)|n. (3.1)

Más aún ak = al si y sólo si k ≡ l mod n y por tanto o(a) es el menor entero no negativo n tal que
an = 1.

Por el Teorema de Lagrange, si G es finito, entonces o(a) divide a |G|. Además, si a tiene orden
finito entonces la siguiente fórmula relaciona el orden de un elemento con el de sus potencias:

o(an) =
o(a)

mcd(o(a), n)
(3.2)

Demostración. Obsérvese que m = o(a) y d = mcd(m,n), entonces mcd(m
d ,

n
d ) = 1. Aplicando (3.1)

tenemos que (an)k = 1 si y sólo si ank = 1 si y sólo si m|nk, si y sólo si m
d divide a nk

d = n
d k si y sólo si

m
d divide a k. Lo que muestra que o(an) = m

d . �

Recordando como son los subgrupos de Z y de Zn tenemos que

Proposición 3.20. Sea G un grupo ćıclico generado por a.

1. Si G tiene orden infinito entonces G ≃ (Z,+) y los subgrupos de G son los de la forma 〈an〉 con
n ∈ N. Además, si n,m ∈ N, entonces 〈an〉 ⊆ 〈am〉 si y sólo si m|n.
G tiene un subgrupo para cada número entero no negativo n: 〈an〉.
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2. Si G tiene orden n, entonces G ≃ (Zn,+) y G tiene exactamente un subgrupo de orden d para
cada divisor de n, a saber 〈an/d〉.

En particular todo subgrupo y todo cociente de G son ćıclicos.

Teorema 3.21 (Teorema Chino de los Restos para grupos). Si G y H son dos subgrupos ćıclicos de
ordenes n y m, entonces G×H es ćıclico si y sólo si mcd(n,m) = 1.

Más generalmente, si g y h son dos elementos de un grupo G de órdenes coprimos n y m y gh = hg,
entonces 〈g, h〉 es ćıclico de orden nm.

Demostración. Por la Proposición 3.20, G ≃ (Zn,+) y H ≃ (Zm,+). Si mcd(n,m) = 1, entonces, por
el Teorema Chino de los Restos, Zn ×Zm y Z/nmZ son isomorfos como anillos y por tanto también lo
son sus grupos aditivos. Por tanto G×H ≃ (Zn,+)× (Zm,+) ≃ (Z/nmZ,+). Sin embargo, si n y m no
son coprimos y d = mcd(n,m), entonces G tiene un subgrupo G1 de orden d y H tiene otro subgrupo
H1 de orden d. Entonces G1 × 1 y 1 ×H1 son dos subgrupos distintos de G ×H del mismo orden, en
contra de la Proposición 3.20.

Supongamos ahora que g, h ∈ G tienen órdenes coprimos n ym. Entonces la aplicación f : Zn×Zm →
G dada por f(i, j) = gihj es un homomorfismo de grupos cuya imagen es 〈g, h〉. (Observa la importancia
de la hipótesis gh = hg aqúı.) Por el Teorema de Lagrange, el orden de 〈g〉 ∩ 〈h〉 divide a n y m.
Como n y m son coprimos, este orden es 1. Si f(i, j) = 1, entonces a−i = bj ∈ 〈g〉 ∩ 〈h〉 = 1. Por
tanto n|i y m|j, lo que muestra que f es inyectiva. Por tanto f es un isomorfismo, lo que prueba que
〈g, h〉 ≃ Zn × Zm ≃ Z/nmZ. �

El siguiente teorema que veremos sin demostración describe todos los grupos abelianos finitos salvo
isomorfismo.

Teorema 3.22 (Estructura de los grupos abelianos finitos). Si G es un grupo abeliano finito, entonces
existen enteros positivos d1|d2| . . . |dn tales que

G ≃ Cd1 × Cd2 × · · · × Cdn
.

Además, si d1|d2| . . . |dn y e1|e2| . . . |em son enteros positivos tales que

Cd1 × Cd2 × · · · × Cdn
≃ Ce1 × Ce2 × · · · × Cem

entonces n = m y di = ei para todo i.

3.6. Conjugación y acciones de grupos en conjuntos

Sea G un grupo. Si a, g ∈ G, entonces se define el conjugado de g por a como ga = a−1ga. Si X es un
subconjunto de G, entonces el conjugado de X por a es Xa = {xa : x ∈ X}. Se dice que dos elementos
o subconjuntos x y y de G son conjugados en G si xa = y para algún a ∈ G.

La aplicación ιa : G → G dada por ιa(x) = xa es un automorfismo de G, llamado automorfismo
interno definido por a, con inverso ιa−1 . Eso implica que dos elementos o subconjuntos conjugados de un
grupos tienen propiedades similares. Por ejemplo todos dos elementos conjugados de G tiene el mismo
orden y el conjugado de un subgrupo de G es otro subgrupo de G del mismo orden.

Es fácil ver que

gab = (ga)b para todo g, a, b ∈ G,

y utilizando esto se demuestra de forma fácil que la relación ser conjugados (tanto de elementos, como
de subconjuntos de G) es una relación de equivalencia. Las clases de equivalencia de esta relación de
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equivalencia en G se llaman clases de conjugación de G. La clase de conjugación de G que contiene a a
se denota por aG. Es decir

aG = {ag : g ∈ G}.
Sean G un grupo y X un conjunto. Una acción de G en X es una aplicación

· : G×X → X
(g, x) 7→ g · x

que satisface las siguientes propiedades:

1. (gh) · x = g · (h · x), para todo x ∈ X y todo g, h ∈ G.

2. 1 · x = x, para todo x ∈ X .

Análogamente se define una acción por la derecha.
Vamos a ver una definición alternativa. Sea · : G ×X → X una acción por la derecha del grupo G

en el conjunto X . Entonces la aplicación f : G → SX dada por f(g)(x) = g · x es un homomorfismo
de grupos. Rećıprocamente, si f : G → SX es un homomorfismo de grupos, entonces la aplicación
· : G×X → X , dada por g ·x = f(g)(x) es una acción por la derecha de G en X . Por tanto, es lo mismo
hablar de una acción de un grupo G en un conjunto X que de un homomorfismo de grupos G → SX .
Análogamente podemos identificar las acciones por la izquierda de G en X con los antihomomorfismos
de grupos f : G → SX , es decir las aplicaciones f : G → SX que satisfacen f(gh) = f(h)f(g), para
todo g, h ∈ G.

Sea · : G×X → X una acción por la izquierda de un grupo G en un conjunto X . Si x ∈ X entonces
G · x = {g · x : g ∈ G} se llama órbita de x y EstabG(x) = {g ∈ G : g · x = x} se llama estabilizador de
x en G. Obsérvese que las órbitas forman una partición de G.

Veamos algunos ejemplos de acciones de grupos en conjuntos.

Ejemplos 3.23. Sea G un grupo arbitrario.

1. Consideremos la acción por la derecha de G en si mismo dada por g ·x = gx. Esta acción se llama
acción por la derecha de G en si mismo por translación. Análogamente se define una acción por
la izquierda por traslación. Obsérvese que EstabG(x) = 1 y G · x = G, para todo x ∈ G.

Más generalmente, si H es un subgrupo de G, entonces G actúa por la derecha en G/H mediante
la regla: g · xH = (gx)H . Análogamente se define una acción por la izquierda de G en H\G. En
ambos casos todos los elementos están en la misma órbita y EstabG(xH) = {g ∈ G : xgx−1 ∈
H} = x−1Hx = Hx.

2. La acción por conjugación de G en si mismo viene dada por g · a = ga = a−1ga. La órbita G ·x es
xG, la clase de conjugación de x en G y el estabilizador es EstabG(x) = CenG(x), el centralizador
de x en G.

3. G actúa por la derecha en el conjunto S de sus subgrupos mediante la regla H · g = Hg. El
estabilizador de H es EstabG(H) = {g ∈ H : Hg = H} = NG(H), el normalizador de H en G, es
decir, el mayor subgrupo de G que contiene a H como subgrupo normal.

4. Para cada entero positivo n, consideramos Sn actuando por la derecha en en {1, 2, . . . , n} mediante:
σ · x = σ(x). Claramente, todo elemento está en la misma órbita y EstabSn

(i) = {σ ∈ Sn : σ(i) =
i} ≃ Sn−1.

5. El grupo simétrico Sn también actúa por la derecha en A[X1, . . . , Xn] por la regla σ · p = σ(p)
definida en la Sección 2.5. Recuérdese que la órbita de p por esta acción es precisamente lo que
hab́ıamos llamado órbita del polinomio p.
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Proposición 3.24. Sea G un grupo actuando en un conjunto X y sean x ∈ X y g ∈ G. Entonces

1. EstabG(x) es un subgrupo de G.

2. [G : EstabG(x)] = |G · x|. En particular, si G es finito, entonces el número de elementos de cada
órbita es un divisor del orden de G.

3. EstabG(g · x) = EstabG(x)g−1

. En particular CenG(ag) = CenG(a)g−1

.

Demostración. 1 y 3 se hacen con un simple cálculo.
2. Sea H = EstabG(x), entonces la aplicación gH 7→ g ·x induce una biyección entre G/H y G ·x. �

La primera parte del corolario es un caso particular de la Proposición 3.24 y la segunda es una
consecuencia obvia de la primera.

Corolario 3.25. Sea G un grupo y a ∈ G.

1. |aG| = [G : CenG(a)]. En particular, aG tiene un único elemento si y sólo si a es un elemento del
centro Z(G) de G.

2. (Ecuación de Clases). Si G es finito y X es un subconjunto de G que contiene exactamente un
elemento de cada clase de conjugación con al menos dos elementos, entonces

|G| = |Z(G)| +
∑

x∈X

[G : CenG(x)].

Si p es un primo, entonces un p-grupo finito es un grupo finito de orden una potencia de p.

Proposición 3.26. Si G es un p-grupo no trivial para p un primo entonces Z(G) 6= 1.

Demostración. Utilizando la notación del Corolario 3.25 tenemos |G| = |Z(G)|+∑x∈X [G : CenG(x)].
Entonces |G| y [G : CenG(x)] es una potencia de p para todo x ∈ X , con lo que |Z(G)| es múltiplo de
p y por tanto Z(G) 6= 1. �

3.7. Problemas

1. Construir la tabla de multiplicación de los siguientes grupos.

a) Los grupos de unidades de Z7 y Z16.

b) GL2(Z2).

c) El subgrupo de GL2(C) generado por las matrices

a =

(
i 0
0 i

)
, b =

(
0 i
i 0

)
.

Este grupo se llama grupo de cuaterniones y se denota Q8.

d) El subgrupo de GL2(C) generado por las matrices

a =

(
ω 0
0 ω−1

)
, b =

(
0 1
1 0

)
,

donde ω = 1+
√
−3

2 .
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e) El subgrupo de GL2(Q) generado por las matrices

a =

(
0 1
−1 0

)
, b =

(
0 −1
1 −1

)
.

f ) El grupo cociente G/〈−I〉, donde G es el grupo del apartado anterior e I es la matriz
identidad.

g) El grupo de los automorfismos del grupo Z5.

h) El subgrupo del grupo de la permutaciones de A = R \ {0, 1, 2} generado por f y g, donde

f(x) = 2 − x y g(x) =
2

x
.

i) Z16 con la operación x ∗ y = x+ (−1)x + y.

Decidir si alguno de estos grupos es isomorfo a algún otro grupo conocido.

2. Construir el diagrama de los subgrupos de los grupos anteriores, indicando cuáles de ellos son
normales.

3. Probar que todo grupo G de orden menor o igual a cinco es abeliano.

4. Sea G un grupo. Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) G es abeliano.

b) (ab)2 = a2b2 para cualesquiera a, b ∈ G.

c) (ab)−1 = a−1b−1 para cualesquiera a, b ∈ G.

d) (ab)n = anbn para todo n ∈ N y para cualesquiera a, b ∈ G.

5. Demostrar que si G es un grupo tal que g2 = 1, para todo g ∈ G, entonces G es abeliano.

6. Mostrar que la unión de dos subgrupos de un grupo no es necesariamente un subgrupo. Aún más,
probar que un grupo nunca puede expresarse como unión de dos subgrupos propios.

7. Para n = 1, . . . , 10, determinar cuáles de los grupos Z∗
n son ćıclicos.

8. La función φ : N → N que asocia a cada número n el cardinal de Z∗
n se llama función de Euler.

Demostrar que:

a) Si n y m son coprimos, entonces φ(nm) = φ(n)φ(m).

b) Si p es primo, entonces φ(pn) = pn−1(p− 1).

c) Si n = pa1
1 · · · pak

k , con p1, . . . , pk primos distintos entonces φ(n) = np1−1
p1

· · · pk−1
pk

.

9. Demostrar que si G es ćıclico entonces el número de generadores de G es 2, si G tiene orden
infinito y φ(|G|), si G tiene orden finito. Describir los generadores en todos los casos.

10. Encontrar todos los grupos ćıclicosG, salvo isomorfismos, que tengan exactamente dos generadores
(es decir, tales que existan exactamente dos elementos x ∈ G con G = 〈x〉).

11. Demostrar que si p es un primo positivo, entonces todos los subgrupos de orden p son ćıclicos
isomorfos a Cp.

12. Calcular el orden de cada elemento de los grupos diédricos Dn.
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13. ¿Es ćıclico el producto directo de dos grupos ćıclicos infinitos?

14. Demostrar que la intersección de una familia de subgrupos normales de un grupo también es un
subgrupo normal.

15. Demostrar que todo subgrupo de un subgrupo ćıclico normal de G es normal en G.

16. Sean N y M subgrupos normales de un grupo G tales que N ∩M = {1}. Probar que nm = mn
para todo n ∈ N y m ∈M .

17. Sea N un subgrupo normal de ı́ndice n de un grupo G. Demostrar que gn ∈ N para todo g ∈ G,
y dar un ejemplo que muestre que esta propiedad falla si N no es normal en G.

18. Si N es un subgrupo normal en un grupo G y a ∈ G tiene orden n, probar que el orden de Na en
G/N es un divisor de n.

19. Un subgrupo H del grupo G es caracteŕıstico si, para cualquier automorfismo f de G, se verifica
f(H) ⊆ H . Se pide:

a) Demostrar que todo subgrupo caracteŕıstico de G es un subgrupo normal de G.

b) Dar un ejemplo de un grupo con un subgrupo normal que no sea caracteŕıstico.

c) Demostrar que si H es un subgrupo caracteŕıstico de G y K es un subgrupo caracteŕıstico
de H , entonces K es un subgrupo caracteŕıstico de G.

d) Si H es un subgrupo caracteŕıstico de K y K es un subgrupo normal de G, entonces H es
normal en G.

e) Demostrar que el centro de un grupo es un subgrupo caracteŕıstico.

f ) Supongamos queH es un subgrupo de un grupo G, y que ningún otro subgrupo de G contiene
un subgrupo del mismo cardinal que H . Demostrar que H es un subgrupo caracteŕıstico (y
por tanto normal) de G.

20. Si G y H son grupos, Hom(G,H) denota el conjunto de los homomorfismos de G a H .

a) Demostrar que si H es abeliano, entonces Hom(G,H) es un grupo con la operación natural:

(ϕφ)(g) = ϕ(g)φ(g), (g ∈ G).

b) Demostrar que si G es abeliano, entonces Hom(Z, G) ≃ G y Hom(Zn, G) ≃ {g ∈ G : gn = e}.
c) Calcular Hom(Z3,Z8) y Hom(Z3,Z21).

d) Probar que Aut(Zn) ≃ Z∗
n.

e) Mostrar que, aun cuando G sea ćıclico, Aut(G) no tiene por qué ser ćıclico.

f ) Describir Aut(Z).

21. Probar que si n | m entonces existen un homomorfismo inyectivo Zn → Zm y un homomorfismo
suprayectivo Zm → Zn.

22. Demostrar que, si el grupo G no es abeliano, entonces existe un subgrupo abeliano de G que
contiene estrictamente al centro Z(G).

23. Demostrar que, siG el grupo diédricoD4 o el de cuaternionesQ8, entonces Z(G) ≃ Z2 yG/Z(G) ≃
Z2 × Z2, y sin embargo D4 6≃ Q8.

24. Probar que, salvo isomorfismos, sólo hay dos grupos no abelianos de orden 8. ¿Cuáles son?
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25. Probar que todo grupo no abeliano de orden 6 es isomorfo a S3.

26. Demostrar que si H es un subgrupo abeliano de un grupo G tal que HZ(G) = G, entonces G es
abeliano. Deducir que si G/Z(G) es ćıclico, entonces G es abeliano.

27. Describir todos los subgrupos normales del grupo diédrico Dn.

28. Calcular los centros de GLn(R), GLn(C), SLn(R) y SLn(C).

29. Calcular las clases de conjugación de los grupos del Problema 1 y de los grupos diédricos.

30. Demostrar que p es primo, entonces todos los grupos de orden p2 son abelianos.

31. Si p es primo, probar que el centro de cualquier grupo no abeliano de orden p3 tiene orden p.

32. Sea G un grupo abeliano finito en el que, para cada n ∈ Z+, la ecuación xn = e tiene a lo sumo n
soluciones. Demostrar que G es ćıclico. Deducir que un subgrupo finito del grupo de unidades de
un dominio es ćıclico. (Indicación: Elegir un elemento de orden máximo y observar que para cada
g ∈ G de orden n, el subgrupo 〈g〉 contiene n soluciones de la ecuación xn = e.)

33. a) Mostrar que las siguientes son acciones del grupo que se indica en el conjunto correspondiente.

1) De Aut(G) en un grupo G, dada por σ · x = σ(x) (por la izquierda).

2) De un grupo G en G/H , donde H es un subgrupo, dada por g · xH = (gx)H (por la
izquierda).

3) De un grupo G en H\G, donde H es un subgrupo, dada por Hx · g = H(xg) (por la
derecha).

4) De un grupo G en el conjunto S de sus subgrupos dada por H · g = Hg (por la derecha).

b) Sea · : G×X → X una acción por la izquierda de un grupo G en un conjunto X . Si x ∈ X
entonces G · x = {g · x : g ∈ G} se llama órbita de x y EstabG(x) = {g ∈ G : g · x} se llama
estabilizador de x en G.

Demostrar las siguientes propiedades para cada x ∈ X y g ∈ G.

1) La regla x · g = g−1 · x define una acción por la derecha de G en X .

2) Para cada g ∈ G, la aplicación g : X → X dada por g(x) = g · x es biyectiva y la
aplicación G → SX dada por g 7→ g es un homomorfismo de grupos. Rećıprocamente,
mostrar como todo homomorfismo de grupos G→ SX induce una acción por la izquierda
de G en X .

3) EstabG(x) es un subgrupo de G y [G : EstabG(x)] = |G · x|, en particular si G es finito,
entonces el cardinal de cada órbita es un divisor del orden de G.

4) EstabG(g · x) = EstabG(x)g−1

. Concluir que CenG(ag) = CenG(a)g−1

c) Identificar las órbitas y los estabilizadores para las acciones de los Ejemplos 3.23 y del
apartado (a).

34. (Teorema de Cauchy) Demostrar que si G es un grupo finito cuyo orden es múltiplo de un primo
p, entonces G tiene un elemento de orden p. (Indicación: Considérese X = {(x1, x2, . . . , xp) :
x1x2 · · ·xp = 1} y la siguiente acción del grupo ćıclico Cp = 〈g〉 en X : g · (x1, x2, . . . , xp) =
(xp, x1, x2, . . . , xp−1).)

35. (Primer Teorema de Sylow) Demostrar que si G es un grupo de orden finito n y n = pmk con
p ∤ k, entonces G tiene un subgrupo de orden pm. Estos subgrupos se llaman subgrupos de Sylow
de G. (Indicación: Razonar por inducción en n, aplicando la Ecuación de Clase en el caso en que
p divide a [G : CenG(g)] para todo g ∈ G \ Z(G).



Caṕıtulo 4

Grupos de permutaciones

Este es un caṕıtulo recopilatorio de las principales propiedades del grupo simétrico que suponemos
bien conocidas por lo que muchas de las demostraciones las omitiremos.

4.1. Ciclos y trasposiciones

Recordemos que, para cada número natural n, Sn denota el grupo simétrico sobre Nn = {1, 2, . . . , n};
es decir, el grupo de las aplicaciones biyectivas f : Nn → Nn con la composición de aplicaciones como
operación. Describiremos a veces un elemento f ∈ Sn dando la lista de sus imágenes en la forma

(
1 2 . . . n

f(1) f(2) . . . f(n)

)
.

Definición 4.1. Diremos que una permutación σ ∈ Sn fija un entero i ∈ Nn si σ(i) = i; en caso
contrario diremos que σ cambia o mueve i, y denotaremos por M(σ) al conjunto de los enteros cambiados
por σ:

M(σ) = {i ∈ Nn : σ(i) 6= i}.

Es claro que M(σ) es vaćıo si y sólo si σ = 1, y que M(σ) no puede tener exactamente un elemento.

Diremos que dos permutaciones σ y τ de Sn son disjuntas si lo son los conjuntos M(σ) y M(τ). Es
decir, si todos los elementos que cambia una de ellas son fijados por la otra.

Cuando digamos que ciertas permutaciones σ1, . . . , σr son disjuntas entenderemos que lo son dos a
dos.

Lema 4.2. Si σ y τ son permutaciones disjuntas entonces στ = τσ y se tiene M(στ) = M(σ)∪M(τ).

Definición 4.3. La permutación σ ∈ Sn es un ciclo de longitud s (o un s-ciclo) si M(σ) tiene s
elementos y éstos pueden ordenarse de manera que se tenga M(σ) = {i1, i2, . . . , is} y

σ(i1) = i2, σ(i2) = i3, . . . σ(is−1) = is, σ(is) = i1.

Este s-ciclo σ se denota como

σ = (i1 i2 i3 . . . is) ó σ = (i1, i2, i3, . . . , is).

Los 2-ciclos también se llaman transposiciones.

73
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Por ejemplo, los siguientes elementos de S4 son ciclos de longitudes 2, 3 y 4, respectivamente:

α =

(
1 2 3 4
4 2 3 1

)
β =

(
1 2 3 4
1 4 2 3

)
γ =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
.

Lema 4.4. Sea σ = (i1 . . . is) un ciclo de longitud s en Sn.

1. Para cada t ∈ {1, 2, . . . , s} se tiene σ = (it . . . is i1 . . . it−1).

2. Para cada t ∈ {1, 2, . . . , s} se tiene it = σt−1(i1).

3. El orden de σ (como elemento del grupo simétrico) coincide con su longitud s.

Teorema 4.5. Toda permutación σ 6= 1 de Sn se puede expresar de forma única (salvo el orden) como
producto de ciclos disjuntos.

Ejemplo 4.6. Factorización de una permutación como producto de ciclos disjuntos.

Consideremos la permutación de S11

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
6 5 1 4 2 7 3 8 11 9 10

)
.

Elegimos un elemento arbitrario cambiado por σ, por ejemplo el 1, y calculamos sus imágenes sucesivas
por σ:

σ(1) = 6, σ2(1) = σ(6) = 7, σ3(1) = σ(7) = 3, σ4(1) = σ(3) = 1.

Entonces (1 6 7 3) es uno de los factores de σ. Elegimos ahora un elemento de M(σ) que no haya
aparecido aún, por ejemplo el 2, y le volvemos a seguir la pista, lo que nos da un nuevo factor (2 5).
Empezando ahora con el 9 obtenemos un tercer ciclo (9 11 10) que agota el proceso (el 4 y el 8 son
fijados por σ) y nos dice que σ = (1 6 7 3)(2 5)(9 11 10).

Veamos cómo se puede calcular el orden de una permutación en términos de su factorización como
producto de ciclos disjuntos:

Proposición 4.7. Sea σ = τ1 · · · τk la factorización de una permutación σ como producto de ciclos
disjuntos, y sea si la longitud del ciclo τi. Entonces

o(σ) = mcm(s1, . . . , sk).

Demostración. Sea m ∈ N. Como los τi conmutan entre śı, se tiene σm = τm
1 · · · τm

k . Por otra parte,
para cada i se tiene M(τm

i ) ⊆M(τi) y por tanto los τm
i son disjuntos. Esto implica, por la unicidad en

el Teorema 4.5, que σm = 1 precisamente si cada τm
i = 1, y entonces el resultado es claro, pues si es el

orden de τi. �

A continuación vamos a describir las clases de conjugación de Sn.

Definición 4.8. El tipo de una permutación σ 6= 1 de Sn es la lista [s1, . . . , sk] de las longitudes de
los ciclos que aparecen en su factorización en ciclos disjuntos, ordenadas en forma decreciente. Por
convenio, la permutación identidad tiene tipo [1].

Por ejemplo, el tipo de un s-ciclo es [s], el de la permutación (1 2)(3 4 5)(6 7) ∈ S7 es [3, 2, 2], y el
de la permutación de S11 del Ejemplo 4.6 es [4, 3, 2].

Teorema 4.9. Dos elementos de Sn son conjugados precisamente si tienen el mismo tipo. En conse-
cuencia, cada clase de conjugación de Sn está formada por todos los elementos de un mismo tipo.
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Observación 4.10. La factorización en ciclos disjuntos de σα se obtiene sustituyendo, en la de σ,
cada elemento i ∈ Nn por α−1(i).

Por ejemplo, si α = (1 4 3)(2 5 6) y σ = (1 3)(2 4 7), entonces σα = (3 4)(6 1 7).

Ejemplo 4.11. Clases de conjugación de Sn.

Las 6 permutaciones de S3 se dividen en una permutación de tipo [1] (la identidad), tres 2-ciclos o
permutaciones de tipo [2] (a saber, (1 2), (1 3) y (2 3)), y dos 3-ciclos o permutaciones de tipo [3] (a
saber, (1 2 3) y (1 3 2)).

En S4 hay más variedad, y en particular aparecen permutaciones que no son ciclos. Sus 24 permu-
taciones se dividen en los siguientes tipos:

Tipo Permutaciones
[1] 1
[2] (1 2), (1 3), (1 4), (2 3), (2 4), (3 4)
[3] (1 2 3), (1 3 2), (1 2 4), (1 4 2), (1 3 4), (1 4 3), (2 3 4), (2 4 3)
[4] (1 2 3 4), (1 2 4 3), (1 3 2 4), (1 3 4 2), (1 4 2 3), (1 4 3 2)

[2,2] (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)

Por tanto, cada fila de elementos a la derecha de la barra es una clase de conjugación de S4.
Además de los ciclos, en S5 hay permutaciones de los tipos [2, 2] y [3, 2]; y en S6 las hay de los

tipos [2, 2], [3, 2], [2, 2, 2] y [3, 3]. En estos casos, por el gran número de elementos en los grupos, es
pesado construir tablas como la que acabamos de dar para S4, pero se puede al menos calcular cuántas
permutaciones hay de cada tipo (véase el Problema 7).

Proposición 4.12. Para n > 2, los siguientes son conjuntos generadores de Sn:

1. El conjunto de todos los ciclos.

2. El conjunto de todas las trasposiciones.

3. El conjunto de n− 1 trasposiciones: {(1 2), (1 3), (1 4), . . . , (1 n− 1), (1 n)}.

4. El conjunto de n− 1 trasposiciones: {(1 2), (2 3), (3 4), . . . , (n− 1 n)}.

5. El conjunto de una trasposición y un n-ciclo: {(1 2), (1 2 3 . . . n− 1 n)}.

Demostración. 1. Es una consecuencia inmediata del Teorema 4.5.
Para demostrar el resto de apartados bastará con comprobar que los elementos del conjunto dado

en cada apartado se expresan como productos de los elementos del conjunto del apartado siguiente.
2. Cada ciclo σ = (i1 i2 . . . is) puede escribirse como producto de trasposiciones (no disjuntas):

σ = (i1 is)(i1 is−1) · · · (i1 i3)(i1 i2).

3. Es consecuencia de la igualdad (i j) = (1 i)(1 j)(1 i).
4. Dado j ≥ 2, sea α = (2 3)(3 4)(4 5) · · · (j − 1 j). Usando la Observación 4.10 se obtiene (1 2)α =

(1 j).
5. Sean τ = (1 2) y σ = (1 2 . . . n− 1 n). Como σj−1 lleva 1 7→ j y 2 7→ j + 1, la Observación 4.10

nos dice que σj−1τσ1−j = (j, j + 1). �

Corolario 4.13. Sean p un número primo y H un subgrupo de Sp. Si H contiene una transposición y
un p-ciclo, entonces H = Sp.
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Demostración. Podemos suponer que H contiene a (1 2) y un p-ciclo σ = (a1 a2 . . . ap). Por el
Lema 4.4, podemos suponer que a1 = 1. Si ai = 2, entonces σi−1 = (1 2 b3 . . . bp) y podemos renombrar
los bi de forma que bi = i. Por tanto (1 2), (1 2 . . . p) ∈ H . Deducimos de la Proposición 4.12 que
H = Sp. ¿Dónde hemos utilizado que p es primo? �

Aunque toda permutación de Sn se puede expresar como un producto de trasposiciones, estas ex-
presiones no tienen las buenas propiedades que vimos en las descomposiciones en ciclos. Por una parte,
no podemos esperar que una permutación arbitraria sea producto de trasposiciones disjuntas (tendŕıa
orden 2). Por otra, tampoco se tiene conmutatividad (por ejemplo, (1 3)(1 2) 6= (1 2)(1 3)) ni unicidad,
ni siquiera en el número de factores; por ejemplo

(1 2 3) = (1 3)(1 2) = (2 3)(1 3) = (1 3)(2 4)(1 2)(1 4) = (2 3)(2 3)(1 3)(2 4)(1 2)(1 4).

Nótese que en todas estas factorizaciones de (1 2 3) hay un número par de trasposiciones; esto es
consecuencia de un hecho general que analizaremos en la sección siguiente (Proposición 4.16).

4.2. El grupo alternado

Fijemos un entero positivo n ≥ 2 y una permutación σ ∈ Sn. Por la Propiedad Universal de los
Anillos de Polinomios, existe un homomorfismo de anillos σ̄ : Z[X1, . . . , Xn] → Z[X1, . . . , Xn] tal que
σ̄(Xi) = Xσ(i) para cada i (Ejemplos 2.32). Es decir, dado un polinomio Q, su imagen σ̄(Q) se obtiene
sustituyendo cada Xi por Xσ(i) en la expresión de Q.

En lo que sigue, P designará al polinomio de Z[X1, . . . , Xn] dado por

P =
∏

1≤i<j≤n

(Xj −Xi).

La condición i < j implica que cada diferencia entre dos indeterminadas distintas aparece, en cierto
orden, exactamente una vez en esa factorización. Como σ̄ es un homomorfismo de anillos, se tiene

σ̄(P ) =
∏

i<j

σ̄(Xj −Xi) =
∏

i<j

(Xσ(j) −Xσ(i)).

Como σ es una biyección, cada diferencia entre dos indeterminadas distintas sigue apareciendo, en cierto
orden, exactamente una vez en esta factorización. Fijados i < j pueden ocurrir dos cosas:

Que sea σ(i) < σ(j), en cuyo caso el factor Xσ(j) −Xσ(i) aparece en σ̄(P ) igual que en P .

Que sea σ(i) > σ(j), en cuyo caso el factor Xσ(j) −Xσ(i) aparece en σ̄(P ) en el orden contrario
que en P ; en este caso diremos que σ presenta una inversión para el par (i, j).

Como cada inversión se traduce en un cambio de signo en σ̄(P ) con respecto a P , se tiene σ̄(P ) = ±P ,
donde el signo es + si y sólo si el número de pares (i, j) (con i < j) para los que σ presenta una inversión
es par. Esto sugiere las definiciones que siguen:

Definición 4.14. La permutación σ ∈ Sn es par si σ̄(P ) = P ; es decir, si σ presenta un número par
de inversiones; y es impar si σ̄(P ) = −P ; es decir, si σ presenta un número impar de inversiones.

El signo de σ se define como sg(σ) = (−1)k, donde k es el número de inversiones que presenta σ.
Es decir, sg(σ) = 1 si σ es par y sg(σ) = −1 si σ es impar. Por el comentario previo a esta definición
se tiene σ̄(P ) = sg(σ)P .

Proposición 4.15. La “aplicación signo” sg : Sn → Z∗ = {1,−1} es un homomorfismo de grupos.
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Demostración. Sean σ, τ ∈ Sn. Es claro que σ̄ ◦ τ̄ = σ ◦ τ , y por tanto

sg(σ ◦ τ)P = σ ◦ τ (P ) = σ̄(τ̄(P )) = σ̄(sg(τ)P ) = sg(τ)σ̄(P ) = sg(τ)sg(σ)P,

y por tanto sg(σ ◦ τ) = sg(σ)sg(τ). �

Proposición 4.16. En Sn se verifica:

1. El signo de una permutación σ es el mismo que el de su inversa σ−1 y que el de cualquiera de sus
conjugadas σα.

2. Toda trasposición es impar.

3. Si σ = τ1 · · · τr, donde las τi son trasposiciones, entonces sg(σ) = (−1)r.

4. Una permutación σ es par (respectivamente impar) si y sólo si es producto de un número par
(respectivamente impar) de trasposiciones.

5. Un ciclo de longitud s tiene signo (−1)s−1; es decir, un ciclo de longitud par es impar, y viceversa.

6. La paridad de una permutación coincide con la del número de componentes pares de su tipo.

Ejemplo 4.17. Calculando la paridad en función del tipo.

Del Ejemplo 4.11 y del último apartado de la Proposición 4.16 se deduce que, además de la identidad,
las permutaciones pares de S3 son las de tipo [3]; las de S4 son las de los tipos [3] ó [2, 2]; las de S5 son
las de los tipos [3], [5] ó [2, 2]; y las de S6 son las de los tipos [3], [5], [2, 2] ó [3, 3].

Definición 4.18. El grupo alternado en n elementos, denotado por An, es el núcleo del homomorfismo
sg : Sn → Z∗ = {1,−1}. Es decir, es el subgrupo de Sn formado por las permutaciones pares.

Proposición 4.19. An es un subgrupo normal de Sn, y para n ≥ 2 se tiene:

[Sn : An] = 2, |An| =
n!

2
, y

Sn

An
≃ {1,−1} ≃ Z2.

Demostración. Al estar definido como el núcleo de un homomorfismo, An es normal en Sn. El resto
es consecuencia del Primer Teorema de Isomorf́ıa si vemos que, para n ≥ 2, el homomorfismo sg es
suprayectivo, para lo que basta notar que sg(1) = 1 y sg(1 2) = −1. �

Es elemental ver que A2 es el grupo trivial y que A3 es el subgrupo ćıclico de S3 generado por el
3-ciclo (1 2 3), y por tanto A3 ≃ C3. En el caso general, tenemos dos maneras sencillas de describir
conjuntos de generadores de An.

Proposición 4.20. Los siguientes son sistemas de generadores de An:

1. El conjunto de todos los productos de dos trasposiciones (disjuntas o no).

2. El conjunto de todos los 3-ciclos.

Demostración. El apartado 1 es una consecuencia inmediata del apartado 4 de la Proposición 4.16.
Por la misma proposición, todos los 3-ciclos están en An; por tanto, usando 1, para ver 2 sólo hay
que probar que cada producto de dos trasposiciones distintas (disjuntas o no) se puede escribir como
producto de 3-ciclos, lo que se sigue de las igualdades

(i j)(i k) = (i k j) e (i j)(k l) = (j l k)(i k j),
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donde asumimos que i, j, k, l son distintos dos a dos. �

Obsérvese que, como el conjunto vaćıo genera el subgrupo trivial, la Proposición 4.20 es válida
incluso cuando n = 1 ó n = 2.

A continuación describimos los subgrupos de A4. Esto nos dará un ejemplo en el que no se verifica
el rećıproco del Teorema de Lagrange: A4 tiene orden 12, pero no tiene subgrupos de orden 6.

Ejemplo 4.21. Subgrupos de A4.

En virtud del Ejemplo 4.17, la siguiente es la lista completa de los elementos de A4:

1 σ = (1 2)(3 4) τ = (1 3)(2 4) η = (1 4)(2 3)
α = (1 2 3) β = (1 2 4) γ = (1 3 4) δ = (2 3 4)
α2 = (1 3 2) β2 = (1 4 2) γ2 = (1 4 3) δ2 = (2 4 3)

Por el Teorema de Lagrange, los subgrupos propios y no triviales de A4 han de tener orden 2, 3, 4, ó 6.
Los de orden 2 han de estar generados por elementos de orden 2, y por tanto son:

〈σ〉 = {1, σ} 〈τ〉 = {1, τ} 〈η〉 = {1, η}.

Como σα = τ 6∈ 〈σ〉, deducimos que 〈σ〉 no es normal en A4, y del mismo modo se ve que no lo son 〈τ〉
ni 〈η〉. Los subgrupos de orden 3 han de estar generados por elementos de orden 3, y por tanto son:

〈α〉 = 〈α2〉 = {1, α, α2} 〈β〉 = 〈β2〉 = {1, β, β2}
〈γ〉 = 〈γ2〉 = {1, γ, γ2} 〈δ〉 = 〈δ2〉 = {1, δ, δ2}.

Un subgrupo de orden 4 no puede contener a ninguno de los elementos de orden 3; como el resto de
elementos forman un subgrupo

N = {1, σ, τ, η},

éste es el único subgrupo de orden 4, que además es normal en Sn por el Teorema 4.9. Por último,
veamos que no hay subgrupos de orden 6. Un tal subgrupo H seŕıa normal en A4 por tener ı́ndice 2, por
lo que también N ∩H seŕıa normal en A4. Además se tendŕıa NH = A4 (¿por qué?) y en consecuencia
|N ∩H | = 2 (Teorema 3.16), en contra del hecho de que ninguno de los subgrupos de orden 2 de A4 es
normal.

A4

〈σ, τ〉

〈α〉 〈β〉 〈γ〉 〈δ〉

〈σ〉 〈τ〉 〈στ〉

1
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4.3. El Teorema de Abel

Definición 4.22. Un grupo no trivial G es simple si sus únicos subgrupos normales son {1} y G.

Como consecuencia inmediata de la Proposición 3.20 se tiene que un grupo abeliano es simple si
y sólo si tiene orden primo. Obsérvese que A3 ≃ C3 es simple, pero A4 no lo es, como muestra el
Ejemplo 4.21.

Lema 4.23. Si un subgrupo normal H de An (n ≥ 5) contiene un 3-ciclo, entonces H = An.

Demostración. Sea σ un 3-ciclo en H . Por la Proposición 4.20, basta ver que cualquier otro 3-ciclo
σ′ está en H . Sabemos por el Teorema 4.9 que existe α ∈ Sn tal que σ′ = σα, de modo que si α ∈ An

entonces σ′ ∈ H , por la normalidad de H en An; en consecuencia, podemos suponer que α es una
permutación impar. Como σ sólo cambia 3 elementos y n ≥ 5, existe una trasposición β disjunta con
σ, por lo que σβ = σ. Por tanto

σβα = (σβ)α = σα = σ′,

y como βα está en An por ser el producto de dos permutaciones impares, la normalidad de H en An

implica que σ′ ∈ H , como queŕıamos ver. �

Obsérvese que la hipótesis n ≥ 5 en el Lema anterior es superflua, pues para n ≤ 3 es obvio que se
verifica el Lema y para n = 4 es consecuencia del Ejemplo 4.21.

Teorema 4.24 (Abel). Si n ≥ 5, entonces An es un grupo simple.

Demostración. Supongamos que H 6= {1} es un subgrupo normal de An y veamos que H = An. Por
el Lema 4.23, bastará probar que H contiene un 3-ciclo.

Sea 1 6= σ ∈ H tal que r = |M(σ)| sea mı́nimo, es decir, |M(ν)| ≤ r para todo 1 6= ν ∈ H . Ahora
veremos que debe tenerse r = 3, por lo que σ será un 3-ciclo en H y habremos terminado.

Desde luego, no puede ser r = 1 porque ninguna permutación cambia exactamente un elemento, ni
tampoco r = 2 porque todas las permutaciones de H son pares. Supongamos pues, en busca de una
contradicción, que r > 3. Se tienen entonces dos posibilidades:

1. Que, en la factorización de σ en ciclos disjuntos, aparezca alguno de longitud ≥ 3.

2. Que σ sea un producto de (al menos dos) trasposiciones disjuntas.

En el primer caso, σ debe cambiar al menos 5 elementos (si sólo cambiase 4, como en la factorización
de σ aparece un ciclo de longitud ≥ 3, σ seŕıa un 4-ciclo, lo que contradice el hecho de que σ ∈ An).
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad (¿por qué?), que 1, 2, 3, 4, 5 ∈ M(σ) y que alguno de los
ciclos disjuntos que componen σ es de la forma (1 2 3 . . . ) (con longitud al menos 3). Sea α = (3 4 5).
Como α ∈ An y H es normal en An, deducimos que σα ∈ H , y aśı β = σ−1σα ∈ H . Si σ(i) = i entonces
i > 5 y por tanto α(i) = i, de donde se sigue que β(i) = i; por tanto M(β) ⊆ M(σ), y la inclusión es
estricta pues σ(1) = 2 mientras que β(1) = 1. En consecuencia, β ∈ H cambia menos de r elementos,
aśı que debe ser β = 1, por la elección de r. Esto significa que σα = σ, y por tanto ασ = σα. Pero esto
es falso, pues ασ(2) = 4 y σα(2) = 3, de manera que la primera de las dos posibilidades consideradas
nos lleva a una contradicción.

Pasamos al segundo caso. Reordenando los elementos de Nn podemos asumir que σ = (1 2)(3 4) · · ·
(puede haber más trasposiciones en el producto o no). Sea de nuevo α = (3 4 5). Como antes, tomamos
β = σ−1σα ∈ H . Si i 6= 5 y σ(i) = i entonces i 6= 3, 4, 5 y por tanto α(i) = i, de donde se sigue que
β(i) = i; por tanto M(β) ⊆M(σ)∪ {5}. Pero el 1 y el 2 son fijados por β y cambiados por σ, de modo
que β cambia menos de r elementos y aśı β = 1, o sea σα = ασ. Pero se tiene σα(3) = 3 6= 5 = ασ(3).
En cualquier caso, pues, llegamos a la contradicción que buscábamos. �
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4.4. Problemas

1. Calcular σ1000, donde σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 5 2 6 1 7 4 0 9 11 8

)
.

2. Dada la permutación σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 1 9 8 2 3 4 6 7

)
, calcular el orden de σ2.

3. Sea 1 6= σ ∈ Sn. Demostrar que σ es un ciclo si y sólo si, para cualesquiera j, k ∈ M(σ), existe
un entero m tal que σm(j) = k.

4. Probar que para toda permutación σ ∈ Sn se cumple σ(i1 · · · ir)σ−1 = (σ(i1) · · ·σ(ir)).

5. Demostrar que una permutación tiene orden primo p si y sólo si se factoriza como un producto
de ciclos disjuntos, cada uno de longitud p.

6. Demostrar que para todo 1 ≤ k < n, Sn tiene al menos
(
n
k

)
subgrupos isomorfos a Sk × Sn−k y

que todos son conjugados; es decir, para dos de estos grupos H y K existe σ ∈ G tal que Hσ = K.

7. Dados dos números naturales n y k con n ≥ k ≥ 2, se pide:

a) Demostrar que, para cada subconjunto A de Nn de cardinal k, el número de k-ciclos σ de Sn

con M(σ) = A es (k − 1)!.

b) Demostrar que el número de k-ciclos en Sn es
(
n
k

)
(k − 1)!.

c) ¿Cuántos elementos de tipo [2, 2] hay en S5? ¿Cuántos de tipo [2, 3]?

d) ¿Cuántos elementos de tipo [2, 2] hay en S6? ¿Cuántos de tipo [2, 3]? ¿Y de tipo [3, 3]?

e) [*] Calcular en general el número de elementos de Sn de tipo [k1, . . . , kr].

8. Sea G un grupo finito de orden n, y sea g ∈ G de orden m. Se define φg : G→ G por φg(x) = gx.
Viendo a φg como un elemento de Sn, demostrar que:

a) φg es un producto de n/m ciclos de longitud m.

b) La paridad de φg coincide con la paridad del entero (m− 1) n
m .

c) Si (m− 1) n
m es impar, entonces G tiene un subgrupo normal de ı́ndice 2.

9. (Teorema de Cayley) Demostrar que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de Sn para algún
n.

10. Demostrar que el centralizador de la permutación σ = (1, 2, . . . , n) en Sn es 〈σ〉.

11. Demostrar que el grupo alternado An es un subgrupo caracteŕıstico del grupo simétrico Sn.

12. Sea n ≥ 2 y sea f : Sn → Sn+2 la aplicación dada por f(σ) = σ∗, donde σ∗ actúa igual que σ
sobre los elementos 1, 2, . . . , n, y σ∗ fija (respectivamente, intercambia) n + 1 y n + 2 cuando σ
es par (respectivamente, impar). Demostrar que f es un homomorfismo inyectivo de grupos y que
su imagen está contenida en An+2. Deducir que todo grupo finito es isomorfo a un subgrupo de
un grupo alternado.

13. Probar que si P es un subgrupo de orden 4 del grupo alternado A5, entonces P es isomorfo al
grupo de Klein C2 × C2.

14. Demostrar que Dn es isomorfo al subgrupo 〈ρ, σ〉 de Sn, donde ρ = (1, 2, . . . , n − 1, n) y σ es el
producto de las trasposiciones (i, n+ 1 − i), donde i vaŕıa desde 1 hasta la parte entera de n/2.
¿Para qué valores de n se tiene 〈ρ, σ〉 ⊆ An?
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15. Dado f ∈ Aut(S3), probar que f induce una permutación del conjunto X = {(1 2), (1 3), (2 3)} ⊂
S3. Deducir que la aplicación ι : S3 → Aut(S3) que lleva σ ∈ S3 al automorfismo interno ισ es un
isomorfismo de grupos.

16. Demostrar que An está generado por los 3-ciclos de la forma (1, 2, i) con i = 3, . . . , n.

17. Para n ≥ 5, demostrar que Sn tiene exactamente tres subgrupos normales.

18. Para n ≥ 2, demostrar que An es el único subgrupo de ı́ndice dos de Sn.

19. [*] Sea p un primo impar y sea H un subgrupo propio de Sp que contiene una trasposición.
Demostrar que existen i, j ∈ Np tales que σ(i) 6= j para todo σ ∈ H . (Indicación: Considerar en
Np la relación de equivalencia en la que i ∼ j si i = j ó si (i, j) ∈ H , y comparar el número de
elementos de las clases de equivalencia.)

20. [*] Sea S∞ = S(N) el grupo de permutaciones del conjunto numerable N. El grupo alternado
infinito es el subgrupo A∞ de S∞ generado por todos los 3-ciclos (donde un 3-ciclo se define del
modo obvio). Demostrar que A∞ es un grupo simple infinito.
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Caṕıtulo 5

Grupos resolubles

5.1. El subgrupo derivado y la serie derivada

Definición 5.1. Sea G un grupo. Si x, y ∈ G, entonces el conmutador de x e y es

(x, y) = x−1xy = x−1y−1xy.

Se llama subgrupo derivado o subgrupo conmutador de G al subgrupo G′ de G generado por los con-
mutadores de los elementos de G. O sea

G′ = 〈(x, y) : x, y ∈ G〉.

Por ejemplo, si a, b y c son tres elementos distintos de Sn entonces

((a b), (a c)) = (a b)(a c)(a b)(a c) = (b c)(a c) = (a b c).

Eso implica que todos los tres ciclos de Sn están en An y por tanto An ⊆ S′
n. De hecho se verifica

la igualdad pues si σ, τ ∈ Sn entonces στ tiene la misma paridad que σ y σ−1, lo que implica que
(σ, τ) = σ−1στ ∈ An.

Lema 5.2. Dados un grupo G y elementos a, b ∈ G, entonces

1. (a, b) = 1 si y sólo si ab = ba.

2. G es abeliano si y sólo si G′ = 1.

3. (a, b)−1 = (b, a).

4. G′ consiste en los productos finitos de conmutadores.

5. Si f : G→ H es un homomorfismo de grupos entonces f((a, b)) = (f(a), f(b)).

6. En particular, si N es normal en G, entonces (a, b)N = (aN, bN) en G/N .

7. (a, b)x = (ax, bx) para cada x ∈ G.

8. G′ es un subgrupo normal de G.

Teorema 5.3. Dado un grupo G, su subgrupo derivado G′ es el menor subgrupo normal de G que da
un cociente abeliano; es decir, se verifican:
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1. G′ es un subgrupo normal de G.

2. El cociente G/G′ es abeliano.

3. Si N es un subgrupo normal de G tal que el cociente G/N es abeliano, entonces G′ ⊆ N .

Demostración. 1. Vemos que, si g ∈ G′ y x ∈ G, entonces gx ∈ G′. En efecto, por el Lema 5.2, se
tiene g = (a1, b1) · · · (an, bn) para ciertos elementos a1, . . . , an, b1, . . . , bn de G, y por tanto

gx = (a1, b1)
x · · · (an, bn)x = (ax

1 , b
x
1) · · · (ax

n, b
x
n) ∈ G′.

2. Es una consecuencia inmediata del Lema 5.2.
3. Si N es como en el enunciado y a, b ∈ G, entonces (a, b)N = (aN, bN) = N , luego (a, b) ∈ N . Es

decir, N contiene a cada conmutador de G y en consecuencia contiene a G′. �

El Teorema 5.3 nos dice que, en cierto sentido, G′ convierte a G en un grupo abeliano perdiendo la
menor información posible (si entendemos que al hacer el cociente por G′ se pierde la información sobre
G′, pues sus elementos representan al neutro en el cociente). Podemos decir que, cuanto más pequeño
es G′, más cerca está G de ser abeliano. En la próxima sección consideraremos una manera más precisa
de medir lo lejos que está G de ser abeliano. Concluimos ésta con un ejemplo.

Ejemplo 5.4. El subgrupo derivado del grupo diédrico Dn.

Si ponemos Dn = {1, a, a2, . . . , an, b, ab, . . . , an−1b}, entonces A = 〈a〉 es un subgrupo de ı́ndice 2 de
Dn, con lo que A es normal en Dn y Dn/A es abeliano. Por tanto D′

n ⊆ A. Además (b, a) = (a, b)−1 =
(a−1ab)−1 = a2, con lo que B = 〈a2〉 ⊆ D′

n ⊆ A. Si n es impar, entonces B = A, con lo que en tal caso
D′

n = A. En caso contrario, es decir si n es par, entonces B = 〈a2〉 es un subgrupo normal de orden
n/2 (¿por qué?) y por tanto Dn/B es también abeliano (¿por qué?). Por tanto, si n es par entonces
D′

n ⊆ B. En resumen

D′
n =

{
〈a〉 si 2 ∤ n
〈a2〉 si 2|n

5.2. Grupos resolubles

Recordemos que N E G (ó G D N) significa que N es un subgrupo normal de G, mientras que
N ⊳ G (ó G ⊲ N) significa que N es un subgrupo normal y propio de G.

Definición 5.5. Sea G un grupo. Se define por recurrencia el t-ésimo derivado del grupo G, denotado
G(t) (donde t ∈ Z+) del modo siguiente:

G(1) = G′, el derivado de G.

G(t+1) = (G(t))′, el derivado de G(t).

La cadena de subgrupos
G D G′ D G(2) D · · ·

se conoce como la serie derivada de G, y se dice que G es resoluble si su serie derivada alcanza al grupo
trivial; es decir, si existe t ≥ 1 tal que G(t) = 1.

Es evidente que todo grupo abeliano G es resoluble pues G′ = 1. Un ejemplo de grupo resoluble no
abeliano es el grupo diédrico Dn, con n ≥ 3, pues D′

n es abeliano como vimos en el Ejemplo 5.4 y por
tanto D′′

n = 1. El siguiente ejemplo muestra nuevos grupos resolubles, y también otros que no lo son.
Usaremos el hecho obvio de que, en cuanto un término se repite en la serie derivada, ésta se estabiliza
en ese término; es decir, si G(t) = G(t+1) entonces G(t) = G(t+k) para cualquier k ≥ 1.
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Ejemplos 5.6. Resolubilidad de los grupos simétricos

1. Hemos visto que S′
n = An. Cuando n = 3 tenemos S′

3 = A3, que es abeliano. Por tanto S3 es
resoluble con serie derivada S3 ⊲ A3 ⊲ 1.

2. Por el Ejemplo 4.21, el único subgrupo normal, propio y no trivial de A4 es

V = {1, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}.

Como A4 no es abeliano y A4/V śı lo es (tiene orden 3), del Teorema 5.3 se deduce que V =

A′
4 = S

(2)
4 . Como V es abeliano, deducimos que S

(3)
4 es trivial. En consecuencia, S4 es resoluble

con serie derivada S4 ⊲ A4 ⊲ V ⊲ 1.

3. Si n ≥ 5 entonces An es simple (Teorema de Abel, 4.24) y no abeliano, luego A′
n = An por el

Teorema 5.3. Es decir, la serie derivada de Sn se estabiliza en An y nunca alcanza al grupo trivial.
En consecuencia, Sn no es resoluble cuando n ≥ 5.

Vamos a estudiar las propiedades básicas de los grupos resolubles, y comenzamos con un lema.

Lema 5.7. Sea f : G→ H un homomorfismo de grupos. Entonces:

1. f(G(t)) ⊆ H(t) para cada t ≥ 1.

2. Si f es suprayectiva entonces f(G(t)) = H(t) para cada t ≥ 1.

Demostración. 1. Razonamos por inducción en t. Como f((a, b)) = (f(a), f(b)) para cualesquiera
a, b ∈ G, se tiene f(G′) ⊆ H ′. El caso general lo vemos por inducción en t, con el caso t = 1 resuelto por
lo anterior. Si el resultado vale para cierto entero positivo t entonces f se restringe a un homomorfismo
f : G(t) → H(t), y aplicando a éste el caso t = 1 deducimos que f(G(t+1)) = f((G(t))′) ⊆ (H(t))′ =
H(t+1), lo que completa la demostración.

2. Supongamos ahora que f es suprayectiva, y sea (u, v) un conmutador en H . Tomando a, b ∈ G con
f(a) = u y f(b) = v se tiene f((a, b)) = (u, v), lo que prueba que (u, v) ∈ f(G′); es decir, H ′ ⊆ f(G′),
y el apartado anterior nos da la igualdad. El caso general se demuestra por inducción como antes. �

Proposición 5.8. Sea G un grupo con un subgrupo H y un subgrupo normal N . Se verifican:

1. Si G es resoluble entonces H es resoluble (los subgrupos de resolubles son resolubles).

2. Si G es resoluble entonces G/N es resoluble (los cocientes de resolubles son resolubles).

3. Si N y G/N son resolubles entonces G es resoluble.

Demostración. 1. Aplicando el Lema 5.7 a la inclusión H →֒ G, tenemos H(t) ⊆ G(t) para cada t ≥ 1.
Si G es resoluble entonces existe un t tal que G(t) = 1 y por tanto H(t) = 1, por lo que H es resoluble.

2. El Lema 5.7 aplicado a la proyección canónica p : G → G/N nos dice que p(G(t)) = (G/N)(t)

para cada t ≥ 1. Si G es resoluble entonces existe un t tal que G(t) es trivial, y por tanto (G/N)(t) =
p(G(t)) = p(1) = 1 también es trivial, por lo que G/N es resoluble.

3. Por hipótesis existe t ≥ 1 tal que (G/N)(t) = 1. Aplicando como antes el Lema 5.7 deducimos que
p(G(t)) es trivial, lo que significa que G(t) ⊆ Ker p = N . Por el apartado 1, G(t) es resoluble; es decir,
existe s ≥ 1 tal que (G(t))(s) = 1. Como es claro que (G(t))(s) = G(t+s), deducimos que G es resoluble.
�

Esto nos permite encontrar otros ejemplos de grupos resolubles:
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Proposición 5.9. Todo p-grupo finito G es resoluble.

Demostración. Razonamos por inducción sobre el orden de G. No hay nada que demostrar si |G| = 1,
con lo que supongamos que G no es trivial y la hipótesis de inducción. De la Proposición 3.26 se deduce
que Z(G) 6= 1 y de la hipótesis de inducción que G/Z(G) es resoluble. Como Z(G) también es resoluble,
del tercer apartado de la Proposición 5.8 deducimos que G es resoluble. �

La serie derivada de un grupo resoluble sugiere la siguiente definición más general:

Definición 5.10. Sea G un grupo arbitrario. Una serie normal1 de G es una cadena de subgrupos de
G de la forma

G = G0 D G1 D G2 D · · · D Gn−1 D Gn = 1

(es decir, es una cadena finita que empieza en G y termina en 1 (o viceversa) y en la que cada subgrupo
es normal en el anterior). Los grupos Gi se llaman términos de la serie, el número n es la longitud de
la serie, y cada grupo cociente Gi−1/Gi (para i = 0, 1, . . . , n) se llama un factor de la serie.

Obsérvese que la longitud n mide el número de factores, y no el de términos (que es n+ 1).
Una serie abeliana es una serie normal cuyos factores son abelianos y una serie ćıclica es una serie

normal con factores ćıclicos.

Obsérvese que la serie derivada es una serie normal abeliana (tal vez infinita). Por definición un grupo
es resoluble si su serie derivada es serie normal (finita) abeliana. De hecho esta propiedad caracteriza
los grupos resolubles.

Teorema 5.11. Un grupo G es resoluble si y sólo si admite una serie normal abeliana.

Demostración. Si G es resoluble entonces su serie derivada es una serie normal con factores abelianos,
lo que nos da el “sólo si”. Rećıprocamente, supongamos que G tiene una serie normal como la de la
Definición 5.10 con todos los factores abelianos, y veamos que G es resoluble por inducción en la longitud
n de la serie. Si n = 1 entonces G es el único factor de la serie, por lo que es abeliano y en consecuencia
resoluble. En el caso general, la hipótesis de inducción aplicada a G1 nos dice que éste es resoluble
(tiene una serie de longitud n− 1 con factores abelianos), y como G/G1 también es resoluble (de hecho
es abeliano, por ser un factor de la serie inicial), la Proposición 5.8 nos dice que G es resoluble, como
queŕıamos ver. �

Teorema 5.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para un grupo finito G.

1. G es resoluble.

2. G admite una serie abeliana.

3. G admite una ćıclica.

4. G admite una serie normal con todos sus factores de orden primo.

Demostración. Ya sabemos que 1 y 2 son equivalentes. 3 implica 2 es evidente y 4 implica 3 es
consecuencia de que todo grupo de orden primo es ćıclico. Sólo falta demostrar 1 implica 4.

Supongamos pues que G es resoluble y razonamos por inducción sobre el orden de G, con el caso
en que este orden es 1 trivial. Supongamos pues que G 6= 1 y la hipótesis de inducción. Distinguiremos
dos casos.

1En la literatura en inglés se suele utilizar “subnormal series” para lo que nosotros hemos denominado “serie normal”,

mientras que una “normal series” es una serie en la que cada Gi es normal en G.
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Supongamos primero que G es simple. Eso implica que G′ = 1 y por tanto G = 1 o G es abeliano
simple lo que implica que G tiene orden primo.

En caso contrario G tiene un subgrupo normal propio no trivial N . De la Proposición 5.8 deducimos
que N y G/N son resolubles y por tanto admiten series normales con factores de orden primo:

N = N0 DN1 DN2 D · · ·DNn = 1

y
G/N = G0/N DG1/N DG2/N D · · ·DGm/N = 1.

Entonces
G = G0 DG1 DG2 D · · ·DGm = N = N0 DN1 DN2 D · · ·DNn = 1

es una serie normal con factores de orden primo. �

5.3. Problemas

1. Obtener una expresión para los conmutadores (a, bc) y (ab, c) en términos de los conmutadores
(a, b), (a, c) y (b, c), donde a, b y c son elementos de un grupo

2. Demostrar que el subgrupo derivado de un grupo G es un subgrupo caracteŕıstico de G. Deducir
que todos los términos de la serie derivada de G son caracteŕısticos, y por tanto normales, en G.

3. Probar que si G es resoluble y no trivial entonces G′ 6= G.

4. Probar que si G es simple y resoluble entonces G es ćıclico de orden primo.

5. Formar todas las series con factores de orden primo para un grupo ćıclico de orden 20.

6. Probar que, si H y K son dos subgrupos normales de G, entonces (H,K) = 〈(h, k) : h ∈ H, k ∈ K〉
es un subgrupo normal de G que está contenido en H ∩K.

7. Demostrar que todo grupo de orden menor que 60 es resoluble utilizando los Teoremas de Sylow
que dicen lo siguiente:

8. Sea n ≥ 5 un entero. Encontrar σ, τ ∈ An tales que (σ, τ) = (1, 2, 3), y usar esto para demostrar
que An no es resoluble sin utilizar el Teorema de Abel.

9. Demostrar que G×H es resoluble precisamente si G y H lo son.

10. Demostrar que para cada n ∈ N existe un grupo resoluble G tal que G(n) 6= {1}. Utilizar esto para
mostrar que el producto directo infinito de grupos resolubles puede no ser resoluble. (Indicación:
En la primera parte, usar el isomorfismo S3 ≃ Aut(S3)).

11. Probar que si un grupo G es resoluble y G/Z(G) es simple entonces G es abeliano.

12. Probar que si G es un grupo no abeliano de orden p3 (con p primo), entonces G′ = Z(G) y
G/G′ ≃ Cp × Cp.

13. Demostrar que un grupo finito abeliano tiene una única serie con factores de orden primo si y sólo
si es un p-grupo ćıclico, para algún primo p. ¿Es cierto esto si el grupo no es abeliano?

14. Sean H y K dos subgrupos normales de un grupo G. Demostrar que si G/H y G/K son resolubles,
entonces G/H ∩K es resoluble.
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15. Demostrar que si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo, entonces G es resoluble.

16. Para resolver este ejercicio es necesario utilizar los Teoremas de Sylow que dicen lo siguiente:

Sea G un grupo finito de orden n = pmr con p y primo y r coprimo con p. Los subgrupos de orden
pm de G se llaman subgrupos de Sylow.

G tiene al menos un subgrupo de orden pk para cada k ≤ m.

Todos los subgrupos de Sylow de G son conjugados en G.

El número np de subgrupos de Sylow de G es un divisor de r, congruente con 1 módulo p.

a) Probar que si p, q, r son primos distintos tales que pq < r entonces todo grupo finito de orden
pqr es resoluble.

b) Probar que todo grupo de orden 56, 63 ó 440 es resoluble.

c) Demostrar:

1) Todo grupo de orden 45 es abeliano.

2) Todo grupo de orden 765 es resoluble.

d) Dado un grupo G de orden 33 ·13, probar que es resoluble y dar una serie normal con factores
ćıclicos.

e) Demostrar que todo grupo de orden p2q con p y q primos es resoluble.

f ) Demostrar que todo grupo de orden menor que 60 es resoluble.

g) Demostrar que si G es un grupo no resoluble de orden n < 300, entonces n = 60, 120, 168, 180
ó 240.

17. Sea G un grupo. Para cada n ∈ N definimos el n-ésimo centro Zn(G) de G por recurrencia de la
siguiente forma: Z0(G) = {1}. Supongamos que hemos definido Zn(G) que resulta ser un subgrupo
normal de G. Entonces Zn+1(G) es el único subgrupo (normal) de G que verifica

Zn+1(G)/Zn(G) = Z(G/Zn(G)).

En particular, Z1(G) es el centro de G. La cadena de subgrupos

{1} = Z0(G) E Z1(G) E Z2(G) E · · ·

se conoce como la serie central (ascendente) de G. Se dice que G es nilpotente si Zn(G) = G para
algún n; es decir, si la serie central alcanza al grupo G en algún paso. Demostrar:

a) Todo grupo abeliano es nilpotente.

b) Zn(G) = {x ∈ G : (x, y) ∈ Zn−1(G) para todo y ∈ G}.
c) Todo p-grupo finito (p primo) es nilpotente.

d) Un grupo G es nilpotente precisamente si tiene una serie normal

{1} = G0 ⊳ G1 ⊳ · · · ⊳ Gn−1 ⊳ Gn = G

tal que Gi/Gi−1 ⊆ Z(G/Gi−i) para todo i = 1, 2, . . . , n.

e) Todo grupo nilpotente es resoluble.

f ) Dar un ejemplo de un grupo resoluble que no sea nilpotente.

g) Si G es nilpotente y H es un subgrupo de G, entonces H es nilpotente.
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h) Si G es nilpotente y N es un subgrupo normal de G, entonces G/N es nilpotente.

i) Dar un ejemplo de un grupoG con un subgrupo normalN tales queN yG/N sean nilpotentes
y G no lo sea.

j ) Demostrar que si G y H son dos grupos nilpotentes, entonces G×H es un grupo nilpotente.

18. Sea n un entero positivo. En lugar de la habitual interpretación del grupo simétrico Sn como el
grupo de las permutaciones de {1, 2, . . . , n} lo vamos a ver como el grupo de las permutaciones
del anillo Zn = {0, 1, . . . , n− 1} de restos módulo n.

a) Demostrar que An = Z∗
n × Zn es un grupo con el siguiente producto.

(a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, a1b2 + b1).

b) Demostrar que si n = p es primo y (a, b) ∈ An tiene orden p, entonces a = 1.

c) Demostrar que para cada (a, b) ∈ An, la aplicación σa,b : Zn → Zn dada por

σa,b(x) = ax+ b

es un elemento de Sn. (Las operaciones suma y producto son las operaciones en el anillo Zn.

d) Demostrar que si σ ∈ Sn y b ∈ Zn verifican σ1,1σ = σσ1,b, entonces σ(x) + 1 = σ(x + b).
Utilizar esto para demostrar que si n = p es primo, entonces b ∈ Z∗

p y σ = σb−1,σ(0).

e) Mostrar que la aplicación (a, b) 7→ σa,b es un homomorfismo inyectivo An → Sn.

f ) Consideramos el grupo GL2(Zn) de matrices invertibles cuadradas de tamaño 2 con entradas
en Zn, es decir:

GL2(Zn) = {
(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ Zn, ad− bc 6= 0}

Demostrar que la aplicación

(a, b) →
(
a b
0 1

)

es un homomorfismo inyectivo de An en GL2(Zn).

En el resto del ejercicio vamos a identificar An con las imágenes de los dos homomorfismos
inyectivos An → Sn y An → GL2(Zn). Este grupo (visto de cualquiera de las tres formas) lo
llamamos n-ésimo grupo af́ın. Un subgrupo de Sn se dice que es un grupo af́ın si es conjugado
en Sn de un subgrupo de An, es decir, un subgrupo af́ın de Sn es un grupo de la forma σ−1Hσ,
donde σ ∈ Sn y H es un subgrupo de An.

g) Demostrar que si σ es un n-ciclo, entonces 〈σ〉 es un subgrupo af́ın de Sn.

h) Demostrar que todo grupo af́ın es resoluble.

19. Sea G un subgrupo de Sn que seguimos viéndolo como el grupo de las biyecciones de Zn y lo
consideramos actuando en Nn de la forma habitual σ ·n = σ(n) (ver Problema 3.3.23). Las órbitas
de esta acción las llamamos G-órbitas y forman una partición de Zn.

Decimos que G es transitivo si para todo x, y ∈ Zn existe σ ∈ G tal que σ(x) = y.

Demostrar:

a) G es transitivo si y sólo si hay una única G-órbita.

b) Si G es transitivo, entonces n es un divisor de |G|.
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c) Si G es transitivo y N es un subgrupo normal de G, entonces cada N -órbita tiene un cardinal
divisor de n.

d) Supongamos que p es primo y

G = G0 ⊲G1 ⊲G2 ⊲ . . .⊲Gn = 1

es una serie normal con factores primos para todo i = 1, 2, . . . , n. Demostrar que si G es
transitivo, entonces G1, . . . , Gn−1 son transitivos y Gn−1 tiene orden p. (Indicación: Razonar
por inducción sobre i, para demostrar que Gi es transitivo, si i < n.)

e) Demostrar que si p es primo y G es un subgrupo transitivo de Sp, entonces G es resoluble si
y sólo si G es af́ın.



Caṕıtulo 6

Extensiones de cuerpos

6.1. Extensiones de cuerpos

Definición 6.1. Sea K un cuerpo. Una extensión de K es un cuerpo L que contiene a K como
subcuerpo. En tal caso decimos que L/K ó K ⊆ L es una extensión de cuerpos o simplemente una
extensión.

Obsérvese que si L/K es una extensión de cuerpos, entonces L tiene una estructura natural de
espacio vectorial sobre K, en la que la suma de vectores (elementos de L) es la suma en L y el producto
de escalares (elementos de K) por vectores se obtiene multiplicando en L ya que tanto los escalares como
los vectores pertenecen a L. Denotaremos este espacio vectorial como LK y una base de la extensión
L/K es simplemente una base de este espacio vectorial. La dimensión de este espacio vectorial se llama
grado de la extensión L/K y se representa por [L : K]. Decimos que L/K es una extensión finita si
[L : K] < ∞. Obsérvese que si L/K es una extensión de grado n entonces LK ≃ Kn. Por tanto,
|L| = |K|n. Eso implica que si K es finito de orden q, entonces L es finito de orden qn y si K es infinito
entonces L tiene el mismo cardinal que K.

Ejemplos 6.2. 1. Si L/K es una extensión de cuerpos, entonces [L : K] = 1 si y sólo si K = L.

2. C/R es una extensión finita de grado 2.

3. R/Q y C/Q son extensiones de grado infinito pues Q es infinito y R y C tienen mayor cardinal
que Q.

4. Si n ∈ Q, entonces Q(
√
n) = {a+ b

√
n : a, b ∈ Q} es una extensión que tiene grado 1 si n es un

cuadrado de un número racional y grado 2 en caso contrario pues, en el segundo caso, {1,√n} es
una base de Q(

√
n)/Q.

5. El cuerpo de fracciones K(X) del anillo de polinomios K[X ] es una extensión de K de grado
infinito.

Una torre de extensiones de cuerpos es una sucesión

K1 ⊆ K2 ⊆ · · · ⊆ Kn

de extensiones de cuerpos. Cada extensión Ki+1/Ki se llama subextensión de la torre.
Una clase C de extensiones de cuerpos se dice que es multiplicativa si para cada torre K1 ⊆ K2 ⊆ K3,

la extensión K3/K1 está en C si y sólo si K2/K1 y K3/K1 están en C.
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Si L1 y L2 son dos extensiones deK, entonces un homomorfismo de L1/K en L2/K (también llamado
K-homomorfismo) es un homomorfismo de cuerpos f : L1 → L2 tal que f(a) = a para todo a ∈ K.
Un endomorfismo de una extensión L/K es un homomorfismo de L/K en si misma. Un isomorfismo de
extensiones (o K-isomorfismo) es un homomorfismo de extensiones que es isomorfismo de cuerpos y un
automorfismo de extensiones (o K-automorfismo) es un isomorfismo de una extensión de K en si misma.
Obsérvese que el conjunto de los automorfismos de una extensión L/K es un grupo que llamaremos
grupo de Galois de L/K, en el que el producto es la composición de aplicaciones, y que denotaremos
por Gal(L/K).

Una subextensión de una extensión de cuerpos L/K es un subcuerpo de L que contiene a K. Dos
extensiones L1 y L2 de un cuerpo K se dice que son admisibles si existe un cuerpo L que es extensión
de L1 y L2, o lo que es lo mismo, si ambas son subextensiones de una extensión común L/K.

Recuérdese que todos los homomorfismos entre cuerpos son inyectivos. Además losK-homomorfismos
son homomorfismos de K-espacios vectoriales. De esta forma siempre que exista un homomorfismo de
cuerpos f : K → L, el cuerpo L contiene un subcuerpo isomorfo a K, la imagen f(K) de f . Por otro
lado K admite una extensión isomorfa a L, a saber el conjunto K ∪ (L \ f(K)), en el que de define el
producto de la forma obvia. Abusaremos a menudo de la notación y cada vez que tengamos un homo-
morfismo de cuerpos f : K → L, simplemente consideraremos K como subcuerpo de L, identificando
los elementos de K y f(K), a través de f .

Proposición 6.3. 1. Sean L1 y L2 extensiones de K. Si existe un homomorfismo de L1/K en
L2/K, entonces [L1 : K] ≤ [L2 : K].

2. Todo endomorfismo de una extensión finita es un automorfismo.

3. Sea K ⊆ E ⊆ L una torre de cuerpos y sean B una base de EK y B′ una base de LE. Entonces
A = {bb′ : b ∈ B, b′ ∈ B′} es una base de LK . En particular la clase de extensiones finitas es
multiplicativa y si L/K es finita entonces

[Propiedad Multiplicativa del Grado] [L : K] = [L : E][E : K].

4. Si L1 y L2 son admisibles y L es un cuerpo que contiene a L1 y L2 como subcuerpos, entonces

L1L2 =

{
a1b1 + · · · + anbn
a′1b

′
1 + · · · + a′nb

′
n

: ai, a
′
i ∈ L1, bi, b

′
i ∈ L2, a

′
1b

′
1 + · · · + a′nb

′
n 6= 0

}

es el menor subcuerpo de L que contiene a L1 y L2. Este cuerpo se llama compuesto de L1 y L2.

5. Si L/K es una extensión de cuerpos y S es un subconjunto de L, entonces el menor subcuerpo de
L que contiene a K y a S está formado por los elementos de la forma

p(s1, s2, . . . , sn)

q(s1, s2, . . . , sn)

donde n es un número natural arbitrario, p, q ∈ K[X1, . . . , Xn], s1, . . . , sn ∈ s y q(s1, s2, . . . , sn) 6=
0.

Demostración. 1 y 2 son una consecuencia inmediata de que todo K-homomorfismo de cuerpos L1 →
L2 es un homomorfismo inyectivo de espacios vectoriales sobre K y de que todo endomorfismo inyectivo
de un espacio vectorial de dimensión finita en si mismo es un isomorfismo.

3. Si l ∈ L, entonces l =
∑n

i=1 eib
′
i para ciertos ei ∈ E y bi ∈ B′. Cada ei es una combinación lineal

ei =
∑mi

j=1 kijbij , con ki ∈ K y bi ∈ B. Por tanto

l =
∑

i=1

mi∑

j=1

kijbijb
′
i
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lo que muestra que A es un conjunto generador de LK .
Supongamos que

∑
b∈B,b′∈B′ kb,b′bb

′ = 0, con kb,b′ ∈ K y kb,b′ = 0 para casi todo (b, b′) ∈ B × B′.
Para cada b′ ∈ B′, ponemos eb′ =

∑
b∈B kb,b′b ∈ E. Como kb,b′ = 0, para casi todo (b, b′) ∈ B × B′, se

tiene que eb = 0 para casi todo b ∈ B. Además y
∑

b′∈B eb′b
′ = 0. Como B′ es linealmente independiente

sobre E, se tiene que eb′ = 0 para todo b′ ∈ B′. Utilizando que B es linealmente independiente sobre K,
deducimos que kb,b′ = 0 para todo (b, b′) ∈ B×B′, lo que muestra que A es linealmente independiente.

4 y 5. Ejercicio. �

Recordemos que si L/K es una extensión y S es un subconjunto de L, entonces K[S] es el menor
subanillo de L que contiene a K y lo llamamos subanillo de L generado por K y S. El subcuerpo K(S)
descrito en el apartado 5 de la Proposición 6.3 se llama extensión de K generada S. Observando que la
intersección de subcuerpos de un cuerpo L es otro subcuerpo de L, se tiene que K(S) es la intersección
de todos los subcuerpos de L que contienen a K y a S. Obsérvese que si S1 y S2 son dos subconjuntos
de L, entonces

K(S1)K(S2) = K(S1 ∪ S2).

De la misma forma, si L1/K y L2/K son dos subextensiones de L, entonces L1L2 es la intersección
de todos los subcuerpos de L que contienen a L1 ∪ L2 y por tanto

L1L2 = K(L1 ∪ L2).

El concepto de compuesto de dos subextensiones se puede generalizar de forma obvia a una familia
arbitraria de subextensiones: Si C es una familia de subextensiones de L/K entonces el compuesto de C
es el menor subcuerpo de L que contiene a todos los elementos de C y coincide con la intersección de todos
los subcuerpos de L que contienen todos los elementos de C y conK(∪E∈CE). Si C = {L1/K, . . . , Ln/K},
entonces el compuesto de C se denota por L1 · · ·Ln y está formado por todos los elementos de la forma

∑m
i=1 a1i · · · ani∑m
i=1 b1i · · · bni

con m arbitrario, aji, bji ∈ Li y
∑m

i=1 b1i · · · bni 6= 0.
Si S = {a1, . . . , an}, entonces escribimos K[S] = K[α1, . . . , αn] y K(S) = K(a1, . . . , an). Decimos

que L/K es una extensión finitamente generada si existen a1, . . . , an ∈ L tales que L = K(a1, . . . , an)
y que es simple si L = K(a) para algún a ∈ L.

Lema 6.4. Sea L/K una extensión. Si α ∈ L es una ráız de un polinomio irreducible p de K[X ]
entonces

1. K[α] = K(α).

2. Si q ∈ K[X ], entonces q(α) = 0 si y sólo si p divide a q en K[X ].

3. [K(α) : K] = gr(p).

4. Si n = gr(p) entonces 1, α, α2, . . . , αn−1 es una base de K(α)K .

Demostración. 1 y 2. Consideremos el homomorfismo de sustitución S = Sα : K[X ] → L y sea
I = Ker S = {q ∈ K[X ] : q(α) = 0}. Como obviamente I es un ideal propio de K[X ] y α es ráız de p se
tiene (p) ⊆ I ⊂ K[X ]. Pero (p) es un ideal maximal de K[X ], pues K[X ] es un DIP (Proposiciones 1.55
y 2.13). Concluimos que I = (p) y, del Primer Teorema de Isomorf́ıa deducimos que K[α] = Im S ≃
K[X ]/(p), que es un cuerpo pues (p) es un ideal maximal de K[X ]. Esto implica que K[α] = K(α) y
que para todo q ∈ K[X ] se verifica q(α) = 0 si y sólo si p|q en K[X ].

3 y 4. Supongamos que n = gr(p). Como 3 es una consecuencia inmediata de 4, basta demostrar
que 1, α, α2, . . . , αn−1 es una base de K(α)K . Si β ∈ K[α], entonces b = f(α) para algún f ∈ K[X ].
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Dividiendo f entre p (Lema 2.5) obtenemos q, r ∈ K[X ] tales que f = qp+ r y m = gr(r) < gr(p) = n.
Entonces β = f(α) = r(α) = r0 +r1α+r2α

2 · · ·+rmαm. Esto prueba que 1, α, . . . , αn−1 genera K(α)K .

Para demostrar que son linealmente independientes ponemos
∑n−1

i=0 aiα
i = 0, con ki ∈ K. Entonces α

es ráız del polinomio a =
∑n−1

i=0 aiX
i, es decir a ∈ KerS = (p). Como n = gr(p) > gr(a), deducimos

que a = 0, es decir ai = 0 para todo i. �

6.2. Adjunción de ráıces

El siguiente teorema muestra que todos los polinomios no constantes tienen alguna ráız en algún
cuerpo.

Teorema 6.5 (Kronecker). Si K es un cuerpo y p ∈ K[X ] \K, entonces existe una extensión L de K
que contiene una ráız de p.

Demostración. Como p ∈ K[X ] \ K[X ]∗ y K[X ] es un DFU, p es divisible en K[X ] por un polino-
mio irreducible y todas las ráıces de este divisor son ráıces de p. Por tanto podemos suponer que p
es irreducible. Eso implica que (p) es un ideal maximal de K[X ], pues este último es un DIP (Pro-
posiciones 1.55 y 2.13). Entonces L = K[X ]/(p) es un cuerpo (Proposición 1.37). La composición de
la inclusión K → K[X ] y la proyección K[X ] → L = K[X ]/(p) es un homomorfismo (inyectivo) de
cuerpos y por tanto podemos considerar L como una extensión de K. Para acabar la demostración
basta ver que a = X + (p) es una ráız de p. En efecto, p(a) = p(X + (p)) = p+ (p) = (p), que es el cero
del anillo L. �

Por tanto, si p ∈ K[X ] es un polinomio no constante entonces existe una extensión L/K que contiene
una ráız α de p y K(α) es la menor subextensión de L/K que contiene a α.

Decimos que un polinomio p ∈ K[X ] \K es completamente factorizable sobre K si es producto de
polinomios de grado 1, o lo que es lo mismo si p = a(X−α1) · · · (X−αn) para ciertos a, α1, . . . , αn ∈ K.
En tal caso las ráıces de p son α1, . . . , αn. Por ejemplo

X3 − 1 = (X − 1)(X2 +X + 1) = (X − 1)

(
X − −1 +

√
−3

2

)(
X − −1 −

√
−3

2

)

es completamente factorizable sobre C, pero no sobre Q ni R. El Teorema de Kronecker afirma que cada
polinomio no constante tiene una ráız en alguna extensión. De hecho podemos decir algo más.

Corolario 6.6. Si K es un cuerpo y p ∈ K[X ]\K, entonces p es completamente factorizable en alguna
extensión de K.

Demostración. Por inducción sobre el grado de p. Si el grado de p es 1, no hay nada que demostrar.
Si el grado de p es mayor que 1 entonces p tiene una ráız α en alguna extensión E de K. Entonces
p = (X − α)q para algún q ∈ E[X ] \ E. Por hipótesis e inducción q es completamente factorizable en
alguna extensión L de E, es decir q es producto de polinomios de grado 1 en L[X ] y por tanto también
p es producto de polinomios de grado 1. �

Como todo dominio es subanillo de su cuerpo de fracciones, los enunciados del Teorema de Kronecker
(6.5) y del Corolario 6.6 pueden generalizarse asumiendo que K es un dominio, y sustituyendo las
extensiones de cuerpos por extensiones de anillos de K a un cuerpo.

Recordemos que si σ : K → E es un homomorfismo de anillos, entonces σ tiene una única extensión
a un homomorfismo entre los anillos de polinomios, que seguiremos denotando por σ : K[X ] → E[X ],
tal que σ(X) = X . Este homomorfismo se comporta bien sobre las ráıces.
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Lema 6.7. Si σ : E → L es un homomorfismo de cuerpos y α ∈ E es ráız de p ∈ E[X ], entonces σ(α)
es una ráız de σ(p).

Si E/K y L/K son extensiones de un cuerpo K, p ∈ K[X ] y σ es un K-homomorfismo entonces σ
se restringe a una aplicación inyectiva del conjunto de las ráıces de p en E al conjunto de las ráıces de
p en L.

En particular, si E = L (es decir, si σ ∈ Gal(L/K)), entonces esta restricción de σ es una permu-
tación del conjunto de las ráıces de p en L.

Demostración. Si p = p0 + p1X + · · · + pnX
n, entonces

σ(p)(σ(α)) = (σ(p0) + σ(p1)X + σ(p1)X
2 + · · · + σ(pn)Xn)(σ(α))

= σ(p0) + σ(p1)σ(α) + σ(p1)σ(α)2 + · · · + σ(pn)σ(α)n

= σ(p0 + p1α+ p1α
2 + · · · + pnα

n)
= σ(p(α)) = σ(0) = 0.

Esto prueba la primera afirmación. Las otras dos afirmaciones son consecuencias inmediatas de la
primera. �

Lema 6.8 (Lema de Extensión). Sea σ : K1 → K2 un homomorfismo de cuerpos y sea p ∈ K1[X ] un
polinomio irreducible. Sean L1/K1 y L2/K2 dos extensiones de cuerpos y sean α1 ∈ L1 y α2 ∈ L2 con
α1 una ráız de p.

Entonces existe un homomorfismo σ̂ : K1(α1) → K2(α2) tal que σ̂|K1 = σ y σ̂(α1) = α2 si y sólo si
α2 es una ráız del polinomio σ(p). En tal caso sólo hay un homomorfismo σ̂ que satisfaga la condición
indicada y si además, σ es un isomorfismo, entonces también σ̂ es un isomorfismo.

Demostración. Si existe el homomorfismo σ̂ satisfaciendo la propiedad indicada entonces del Lema 6.7
se tiene que α2 = σ̂(α1) es una ráız de σ̂(p) = σ(p).

Rećıprocamente, supongamos que α2 es una ráız de σ(p). Consideremos los homomorfismos de
sustitución en α1 y α2: Sα : K1[X ] → K1(α1) y Sα2 : K2[X ] → K2(α2). Por el Lema 6.4, K1[α1] =
K1(α1), [K(α1) : K] = gr(p) y (p) = Ker Sα1 . Además α2 ∈ Ker (σ(p)). Todo esto implica que la
aplicación σ̂ : K1(α1) → K2(α2), dada por σ̂(f(α1)) = σ(f)(α2), para f ∈ K1[X ], está bien definida
pues si f1(α1) = g(α1), con f, g ∈ K1[X ], entonces f − g ∈ Ker Sα1 , con lo que p divide a f − g
en K1[X ]. Luego σ(p) divide a σ(f) − σ(g) en K2[X ] y por tanto σ(f) − σ(g) ∈ Ker Sα2 , es decir
σ(f)(α2) = σ(g)(α2). Una vez que hemos visto que σ̂ está bien definida, es trivial ver que es un
homomorfismo de cuerpos y que satisface las condiciones del Lema.

Si además σ es un isomorfismo, entonces σ̂ es un isomorfismo pues todo homomorfismo de cuerpos
es inyectivo y además K2 y α2 están en la imagen de σ̂, lo que muestra que σ̂ es suprayectivo.

Para la unicidad ver el Ejemplo 1 de 2.32. �

Si aplicamos el Lema anterior al caso en que σ es la aplicación identidad σ : K → K entonces
obtenemos que si α es una ráız de un polinomio irreducible p de K[X ] en una extensión de K entonces
la extensión K(α)/K es única salvo isomorfismos.

Proposición 6.9. Sea p ∈ K[X ] un polinomio irreducible y α y β son dos ráıces de p en dos extensiones
de K (tal vez dos extensiones diferentes). Entonces existe un único K-isomorfismo f : K(α) → K(β)
tal que f(α) = β. En particular las dos extensiones K(α)/K y K(β)/K son isomorfas.

Obsérvese que la hipótesis de que el polinomio p sea irreducible en la Proposición 6.9 es imprescin-
dible. Por ejemplo, si p = X(X2 + 1), entonces 0 e i son dos ráıces de p y obviamente Q(0) = Q no es
isomorfo a Q(i).

A la vista de la Proposición 6.9, si p ∈ K[X ] es irreducible, hablaremos de la extensión de K obtenida
adjuntando a K una ráız del polinomio irreducible p, como la extensión K(α)/K donde α es cualquier
ráız de p es una extensión arbitraria de K.
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6.3. Extensiones algebraicas

Definición 6.10. Sea L/K una extensión de cuerpos. Un elemento α ∈ L se dice que es algebraico
sobre K si existe un polinomio no nulo 0 6= p ∈ K[X ] tal que p(α) = 0. En caso contrario se dice
que α es transcendente sobre K. En otras palabras, α es transcendente sobre K si el homomorfismo de
sustitución

K[X ] → L
p → p(α)

es inyectivo y algebraico en caso contrario.
Decimos que L/K es una extensión algebraica si todo elemento de L es algebraico sobre K. En caso

contrario decimos que la extensión es transcendente.

La siguiente proposición caracteriza cuándo un elemento es algebraico.

Proposición 6.11. Si L/K es una extensión de cuerpos y α ∈ L, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. α es algebraico sobre K.

2. K[α] = K(α).

3. K[α] es un subcuerpo de L.

4. K(α)/K es finita.

Demostración. 1 implica 2 y 4. Supongamos que α es algebraico sobre K y sea 0 6= f ∈ K[X ] tal
que f(α) = 0. Si f = p1 · · · pn es una factorización de f es producto de irreducibles de K[X ], entonces
p1(α) · · · pn(α) = f(α) = 0 y por tanto pi(α) = 0 para algún i. Eso implica que α es una ráız de un
polinomio irreducible de K[X ] y del Lema 6.4 se deduce que K[α] = K(α) y que K(α)/K es finita.

2 implica 3 es obvia.
Para demostrar 3 implica 1 y 4 implica 1 consideramos el homomorfismo de sustitución S = Sα :

K[X ] → K[α]. Si α no es algebraico entonces S es un isomorfismo. Como K[X ] no es un cuerpo y tiene
dimensión infinita entonces no se verifican ni 3 ni 4. �

Sea L/K una extensión y α ∈ L un elemento algebraico sobre K. Entonces el núcleo I del homomor-
fismo de sustitución S = Sα : K[X ] → L es un ideal no nulo que es primo pues K[X ]/I ≃ K[α] es un
dominio. Por tanto I = (p) para un polinomio irreducible p de K[X ]. De todos los generadores de I, hay
uno sólo que sea mónico. Se llama polinomio irreducible ó mı́nimo de α sobre K, denotado Irr(α,K), al
único generador mónico de I = Ker Sα. Está claro que Irr(α,K) es el único polinomio mónico de grado
mı́nimo de I. Del Lema 6.4 se deduce que si Irr(α,K) tiene grado n, entonces 1, α, α2, . . . , αn−1 es una
base de K(α)/K. En resumen:

Lema 6.12. Si α es algebraico sobre K, entonces [K(α) : K] = gr(Irr(α,K)) y si este grado es n,
entonces 1, α, α2, . . . , αn−1 es una base de K(α)K .

Ejemplos 6.13. 1. Irr(
√

2,Q) = X2− 2, Irr(
√

2,R) = X −
√

2 y Irr(i,Q) = Irr(i,R) = X2 +1. Más
generalmente, si q ∈ Q y

√
q 6∈ Q, entonces Irr(

√
q,Q) = X2 − q.

2. Si α =
√

5 +
√

5, entonces α2 − 5 =
√

5, con lo que 5 = (α2 − 5)2 = α4 − 10α2 + 25, es decir α es
una ráız del polinomio X4 − 10X + 20. Aplicando el Criterio de Eisentein a este polinomio para
el primo 5, deducimos que es irreducible sobre Q y por tanto Irr(α,Q) = X4 − 10X + 20.

3. El cuerpo de fracciones de K[X ] es K(X) y K(X)/K es una extensión de grado infinito pues las
potencias de X son linealmente independientes sobre K. Por tanto X es transcendente sobre K.
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4. Decidir si un número real o complejo es algebraico sobre el cuerpo de los números racionales es un
problema normalmente muy dif́ıcil. El carácter algebraico o transcendente del número π sobre Q
fue un problema sin resolver durante muchos años hasta que Lindemann demostró en 1882 que es
transcendente. También es transcendente la base e del logaritmo neperiano, lo que fue demostrado
por Hermite en 1873.

Una consecuencia de la Proposición 6.11 es el siguiente corolario que caracteriza las extensiones
finitas.

Corolario 6.14. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensión de cuerpos.

1. L/K es finita.

2. L/K es algebraica y finitamente generada.

3. Existen α1, . . . , αn ∈ L algebraicos sobre K tales que L = K(α1, . . . , αn).

Demostración. 1 implica 2. Supongamos que L/K es finita. Entonces [K(α) : K] ≤ [L : K] <∞ para
todo α ∈ L. Del Lema 6.11 se deduce que α es algebraico sobre K. Por otro lado, si α1, . . . , αn es una
base de LK , entonces L = K(α1, . . . , αn) y por tanto L/K es finitamente generada.

2 implica 3 es obvio.
3 implica 1. Si α1, . . . , αn satisfacen las condiciones de 3, entonces cada αi es algebraico sobre

K(α1, . . . , αi−1). Por tantoK(α1, . . . , αi) = K(α1, . . . , αi−1)(αi) es una extensión finita deK(α1, . . . , αi−1)
por el Lema 6.11. Aplicando que la clase de extensiones finitas es multiplicativa deducimos que L =
K(α1, . . . , αn)/K es finita. �

Corolario 6.15. La clase de extensiones algebraicas es multiplicativa.

Demostración. Sea K ⊆ E ⊆ L una torre de extensiones. Es obvio que si L/K es algebraica entonces
E/K y L/K son algebraicas. Rećıprocamente, supongamos que E/K y L/E son multiplicativas y
sea α ∈ L. Entonces α es algebraico sobre E. Sea p = Irr(α,E) y sean p0, p1, . . . , pn los coeficientes
de p, que son algebraicos sobre K, por hipótesis, lo que implica que F = K(p0, p1, . . . , pn)/K es
finita, por el Corolario 6.14. Además, α es algebraico sobre F y por tanto F (α)/F es finita. Entonces
[K(α) : K] ≤ [K(α, p0, p1, . . . , pn) : K] = [F (α) : F ][F : K] < ∞. De la Proposición 6.11 deducimos
que α es algebraico sobre K. �

Corolario 6.16. Si L/K es una extensión de cuerpos, entonces el conjunto C de los elementos de L
que son algebraicos sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K, llamado clausura algebraica de
L/K.

En particular, si S es un subconjunto de L formado por elementos algebraicos sobre K, entonces
K(S) es algebraico sobre K.

Demostración. Obviamente K ⊆ C. Si α, β ∈ C, entonces β es algebraico sobre K(α) y por tanto
K(α)/K y K(α, β)/K(α), son algebraicas lo que implica que K(α, β)/K es también algebraica (Corola-
rio 6.15. Por tanto todo elemento de K(α, β) es algebraico sobre K y en particular α+β, α−β, αβ ∈ C
y, si β 6= 0, entonces αβ−1 ∈ C. Esto prueba que C es un subcuerpo de L. �

Decimos que una clase C de extensiones de cuerpos es cerrada para levantamientos si para cada dos
extensiones admisibles L1/K y L2/K tales que L1/K esté en C se verifica que L1L2/L2 también está en
C.

Proposición 6.17. Cada una de las clases de extensiones finitas, algebraicas, finitamente generadas y
simples, son cerradas para levantamientos.
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Demostración. Sean L1/K y L2/K dos extensiones admisibles. Está claro que si L1 = K(α1, . . . , αn),
entonces L2L1 = L2(L1) = L2(α1, . . . , αn), lo que muestra que las clases de extensiones finitamente
generadas y de extensiones simples son ambas cerradas para extensiones. Por otro lado si L1/K es
algebraica, entonces todo elemento de L1 es algebraico sobre K y por tanto también sobre L2, lo que
implica que L1L2 = L2(L1) es algebraico sobre K, por el Corolario 6.16. Esto prueba que la clase
de extensiones algebraicas es cerrada para levantamientos. Como una extensión es finita si y sólo si
es algebraica y finitamente generada (Proposición 6.11) deducimos que la clase de extensiones finitas
también es cerrada para levantamientos. �

Recuérdese que todo endomorfismo de una extensión finita ha de ser un automorfismo (Proposi-
ción 6.3). Esta propiedad se verifica de hecho para toda extensión algebraica.

Proposición 6.18. Si L/K es una extensión algebraica, entonces todo K-endomorfismo de L es un
automorfismo.

Demostración. Sea σ un K-endomorfismo de L. Como todo homomorfismo de cuerpos es inyectivo,
sólo hay que probar que σ es suprayectivo. Sea α ∈ K y sean p = Irr(α,K), α = α1, α2, . . . , αn las
ráıces de p en L y E = K(α1, . . . , αn). Del Lema 6.7 se deduce que σ permuta {α1, . . . , αn} y por tanto
α = σ(αi) para algún i. �

6.4. Problemas

En los siguientes ejercicios K es un cuerpo, L/K una extensión de cuerpos y X es una variable.

1. Sea α una ráız real del polinomioX3+3X2−3X+3. Expresar cada uno de los siguientes elementos
como combinación lineal de 1, α, α2 con coeficientes en Q:

α7, α4 + α+ 2, (α+ 1)−1.

2. Calcular los grados y una base de las siguientes extensiones.

Q(
√

2)/Q, Q(i)/Q, Q(i,
√

2)/Q, Q(i,
√

2)/Q(i), Q(
√

2,
√

3)/Q, Q(
3
√

2)/Q, Q(
√

2 +
√

3)/Q.

3. Demostrar que si n ∈ Q, entonces [Q(
√
n) : Q] ≤ 2 y decidir cuándo es 1 y cuándo es 2.

4. Hacer el ejercicio anterior cambiando Q por un cuerpo arbitrario.

5. Calcular el grado y una base de las siguientes extensiones

K(X)/K, K(X)/K(X2), K(X)/K(X+1), K(X)/K(X6), K(X)/K(X2+X+1), K(X2)/K(X6),

donde K(X) es el cuerpo de fracciones de K[X ].

6. Calcular [K(X)/K(p)], donde p ∈ K[X ] es un polinomio irreducible.

7. Demostrar que Q(i,
√

2) = Q(i+
√

2). Calcular Irr(i+
√

2,Q), Irr(i+
√

2,Q(i)) e Irr(i+
√

2,Q(
√

2)).

8. Demostrar que si carK 6= 2 y a, b ∈ K, entonces K(
√
a,
√
b) = K(

√
a+

√
b).

9. Demostrar que si p y q son dos números primos distintos, entonces el polinomio X4−2(p+q)X2+
(p− q)2 es irreducible sobre Q. (Indicación: El ejercicio 8.)
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10. Calcular el polinomio mı́nimo sobre Q de los siguientes números complejos.

√
2 + 1, 3

√
3 − 1, 3

√
2 − 3

√
4, 4

√
2 + 2

√
2 + 1,

√
3 + 5

√
3, 5

√
2 3
√

3,
√

2 + 3
√

2, 3
√

2 + i 5
√

2,

√
2 +

√
2 +

√
2,

4
√

7 + 4
√

3 − 4
√

7 − 4
√

3.

11. Demostrar que si carK 6= 2 y K contiene ráıces cuadradas de todos los elementos de K, entonces
todos los polinomios de grado 2 sobre K son reducibles. Mostrar que esto no es aśı si carK = 2.

12. Dados a, b ∈ K∗, demostrar que K(
√
a) = K(

√
b) si y sólo si K(

√
ab) = K. Utilizar esto para

calcular [Q(
√
n,

√
m) : Q] para dos números enteros arbitrarios n y m.

13. Calcular el grado y una base de Q(
√

2,
√

3,
√

5) sobre Q.

14. Demostrar que si p1, . . . , pn, q son primos distintos, entonces
√
q 6∈ Q(

√
p1, . . . ,

√
pn).

15. Sea K un cuerpo y sean P1, . . . , Pr polinomios de K[X ]. Demostrar que existe una extensión de
cuerpos K → K ′ tal que cada Pi se descompone totalmente en K ′[X ].

16. Encontrar un polinomio irreducible p ∈ Q[X ] y una ráız α ∈ R de p tal que p no es completamente
factorizable sobre K(α).

17. Demostrar que un polinomio f ∈ K[X ] tiene una ráız doble en alguna extensión de K si y sólo si
f y su derivada f ′ no son coprimos en K[X ].

18. Sea q = pn, con p primo y n un entero positivo y sea L una extensión de Zp en la que el polinomio
Xq −X factoriza completamente. Demostrar:

a) El conjunto de las ráıces del polinomio Xq −X en L forman un subcuerpo de L de orden q.

b) Si m es un entero positivo entonces existe un cuerpo de orden m si y sólo si m es una potencia
de un primo.

c) Para todo n existe un polinomio irreducible de grado n en Zp[X ].

d) Dos cuerpos finitos del mismo cardinal son isomorfos.

De este problema deducimos que para cada potencia de un primo q existe al menos un cuerpo
con q y que todos los cuerpos con q-elementos son isomorfos. Denotaremos por Fq al cuerpo con
q-elementos (único salvo isomorfismos). En particular, si q es primo, entonces Fp = Zp.

19. Construir cuerpos de 4, 8, 16, 9, 27 y 121 elementos.

20. Sea q una potencia de un primo y sean n y m un enteros positivos. Demostrar que Fqm tiene un
subcuerpo de orden qn si y sólo si n|m.

21. Calcular cuántos subcuerpos tiene un cuerpo de order pn, con p primo. Construir un cuerpo F64

con 64 elementos y calcular todos sus subcuerpos. ¿Cuantos elementos α de F64 verifican que
F2[α] = F64?

22. Demostrar que si p es primo y K es un cuerpo con pn elementos, entonces cada elemento de K
tiene exactamente una ráız p-ésima.

23. Sean E = Z2[X ]/(X2 + X + 1) y F = Z2[X ]/(X3 + X + 1). Calcular los polinomios mı́nimos
de todos los elementos de E y F sobre Z2. Construir un cuerpo de orden mı́nimo que contenga
subcuerpos isomorfos a E y F .
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24. Calcular las ráıces complejas del siguiente polinomio X4 − 2X2 + 2 y la extensión de Q generada
por cada dos de ellas.

25. Demostrar que si [L : K] es impar y α ∈ L, entonces K(α2) = K(α).

26. Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las afirmaciones
verdaderas y dando un contraejemplo de las falsas.

a) Existe una extensión de K de grado mayor que 1.

b) Existe una extensión algebraica de K de grado mayor que 1.

c) Toda extensión simple es algebraica.

d) Toda extensión es simple.

e) Todas las extensiones transcendentes simples son isomorfas.

f ) Si E y F son dos subextensiones K-isomorfas de L/K entonces E = F .

g) Si α ∈ L es transcendente sobre K y p ∈ K[X ], entonces p(α) es transcendente sobre K.

h) Si p ∈ K[X ] y p(α) es transcendente sobre K, entonces α ∈ L es transcendente sobre K.

i) El cardinal del conjunto de números complejos que son algebraicos sobre Q es numerable.

j ) Si L/K es una extensión finita, entonces L y K tienen el mismo cardinal.

k) Si L/K es una extensión algebraica y K es infinito, entonces L y K tienen el mismo cardinal.

27. Demostrar las siguientes afirmaciones para E/K y F/K dos extensiones admisibles.

a) [EF : K] es finito si y solo si [E : K] y [F : K] lo son.

b) Si [EF : K] es finito, entonces [E : K] divide a [EF : K] y [EF : K] ≤ [E : K][F : K].

c) Si [E : K] y [F : K] son finitos y coprimos, entonces [EF : K] = [E : K][F : K].

d) Si [EF : K] = [E : K][F : K], entonces E ∩ F = K.

e) El rećıproco de d) es cierto si [E : K] ó [F : K] es 2 pero no lo es en general.

28. Para cada número entero n sea ξn = e2πin = cos
(

2π
n

)
+ i sen

(
2π
n

)
.

a) Calcular Irr(ξn,Q), para n ≤ 6.

b) Demostrar que si p es primo, entonces Irr(ξp,Q) = 1 +X +X2 + · · · +Xp−1.

c) Encontrar todos los automorfismos de Q(ξ6).

d) ¿Existe un automorfismo de Q(ξ5) que lleve ξ5 a ξ25?

29. Encontrar todos los automorfismos del cuerpo Q(
√

5 + 2
√

5).

30. Utilizando el Teorema de Lindeman que afirma que π es transcendente sobre Q demostrar que si
p es un polinomio no constante con coeficientes en Q, entonces p(π) es transcendente sobre Q.

31. Probar que L/K es algebraica si y sólo si para toda subextensión E de L/K, todoK-endomorfismo
de E es un automorfismo.



Caṕıtulo 7

Cuerpos de descomposición

7.1. Cuerpos algebraicamente cerrados

Una consecuencia inmediata del Teorema de Ruffini es la siguiente proposición.

Proposición 7.1. Las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.

1. Todo polinomio no constante de K[X ] tiene una ráız en K.

2. Los polinomios irreducibles de K[X ] son precisamente los de grado 1.

3. Todo polinomio no constante de K[X ] es completamente factorizable sobre K.

4. K contiene un subcuerpo K0 tal que K/K0 es algebraico y todo polinomio de K0[X ] es completa-
mente factorizable sobre K.

5. Si L/K es una extensión algebraica, entonces L = K.

6. Si L/K es una extensión finita, entonces L = K.

Demostración. 1 implica 2, 2 implica 3, 3 implica 4 son obvios y 5 implica 6 es consecuencia inmediata
de la Proposición 6.14.

4 implica 5. Supongamos que K contiene un subcuerpo K0 satisfaciendo la propiedad 4. Si L/K es
algebraica, entonces L/K0 es también algebraica. Si α ∈ L, entonces por hipótesis p = Irr(α,K0) es
completamente factorizable sobre K, con lo cual todas las ráıces de p pertenecen a K. En particular
α ∈ K y esto prueba que L = K.

6 implica 1. Supongamos que se verifica 6 y sea p ∈ K[X ] \K. Por el Teorema de Kronecker, existe
una extensión L/K que contiene una ráız α de p. Entonces K(α)/K es finita por la Proposición 6.11.
Por hipótesis K(α) = K y deducimos que α es una ráız de p en K. �

Se dice que un cuerpo K es algebraicamente cerrado cuando verifica las condiciones equivalentes de
la Proposición 7.1.

Es fácil encontrar ejemplos de cuerpos que no son algebraicamente cerrados. Por ejemplo, conside-
rando el polinomio X2 + 1 vemos que no lo son Q ni R, y el polinomio X2 + X + 1 nos dice que Z2

tampoco lo es. Si p ≥ 3 es un entero primo entonces Zp no es algebraicamente cerrado, pues Xp−1 + 1
no tiene ráıces en Zp por el Teorema Pequeño de Fermat. Más generalmente, ningún cuerpo finito es
algebraicamente cerrado (Problema 1). Sin embargo, se tiene:

Teorema 7.2 (Teorema Fundamental del Álgebra). El cuerpo C de los números complejos es algebrai-
camente cerrado.

101
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Demostración. se trata de ver que, dado un polinomio

p(X) = a0 + a1X + a2X
2 + · · · + anX

n

de grado n ≥ 1 (an 6= 0) con coeficientes complejos (ai ∈ C para cada i = 0, 1, . . . , n), existe un número
complejo z tal que p(z) = 0.

Usaremos propiedades elementales de los números complejos, como las desigualdades entre módulos

|z1| − |z2| ≤ |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|
o el hecho de que todos ellos tienen ráıces m-ésimas para cualquier entero m ≥ 1 (esto se demuestra
considerando la forma polar, o forma módulo-argumento, de un complejo, y aplicando el Teorema de
Bolzano al polinomio Xm − r en el intervalo [0, r + 1] para demostrar que todo número real positivo r
tiene una ráız m-ésima).

También emplearemos los conceptos de ĺımite y continuidad. En particular, el hecho de que toda

función continua C → R, por ejemplo, z 7→ |p(z)| = +

√
p(z)p(z), alcanza su mı́nimo en cualquier

subconjunto cerrado y acotado de C, y por tanto en cualquier “bola” {z ∈ C : |z| ≤ r}, donde r es un
número real positivo (Teorema de Weierstrass).

El esquema de la demostración, que desarrollaremos de inmediato, es el siguiente: Comenzamos vien-
do que la función z 7→ |p(z)| alcanza su mı́nimo absoluto en C; para ello, se demuestra que |p(z)| “se
hace grande” fuera de cierta bola {z ∈ C : |z| ≤ r}, y entonces el mı́nimo que alcanza |p(z)| en esa bola
es de hecho un mı́nimo absoluto en C. Bastará entonces ver que ese mı́nimo vale 0, y esto lo hacemos por
reducción al absurdo: si el mı́nimo no es 0, construimos una función C → R cuyo mı́nimo absoluto vale 1,
y sin embargo encontramos un punto en el que la misma función vale menos de 1. Vamos con los detalles:

Veamos, por inducción en el grado n, que |p(z)| se hace más grande que cualquier número real
positivo fuera de cierta bola; es decir, veamos que:

Para cada real k ≥ 0, existe un real r ≥ 0 tal que |p(z)| > k para cada complejo |z| > r.

En efecto, la expresión de p(X) se reesecribe como

p(X) = a0 +Xq(X), donde q(X) = a1 + a2X + · · · + anX
n−1,

y entonces
|p(z)| = |zq(z) + a0| ≥ |z| · |q(z)| − |a0| para cada z ∈ C.

Si n = 1 entonces q = a1 es constante y podemos tomar r =
k + |a0|
|a1|

. En el caso general, la hipótesis de

inducción aplicada al polinomio q y a k′ = k+|a0| asegura que existe un real s ≥ 0 tal que |q(z)| > k+|a0|
cuando |z| > s, y entonces es claro que |p(z)| > a0 cuando |z| > r = máx{s, 1}.

En particular, tomando k = |a0|, encontramos r ≥ 0 con |p(z)| > |a0| cuando |z| > r. Como la
función |p(z)| es continua, alcanza un mı́nimo en la bola B = {z ∈ C : |z| ≤ r}; es decir, existe z0 ∈ B
tal que |p(z0)| ≤ |p(z)| para cada z ∈ B. La misma desigualdad se tiene cuando z 6∈ B, pues entonces
|z| > r y aśı p(z) > |a0| = p(0) ≥ |p(z0)|. En consecuencia, |p(z)| alcanza un mı́nimo absoluto en z0; es
decir, |p(z0)| ≤ |p(z)| para cada z ∈ C.

Es claro que p(X) tiene una ráız si y sólo si la tiene p(X + z0), y éste tiene la ventaja de que su
módulo alcanza un mı́nimo absoluto en el 0. Por tanto, sustituyendo p(X) por p(X + z0), podemos
suponer que z0 = 0, y por tanto que |p(z)| ≥ |p(0)| = |a0| para cada z ∈ C. Si a0 = 0 hemos terminado,
claramente, aśı que se trata de ver que la condición a0 6= 0 nos lleva a una contradicción.

En este caso, dividir por a0 no va a cambiar el punto en el que se alcanza el mı́nimo, por lo que
podemos suponer que a0 = 1. Excluyendo monomios con coeficiente nulo, podemos escribir

p(X) = 1 + amX
m + am+1X

m+1 + · · · + anX
n (con am 6= 0)
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para cierto entero m con 1 ≤ m ≤ n. Sea ahora ω una ráız m-ésima de −a−1
m (es decir, ω ∈ C verifica

ωm = −a−1
m ). Entonces p(ωX) = 1 −Xm + (términos de grado mayor que m); es decir,

p(ωX) = 1 −Xm +Xmh(X),

donde h(X) es cierto polinomio con h(0) = 0.
Finalmente, vamos a encontrar un número real t tal que |p(ωt)| < 1, lo que nos dará la contradicción

buscada puesto que 1 es el mı́nimo absoluto de |p(z)|. Consideremos la función R → R dada por
t 7→ |h(t)|. Considerando su ĺımite en x = 0 (que vale 0 por continuidad) encontramos un número t en el
intervalo (0, 1) tal que |h(t)| < 1 (haciendo ǫ = 1 en la formulación usual del ĺımite). Entonces también
tm y 1 − tm están en el intervalo (0, 1), por lo que

|p(ωt)| ≤ |1 − tm| + |tmh(t)| < 1 − tm + tm · 1 = 1,

como queŕıamos ver. �

Del Teorema Fundamental del Álgebra se deduce que todo polinomio no constante con coeficientes
en Z, Q ó R tiene ráıces en C. De modo más general, es posible demostrar que todo polinomio sobre
un cuerpo tiene ráıces “en algún sitio”. Recuérdese que una extensión de cuerpos no es más que un
homomorfismo de anillos f : K → Q, donde K y Q son cuerpos. Un tal f es necesariamente inyectivo,
y esto permite ver a K, identificado con la imagen de f , como un subcuerpo de Q.

7.2. Clausura algebraica

Por el Teorema Fundamental del Álgebra, C es un cuerpo que contiene las ráıces de todos los
polinomios no constantes de K[X ] para cualquier subcuerpo K de C. Por otro lado el Corolario 6.6
muestra que para un cuerpo arbitrario K y un polinomio cualquiera p de K[X ], se puede encontrar
una extensión L de K en la que el polinomio p factoriza completamente, es decir, en lo que atañe al
polinomio p, L se comporta como si fuera algebraicamente cerrado, aunque para que lo fuera todos los
polinomios con coeficientes en L tendŕıa que ser completamente factorizables sobre L. En vista de esto
es natural preguntarse si, todo cuerpo K tiene una extensión algebraicamente cerrada. Por otro lado
tenemos

Proposición 7.3. Sea L/K una extensión con L algebraicamente cerrado y sea C la clausura algebraica
de K en L. Entonces C/K es algebraica y C es algebraicamente cerrado.

Demostración. Que C/K es algebraica, es consecuencia de la definición de clausura algebraica de K
en L. Por otro lado, si p ∈ K[X ], entonces p tiene una ráız α en L. Eso implica que C(α)/C es finita
y, como la clase de extensiones algebraicas es multiplicativa, se tiene que C(α)/K es algebraica, lo que
implica que α ∈ C. Esto prueba que C es algebraicamente cerrado. �

Definición 7.4. Una clausura algebraica de un cuerpo K es una extensión algebraica L de K formada
por un cuerpo algebraicamente cerrado.

Obsérvese la diferencia entre una clausura algebraica de un cuerpo K y la clausura algebraica de una
extensión L/K. La primera es una extensión de K que ha de ser algebraica sobre K y algebraicamente
cerrada y la segunda es el mayor subcuerpo de L que es algebraico sobre K, pero no tiene que ser
algebraicamente cerrado, a no ser que L sea algebraicamente cerrado (Proposición 7.3).

Teorema 7.5. Todo cuerpo tiene una clausura algebraica.
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Demostración. Por la Proposición 7.3, basta demostrar que todo cuerpo está contenido en un cuerpo
algebraicamente cerrado. En primer lugar vamos a ver que si K es un cuerpo, entonces existe otro
cuerpo E tal que todo polinomio no constante de K[X ] tiene una ráız en E. Para eso tenemos que
considerar anillos con infinitas indeterminadas.

Si A es una anillo y S es un conjunto de śımbolos entonces se define el anillo de polinomios en S
con coeficientes en A como la unión

A[S] = ∪T∈FA[T ]

donde F es el conjunto de todos los subconjuntos finitos de S y para cada T ∈ F , A[T ] es el anillo de
polinomios con coeficientes en A, con indeterminadas los elementos de T . Si T1, T2 ∈ F , entonces A[T1]
y A[T2] son dos subanillos de A[T1 ∪T2]. Por tanto cada subconjunto finito de A[S] está dentro de A[T ]
para algún T ∈ F , lo que nos permite sumar y multiplicar elementos de A[S] simplemente sumándolos
o multiplicándolos en el anillo en un número finito de indeterminadas que los contenga.

Para construir el cuerpo E que contiene ráıces de todos los polinomios no constantes de K[X ]
razonamos de la siguiente forma. A cada polinomio no constante p ∈ K[X ] le asociamos un śımbolo Xp

y construimos el anillo K[S] donde S = {Xp : p ∈ K[X ]\K}. Sea I el ideal de K[S] generado por todos
los elementos de la forma p(Xp). Vamos a empezar mostrando que I es un ideal propio de K[S]. En caso
contrario existiŕıan g1, . . . , gn ∈ K[S] y p1, . . . , pn ∈ K[X ]\K tales que g1p1(Xp1)+· · ·+gnpn(Xpn

) = 1.
Para simplificar la notación vamos a poner Xi en lugar de Xpi

, con lo que tenemos

g1p1(X1) + · · · + gnpn(Xn) = 1 (7.1)

Aplicando el Teorema de Kronecker repetidamente deducimos que existe una extensión F de K en la
que cada uno de los polinomios p1, . . . , pn tiene una ráız αi. Sustituyendo Xi por αi en la ecuación (7.1)
obtenemos 0 = 1, una contradicción.

Una vez que sabemos que I es un ideal propio de K[S] deducimos que I está contenido en un ideal
maximal M de K[S] (Proposición 1.38). Entonces E = K(S)/M es un cuerpo y la composición de la
inclusión K → K(S) con la proyección K(S) → K(S)/M proporciona un homomorfismo de cuerpos,
con lo que podemos considerar E como una extensión de K. Ahora observamos que p(Xp + M) =
p(Xp) +M = 0, pues p(Xp) ∈M , con lo que Xp +M es una ráız de p en E para todo p ∈ K[X ] \K.

Utilizando que para cada cuerpo K existe una extensión E de K que contiene ráıces de todos los
polinomios no nulos de K[X ] construimos de forma recursiva una sucesión de extensiones

K = E1 ⊆ E2 ⊆ E3 . . .

tal que todo polinomio no constante de Ei[X ] tiene una ráız en Ei+1. Entonces E = ∪i≥1Ei tiene una
estructura de cuerpo en el que la suma y el producto de cada dos elementos se calcula en un Ei que
contiene a ambos. Si f es un polinomio no constante de E[X ], entonces f ∈ Ei[X ] para algún i y por
tanto f tiene una ráız en Ei+1 que, por supuesto, pertenece a E. Esto prueba que E es algebraicamente
cerrado. �

Teorema 7.6. Si σ : K → L es un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado y F/K
una extensión algebraica, entonces existe otro homomorfismo de cuerpos F → L que extiende σ.

Demostración. Sea

Ω =

{
(E, τ) :

E/K es una subextensión de F/K y
τ : F1 → L es un homomorfismo que extiende σ

}

y consideremos el siguiente orden en Ω:

(E1, τ1) ≤ (E2, τ2) ⇔ E1 ⊆ E2 y τ2|E1 = τ1.
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Es fácil ver que (Ω,≤) es un conjunto ordenado inductivo y, por el Lema de Zorn, tiene un elemento
maximal (E, τ).

Basta con demostrar que F ⊆ E. Sean α ∈ F y p = Irr(α,E). Como L es algebraicamente cerrado,
el polinomio σ(f) tiene una ráız β en L. Del Lema 6.8 deducimos que existe un homomorfismo τ ′ :
E(α) → L que extiende τ y tal que τ ′(α) = β. Entonces (E(α), τ ′) ∈ Ω y (E, τ) ≤ (E(α), τ ′). De la
maximalidad de (E, τ) deducimos que E = E(α), es decir α ∈ E. Esto prueba que F ⊆ E. �

El siguiente corolario del Teorema 7.6 muestra que la clausura algebraica de un cuerpo es única salvo
isomorfismos, por lo que a partir de ahora utilizaremos el art́ıculo definido para hablar de la clausura
algebraica de un cuerpo.

Corolario 7.7. Si σ : K1 → K2 es un isomorfismo de cuerpos y L1 y L2 son clausuras algebraicas de
K1 y K2, respectivamente, entonces existe un isomorfismo L1 → L2 que extiende σ.

Demostración. Por el Teorema 7.6 hay un homomorfismo L1 → L2 que extiende σ. Como L1 es
algebraicamente cerrado y σ induce un isomorfismo entre L1 y σ(L1), este último también es algebrai-
camente cerrado. Como L2/K2 es algebraica, L2/σ(L1) es algebraica y por tanto L2 = σ(L1), lo que
muestra que σ es un isomorfismo. �

7.3. Cuerpos de descomposición y Extensiones normales

Definición 7.8. Sea K un cuerpo y P un conjunto de polinomios no constantes de K[X ]. Se llama
cuerpo de descomposición de P sobre K a un cuerpo de la forma K(S) donde S es el conjunto de las
ráıces de los elementos de P en una clausura algebraica de K.

Para cada clausura algebraica L de K hay un cuerpo de descomposición de P sobre K dentro de L
pero la unicidad de la clausura algebraica salvo isomorfismos va a implicar la unicidad del cuerpo de
descomposición de una familia de polinomios sobre K. Eso es lo que dice la siguiente proposición.

Proposición 7.9. Sea σ : K1 → K2 un isomorfismo de cuerpos y sean P1 un conjunto de polinomios
no constantes de K1[X ] y P2 = {σ(p) : p ∈ P}. Si L1 es un cuerpo de descomposición de P sobre K1

y L2 es un cuerpo de descomposición de P2 sobre K2, entonces existe un isomorfismo σ : L1 → L2 que
extiende σ.

Demostración. Sean K1 y K2 clausuras algebraicas de K1 y K2 respectivamente y sean S1 y S2 las
ráıces de los elementos de P1 y P2 respectivamente. Del Corolario 7.7 se tiene que existe un isomorfismo
σ : K1 → K2, que extiende σ. Si α ∈ S1, entonces existe p ∈ P1 tal que α es ráız de p. Del Lema 6.7
se deduce que σ(α) es una ráız de σ(p). Esto prueba que σ(S1) ⊆ S2 y el mismo argumento muestra
que σ−1(S2) ⊆ S1, de donde deducimos que σ(S1) = S2 y por tanto σ(K(S1)) = K(S2), con lo que la
restricción de σ a K(S1) → K(S2) es el isomorfismo buscado. �

Ejemplos 7.10. 1. El cuerpo de descomposición de X2 − 2 sobre Q es Q(
√

2) y el de X2 + 1 es
Q(i). Más generalmente, si q ∈ Q, entonces el cuerpo de descomposición de X2 − q es Q(

√
q).

2. El cuerpo de descomposición X3−1 = (X−1)(X2+X+1) sobre Q, coincide con el de X2+X+1

que es Q
(

−1+
√
−3

2

)
.

Pongamos ω = −1+
√
−3

2 . Entonces ω2 = −1−
√
−3

2 y ω3 = 1, lo que muestra que 1, ω y ω2 son las
tres ráıces del polinomio X3 − 1, es decir las tres ráıces terceras de la unidad. Obsérvese que si
α3 = a, entonces (αω)3 = (αω2)3 = a, con lo que las tres ráıces de X3 − a son α, αω y αω2. Por
ejemplo, el cuerpo de descomposición de X3 − 2 sobre Q es Q( 3

√
2, ω 3

√
2, ω2 3

√
2) = Q( 3

√
2, ω).
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3. Más generalmente, si n es un entero positivo, entonces las ráıces complejas del polinomio Xn − 1
se llaman ráıces n-ésimas de la unidad y son los números complejos de la forma

e
2πik

n (k = 0, 1, . . . , n− 1)

y están situadas en los vértices de un poĺıgono regular de n lados inscrito en una circunferencia
de radio 1.

Denotaremos
ξn = e

2πik
n

y observamos que las ráıces de Xn − 1 son las n potencias de ξn. Por tanto el cuerpo de descom-
posición de Xn − 1 sobre Q es Q(ξn).

Si a es un número complejo diferente de 0, entonces las ráıces complejas del polinomio Xn − a se
obtienen multiplicando una de ellas, digamos α, por las n ráıces n-ésimas de la unidad. Por tanto
el cuerpo de descomposición de Xn − a es Q(α, ξn) donde α es una ráız n-ésima arbitraria de a.

Una extensión de cuerpos L/K se dice que es normal si L es un cuerpo de descomposición sobre K
de una familia de polinomios no constantes de K. El siguiente caracteriza las extensiones normales.

Teorema 7.11. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensión L/K.

1. L/K es normal.

2. L es un cuerpo de descomposición sobre K de una familia de polinomios no constantes de K.

3. L/K es algebraica y para toda clausura algebraica F de L y todo K-homomorfismo σ : L→ F , se
verifica σ(L) = L, es decir, σ ∈ Gal(L/K).

4. L/K es algebraica y existe una clausura algebraica F de L que satisface 3.

5. L/K es algebraica y para todo α ∈ L, el polinomio Irr(α,K) factoriza completamente en L.

6. L/K es algebraica y todo polinomio irreducible p de K[X ] que contenga una ráız en L factoriza
completamente en L.

Demostración. La equivalencia entre 1 y 2 es la definición de extensión normal.
2 implica 3. Sea F una clausura algebraica de L y sea σ : L→ F un K-homomorfismo. Supongamos

que L es el cuerpo de descomposición de P sobre K, es decir L = K(S), donde S es el conjunto de
las ráıces de los elementos de P en F . Claramente L/K es algebraica. Además del Lema 6.7 se deduce
que σ permuta las ráıces de cada elemento de P y por tanto σ(S) = S. Esto implica que σ es una
automorfismo de L.

3 implica 4 es obvio.
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4 implica 5. Supongamos que F es una clausura algebraica de L que satisface las condiciones de
4. Si α ∈ L, entonces p = Irr(α,K) factoriza completamente en F (¿por qué?) y por tanto p =
(X − α1) · · · (X − αn) para ciertos α1, . . . , αn ∈ F . De la Proposición 6.9 se deduce que para cada
i = 1, . . . , n, existe un K-isomorfismo σ : K(α) → K(αi) tal que σ(α) = αi. Podemos considerar σ
como un homomorfismo de K(α) en F y aplicar que la extensión L/K(α) es algebraica para concluir,
con el Teorema 7.6, que σ se puede extender a un homomorfismo L → F , que denotaremos también
con σ. Por hipótesis αi = σ(α) ∈ L y concluimos que p factoriza completamente en L.

5 y 6 son equivalentes pues los polinomios irreducibles de K[X ] que tienen ráıces en L son los de la
forma aIrr(α,K), con 0 6= a ∈ K y α ∈ L.

6 implica 2. Si se cumple 6, entonces L es el cuerpo de descomposición de los polinomios irreducibles
de K[X ] que tengan una ráız en L. �

Corolario 7.12. Una extensión finitamente generada es normal si y sólo si es el cuerpo de descompo-
sición de un polinomio.

Demostración. Una implicación es obvia y para demostrar la otra, obsérvese que si L = K(α1, . . . , αn)/K
es una extensión normal, entonces L es el cuerpo de descomposición de

∏n
i=1 Irr(αi,K). �

Corolario 7.13. Si L es una clausura algebraica de K entonces L/K es normal.

Ejemplos 7.14. 1. Todas las extensiones que aparecen en los Ejemplos 7.10 son normales pues se
trata de cuerpos de descomposición de un polinomio.

2. En particular Q( 3
√

2, ω)/Q es una extensión normal, donde ω = −1+
√
−3

2 . Sin embargo la extensión

Q( 3
√

2)/Q no es una normal pues Irr( 3
√

2,Q) = X3 − 2 que tiene tres ráıces 3
√

2, 3
√

2ω y 3
√

2ω2.
Como todos los elementos de Q( 3

√
2) son números reales y ω no lo es, deducimos que el polinomio

Irr( 3
√

2,Q) no factoriza completamente en Q( 3
√

2) y, por tanto, la extensión Q( 3
√

2)/Q no es normal.

3. Toda extensión de grado 2 es normal. En efecto, si L/K es una extensión de grado 2 y α ∈ L \K,
entonces L = K(α) y por tanto p = Irr(α,K) tiene grado 2. Como p tiene una ráız en L, p es
completamente factorizable en L y por tanto L es el cuerpo de descomposición de p sobre K.

4. Por otro lado, del ejemplo 3 se deduce que las dos extensiones Q(
√

2)/Q y Q( 4
√

2)/Q(
√

2) son
normales y sin embargo la extensión Q( 4

√
2)/Q no lo es, pues p = Irr( 4

√
2,Q) = X4 − 2 tiene una

ráız en Q( 4
√

2 y no es completamente factorizable en Q( 4
√

2), ya que X4−2 = (X2−
√

2)(X2+
√

2)
y X2 +

√
2 no tiene ninguna ráız en Q( 4

√
2).

Los Ejemplos 2 y 4 de 7.14 muestran que la clase de extensiones normales no es multiplicativa en
torres pues si K ⊆ E ⊆ L es una torre de extensiones, puede ocurrir que L/K sea normal sin que lo sea
E/K y también puede ocurrir que E/K y L/E sean normales y no lo sea L/K. Para compensar estas
propiedades negativas, veamos algunas de las propiedades positivas de la clase de extensiones normales.

Proposición 7.15. 1. Si K ⊆ E ⊆ L es una torre de extensiones de cuerpos y L/K es normal,
entonces L/E es normal.

2. Si {Ei/K : i ∈ I} es una familia de extensiones normales admisibles, entonces ∩i∈IEi/K y∏
i∈I Ei/K son normales.

3. La clase de extensiones normales es cerrada para levantamientos.
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Demostración. 1 es obvio.
2. Supongamos que todos los Ei son subcuerpos de un cuerpo fijo L. Si Ei/K es el cuerpo de

descomposición de la familia de polinomios Pi y Si es el conjunto de ráıces de los elementos de Pi (en
L), entonces E =

∏
∈I Ei es la menor subcuerpo de L que contiene a K y a todos los Si, es decir que

E = K(∪i∈ISi) y por tanto E es el cuerpo de descomposición de ∪i∈IPi sobre K. Esto prueba que
E/K es normal.

Si p es un elemento irreducible de K[X ] y α ∈ ∩i∈IEi es una ráız de p, entonces, por el Teorema 7.11,
p factoriza completamente en cada Ei, con lo que p factoriza completamente en L y las ráıces de p están
en todos los Ei, es decir en ∩i∈IEi. Eso implica que ∩i∈IEi/K es normal por el Teorema 7.11.

3. Sean E/K y F/K extensiones admisibles con E/K normal. Sea P un subconjunto de K[X ] tal
que E es el cuerpo de descomposición de P sobre K, es decir E = K(S), donde S es el conjunto de las
ráıces de los elementos de P en una clausura algebraica que contenga a EF . Entonces EF = F (S) y
por tanto EF/F es normal. �

Teorema 7.16 (Clausura Normal). Sea L/K una extensión algebraica. Entonces

1. Existe una extensión N/L que verifica:

a) N/K es normal.

b) Si E es una subextensión de L y E/K es normal, entonces E = N .

En tal caso se dice que N/K es una clausura normal de L/K.

2. Todas las clausuras normales de L/K son L-isomorfas.

3. Si L/K es finita y N/L es una clausura normal de L/K, entonces N/K es finita.

Demostración. 1. Sea L una clausura algebraica de L. Como L/K es una extensión algebraica, L
también es una clausura algebraica de K. Sea

Ω = {E : E es una subextensión de L/L tal que E/K es normal}.

Como L es algebraicamente cerrado, L ∈ Ω y por tanto Ω 6= ∅. De la Proposición 7.15 se deduce que
N = ∩E∈ΩE es una extensión normal de K y claramente N verifica a) y b).

2 y 3. Sean N1/K y N2/K dos clausuras normales de L/K. Sea B una base de LK . Para cada
α ∈ B sea pα = Irr(α,K) y para cada i = 1, 2 sea Ri,α el conjunto de ráıces de pα en Ni. Sea
Fi = K(∪α∈B)Ri,α (i = 1, 2). Como Ni/K es normal y Ni contiene una ráız de pα, este polinomio es
completamente factorizable en Ni y por tanto Fi es el cuerpo de descomposición sobre K de P (en una
clausura algebraica de Ni). Por tanto Fi/K es normal de donde se deduce que Fi = Ni pues Ni/K es
una clausura normal de L/K. Luego N1 y N2 son dos cuerpos de descomposición sobre K del mismo
conjunto de polinomios. Como además K ⊆ L ⊆ Ni también N1 y N2 son cuerpos de descomposición
de P sobre L. Deducimos que N1 y N2 son L-isomorfos de la Proposición 7.9. Esto prueba 2 y también
prueba 3 pues si L/K es finita, entonces B es finita y por tanto ∪α∈BRi,α es finito, con lo que cada
Ni/K es una extensión finita. �

7.4. Problemas

1. Demostrar que, si K es un cuerpo, entonces K[X ] tiene infinitos elementos irreducibles. Deducir
que:
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a) Todo cuerpo algebraicamente cerrado es infinito.

b) Si K es finito, entonces en K[X ] existen polinomios irreducibles de grado arbitrariamente
grande (es decir, para cada n ∈ Z+, existe un polinomio irreducible de grado mayor o igual
que n).

2. Demostrar que la clausura algebraica de un cuerpo numerable tiene cardinal infinito numerable.

3. Demostrar que si K/Q es una extensión finita y K es un clausura algebraica de K, entonces
[K : Q] = ∞.

4. Calcular el cuerpo de escisión sobre Q contenido C de cada uno de los siguientes polinomios.

X4 + 1, X4 − 2, X4 +X2 + 1, X4 − 8X2 + 15, X6 + 1, X9 +X3 + 1.

5. Sea K un cuerpo arbitrario y α una ráız del polinomio p = X3 − 3X + 1 en una extensión de K.
Demostrar que α2 − 2 también es ráız p y utilizar esto para demostrar que K(α) es un cuerpo de
escisión de p sobre K.

6. Calcular un cuerpo de escisión L sobre K y [L : K] de cada uno de los siguientes polinomios, para
K = Z2 y Z3:

X2 +X + 1, X3 +X + 1, X3 +X2 +X + 1, X4 +X2 + 1.

7. Sea a un número racional que no es un cubo de un número racional y sea K el cuerpo de descom-
posición de X3 − a sobre Q, determinar [K : Q] y calcular una base de K sobre Q.

8. Dar un ejemplo de dos polinomios irreducibles sobre Q que tengan el mismo cuerpo de descom-
posición.

9. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica distinta de dos. Demostrar que el cuerpo de descomposición
sobre K del polinomio X4 − (a+ b)X2 + ab, donde a, b ∈ K, tiene grado 4 sobre K si y sólo si a,
b y ab no son cuadrados en K.

10. Demostrar que si α es transcendente sobre K, entonces K(α) no es algebraicamente cerrado.

11. Sea p ∈ K[X ] y L un cuerpo de descomposición de p sobreK. Demostrar que si E es una extensión
de K admisible con L, entonces LE es un cuerpo de descomposición de p sobre E.

12. Para cada una de los siguientes subcuerpos K de C, calcular un subcuerpo N de C que sea una
clausura normal de K/Q y calcular también [N : K]:

Q(
3
√

2), Q(
3
√

2,
4
√

5), Q(
8
√

2,
√

3), Q(ξ5), Q(
√

2,
3
√

2,
4
√

2, . . . ).

13. Demostrar que si α es un número complejo que cumple α2 = 1 + i, entonces Q(α,
√

2) es una
clausura normal de Q(α)/Q.

14. Sea K ⊆ L ⊆ N una torre de extensiones y supongamos que N/K es normal. Demostrar que L/K
es normal si y sólo si σ(L) ⊆ L para todo K-automorfismo σ de N .

15. Probar que si p ∈ K[X ] tiene grado n y L es un cuerpo de descomposición de p sobre K, entonces
[L : K] divide a n!.

16. Demostrar que si [L : K] = n y N es la clausura normal de L/K entonces [N : K] divide a n!
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17. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para dos extensiones normales finitas
N1/K y N2/K.

a) Existe un K-homomorfismo L1 → L2.

b) Existen polinomios p1, p2 ∈ K[X ] tales que p2|p1 en K[X ] y Li es la clausura normal de pi

para i = 1, 2.

18. Demostrar que toda extensión de cuerpos finitos es normal.

19. Sea N/K una extensión normal, p ∈ K[X ] irreducible y y g, h dos divisores irreducibles de p en
N [X ]. Demostrar que existe σ ∈ Gal(N/K) tal que σ(g) = h. Dar un ejemplo mostrando que el
resultado no es válido si la extensión no es normal.



Caṕıtulo 8

Extensiones ciclotómicas

8.1. Ráıces de la unidad

Como cualquier polinomio, el polinomio Xn − 1 es completamente factorizable en algún cuerpo. Las
ráıces de Xn − 1 se llaman ráıces n-ésimas de la unidad.

Obsérvese que hay un polinomio p = Xn − 1 para cada posible caracteŕıstica que puede ser 0 ó un
número primo. Si la caracteŕıstica considerada es 0 o no es divisor de n, entonces la única ráız de
p′ = nXn−1 es 0, que no es ráız de p, con lo que en tal caso p no tiene ráıces múltiples y por tanto el
polinomio p tiene n ráıces distintas. Sin embargo, si la caracteŕıstica considerada es un divisor primo p
de n, entonces p′ = 0, con lo que todas las ráıces son múltiples. De hecho como p divide a

(
p
i

)
para todo

i = 1, 2, . . . , p−1, si a y b son elementos de un anillo de caracteŕıstica p, entonces (a+ b)p = ap + bp. En
particular si consideramos Xn − 1 como un polinomio con coeficientes en Zp[X ] y n = pkm, entonces

Xn − 1 = (Xm − 1)pk

con lo que, si p ∤ m, entonces las ráıces de Xm−1 son simples y las ráıces de n tienen todas multiplicidad
pk. En resumen

Lema 8.1. Consideremos Xn − 1 como un polinomio con coeficientes en un cuerpo K.

1. Si la caracteŕıstica de K es 0 o un primo p que no divide a n, entonces Xn − 1 tiene n-ráıces
distintas en cualquier cuerpo de descomposición de Xn − 1.

2. Si la caracteŕıstica de K es p y n = pkm, con p ∤ m, entonces Xn − 1 tiene m ráıces en un cuerpo
de descomposición suyo, todas con multiplicidad pk.

Obsérvese que las ráıces ésimas de la unidad son los elementos de orden finito del grupo de unidades
de un cuerpo algebraicamente cerrado. Las ráıces n-ésimas (en una caracteŕıstica fijada) son precisamen-
te los elementos de orden de orden divisible por n y forman un subgrupo finito del grupo de unidades
del cuerpo al que pertenecen. De hecho este grupo es ćıclico.

Lema 8.2. Todo subgrupo finito del grupo de unidades de un cuerpo es ćıclico.

Demostración. Sea G un subgrupo finito del grupo de unidades K∗ de un cuerpo K. Del Teorema de
Estructura de los Grupos Abelianos Finitos (Teorema 3.22) se deduce que G ≃ Cn1 × Cn2 × · · · × Cnk

para ciertos enteros mayores que 1 tales que n1|n2| · · · |nk. Si p es un divisor primo de n1, entonces cada
Cni

tiene un subgrupo de orden p, con lo que G tiene un subgrupo isomorfo a Ck
p . Por tanto la ecuación

Xp = 1 tiene al menos pk soluciones en el cuerpo K, lo que implica que k = 1. Por tanto G ≃ Cn1 , es
decir G es ćıclico. �
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Por tanto, el grupo de la ráıces n-ésimas de la unidad (en una caracteŕıstica) es un grupo ćıclico
finito. Si la caracteŕıstica es 0, entonces el orden de este grupo es n. Si por el contrario la caracteŕıstica es
p > 0, entonces el orden de este grupo es el mayor divisor de n que no es múltiplo de p. Rećıprocamente,
si G es un subgrupo finito de orden n del grupo de unidadesK∗ de un cuerpoK entonces, por el Teorema
de Lagrange, todos los elementos de G satisfacen la ecuación Xn = 1, con lo que G está formado por las
n-ráıces n-ésimas de la unidad, lo que implica que la caracteŕıstica de K no divide a n. En tal caso G es
un grupo ćıclico y los generadores de G se llaman raices n-ésimas primitivas de la unidad. Es decir, una
ráız n-ésima primitiva de la unidad es un elemento de orden n de K∗, para algún cuerpo K. Obsérvese
que hay ráıces n-ésimas primitivas de la unidad en una caracteŕıstica si y sólo si n no es múltiplo de la
caracteŕıstica. Como consecuencia inmediata de (3.2) se deduce

Lema 8.3. Si ξ es una ráız n-ésima primitiva de la unidad, entonces ξr es una ráız n
(r,n) -ésima primitiva

de la unidad.
En particular las ráıces n-ésimas primitivas de la unidad son los elementos de la forma ξr, con

gcd(r, n) = 1.
Por tanto, si n no es múltiplo del primo p, entonces, en un cuerpo algebraicamente cerrado de

caracteŕıstica p, hay φ(n) ráıces n-ésimas primitivas de la unidad, donde φ(n) = |Z∗
n|, es decir, φ es la

Función de Euler (ver el Ejercicio 8 del Caṕıtulo 3.

8.2. Extensiones ciclotómicas

Definición 8.4. Sea K un cuerpo y n un entero positivo. Se llama n-ésima extensión ciclotómica de K
al cuerpo de descomposición de Xn−1 sobre K (que es único salvo isomorfismos por la Proposición 7.9).

Como el conjunto de las ráıces n-ésimas de la unidad forma un grupo ćıclico, toda extensión ci-
clotómica de K es de la forma K(ξ) donde ξ es un generador del grupo de ráıces n-ésimas de la unidad.

Sean ξ1, . . . , ξr las ráıces n-ésimas primitivas de la unidad (e impĺıcitamente estamos suponiendo
que la caracteŕıstica no divide a n), entonces el polinomio

Φn = (X − ξ1) · · · (X − ξr)

se llama n-ésimo polinomio ciclotómico.
Recordemos que el subcuerpo primo de un cuerpo K es el menor cuerpo contenido en él. El cuerpo

primo de K es isomorfo a Q si car(K) = 0 e isomorfo a Zp si car(K) = p. Además el subanillo primo
de K es el menor subanillo primo contenido en K, que es isomorfo a Z si car(K) = 0 e igual al cuerpo
primo si la caracteŕıstica es diferente de 0. Obsérvese que un anillo primo es o bien un cuerpo o bien
isomorfo a Z y, por tanto, es un DFU.

Proposición 8.5. Sean P y K el anillo primo y el cuerpo primo en una caracteŕıstica y sea n un
entero positivo que no es múltiplo de car(P ). Entonces

1. gr(Φn) = φ(n) = |Z∗
n|.

2. Xn − 1 =
∏

d|n Φd.

3. Φn ∈ P [X ].

4. Si ξ es una ráız de la unidad en una extensión de K, entonces Irr(ξ,K) ∈ P [X ].

Demostración. 1 es consecuencia del Lema 8.3.
2. Si G es el grupo de la n-ráıces n-ésimas de la unidad, entonces Xn − 1 =

∏
ξ∈G(X − ξ). Los

órdenes de elementos de G son divisores de G y para cada divisor d de n, los elementos de orden d
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de G son las ráıces d-ésimas primitivas de la unidad. Por tanto, si Gd denota el conjunto de las ráıces
d-ésimas primitivas de la unidad, entonces {Gd : d|n} es una partición de G, con lo que

Xn − 1 =
∏

d|n

∏

ξ∈Gd

(X − ξ) =
∏

d|n
Φd.

3. Razonamos por inducción sobre n. Si n = 1, entonces Φ1 = X − 1 ∈ P [X ]. Si n > 1 y suponemos
que 3 y 4 se verifican para todo número menor que n, entonces de 2 se tiene que

Xn − 1 = Φn

∏

n6=d|n
Φd

y tanto Xn − 1 como q =
∏

n6=d|n Φd son polinomios mónicos que están en P [X ], por la hipótesis de

inducción. Si P es un cuerpo, entonces esto implica que Φn ∈ P [X ]. En caso contrario la caracteŕıstica
es 0, P = Z y Φn es un polinomio mónico de Q[X ]. Eso implica que existe un entero a tal que aΦn es
primitivo. Eso implica que a(Xn − 1) = (aΦn)q es primitivo, lo que implica que a = ±1, y por tanto
Φn ∈ Z[X ]. �

La Proposición 8.5 proporciona un método recursivo para calcular Φn como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 8.6. Φ1 = 1, Φ2 = X2−1
Φ1

= X2−1
X−1 = X + 1, Φ3 = X3−1

Φ1
= X3−1

X−1 = X2 +X + 1, Φ4 = X4−1
Φ1Φ2

=
X4−1

(X−1)(X+1) = X2 + 1.

Si q es primo (diferente de la caracteŕıstica), entonces Φq = Xq−1
Φ1

= 1 +X +X2 + · · · +Xq−1. Por

ejemplo Φ5 = 1 +X +X2 +X3 +X4.
Podemos continuar calculando polinomios ciclotómicos:

Φ6 = X6−1
Φ1Φ2Φ3

= X6−1
(X−1)(X+1)(1+X+X2) = X2 −X + 1,

Φ10 = X10−1
Φ1Φ2Φ5

= X10−1
(X−1)(X+1)(1+X+X2+X3+X4) = X10−1

(X5−1)(X+1) = X5+1
X+1 = X4 −X3 +X2 −X + 1.

Obsérvese que la expresión de Φn no depende de la caracteŕıstica, siempre que esta caracteŕıstica
no divida a n. Sin embargo que Φn sea irreducible o śı que depende de la caracteŕıstica.

Teorema 8.7. Los polinomios ciclotómicos en caracteŕıstica 0 son irreducibles sobre Q.

Demostración. Fijemos una ráız n-ésima primitiva de la unidad ξ y sea f = Irr(ξ,Q). Tenemos que
demostrar que Φ = Φn es irreducible y, como ξ es ráız de Φ y Φ es mónico eso equivale a demostrar que
f = Φ, o lo que es lo mismo a demostrar que toda ráız n-ésima primitiva de la unidad (es decir todo
elemento de la forma ξr con mcd(r, n) = 1) es ráız de p.

Supondremos primero que r = p es primo. Sea g = Irr(ξp,Q). Como ξp es ráız de g, ξ es ráız de
g(Xp) y por tanto f divide a g1 = g(Xp) en Q[X ] y como g1 ∈ Z[X ], del Lema de Gauss, y de que
tanto f como g1 son mónicos deducimos que f divide a g1 en Z[X ]. Pongamos g1 = fg2. Considerando
el la proyección canónica Z → Zp, que extendemos de forma canónica a Z[X ] → Zp[X ]. Denotamos por
f a la imagen de f ∈ Z[X ] por este homomorfismo. Entonces utilizando el Pequeño Teorema de Fermat
y el hecho de que elevar a p es un homomorfismo en un anillo de caracteŕıstica p deducimos

g(X)p = g(Xp) = g1 = fg2.

Por tanto si q es un divisor irreducible de f en Zp[X ], entonces q divide a g. Si ξp no es ráız de f ,
entonces f y g son coprimos en Z[X ] y por tanto fg divide a Xn − 1 en Z[X ] lo que implica que fg
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divide a Xn − 1. Entonces q2 divide a Xn − 1, en contra de que Xn − 1 no tiene ráıces múltiples en una
extensión de Zp pues gcd(p, n) = 1.

Consideremos ahora un caso arbitrario, con r = p1 · · · pk con p1, . . . , pk primos y argumentemos por
inducción en k. El caso en que k = 1 es el caso considerado en el párrafo anterior. Por hipótesis de
inducción η = ξp1···pk−1 es una ráız de f , con lo que Irr(η,Q) = f . Aplicando ahora el caso visto en el
párrafo anterior a η, deducimos que ξr = ηpk es ráız de f . �

Corolario 8.8. Si ξ es una ráız n-ésima primitiva de la unidad en caracteŕıstica 0, entonces [Q(ξ) :
Q] = φ(n).

Ejercicio 8.9. El Teorema 8.7 no se verifica en caracteŕıstica positiva. Por ejemplo, en caracteŕıstica
2 tenemos Φ7 = 1 +X +X2 +X3 +X4 +X5 +X6 = (X3 +X + 1)(X3 +X2 + 1).

8.3. Problemas

Para cada entero positivo, ξn denota una ráız n-ésima primitiva de la unidad la clausura algebraica
del cuerpo considerado.

1. Calcular Φn para todos los números enteros entre 1 y 16.

2. Dar una fórmula general para Φ2p para p un número primo.

3. Demostrar que si n es par, entonces Q(ξn) tiene exactamente n ráıces de la unidad y en caso
contrario tiene 2n. ¿Cuáles son las las ráıces de la unidad en cada caso?

4. Demostrar que si n ≤ m, entonces Q(ξn) = Q(ξm) si y sólo si n = m ó n es impar y m = 2n.

5. Demostrar que si p es un número primo y αpn−1

= ξp entonces que α es una ráız pn-ésima primitiva
de la unidad.

6. Calcular las ráıces de la unidad que pertenecen a Q(
√
d) donde d es un número entero.

7. Demostrar las siguiente igualdades para ξ = ξn.

a)
∏n−1

i=0 (X − ξi) = Xn − 1.

b)
∑n−1

i=0 ξ
i = 0.

c)
∏n−1

i=1 (1 − ξi) = n.

d)
∏n−1

i=1 (1 + ξi) =

{
0 si 2|n
1 si 2 ∤ n

.

8. Sean m y n dos números naturales y d = mcd(m,n). Demostrar que Φm es el producto de φ(d)
polinomios irreducibles de Q(ξn) de grado φ(m)/φ(d).

9. Demostrar que Fn = Q(ξn)∩R = Q(ξn + ξ−1
n ) = Q(cos 2π

n ). Calcular [Q(ξn) : Fn] e Irr(ξn, Fn) en
función de n.

10. Demostrar que toda extensión de cuerpos finitos es una extensión ciclotómica.

11. Sea F = Fq un cuerpo finito de cardinal q y n un número natural coprimo con q. Demostrar

a) [F(ξn) : F] es el menor entero positivo r tal que qr ≡ 1 mod n.
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b) Demostrar que Φn (el n-ésimo polinomio ciclotómico en caracteŕıstica p) es el producto de
φ(n)/r polinomios de grado r, donde r es como en a).

c) Si n es primo, entonces Irr(ξn,F) = 1 + X + X2 + · · · + Xn−1 si y sólo si n no divide a∏n−2
i=1 (qi − 1).

(Indicación: Aplicar propiedades de los grupos ćıclicos.)

12. Sea F = Fq un cuerpo con q elementos y para cada entero n sea Id el conjunto de los polinomios
mónicos e irreducibles de grado d en F[X ]. Demostrar que Xqn −X =

∏
d|n
∏

p∈Id
p.

13. Demostrar que si n es un entero mayor o igual que 2 y p es un número primo, entonces la clausura
normal de Q( n

√
p)/Q es Q( n

√
p, e2πi/n). ¿Para que números n y p se verifica que Q( n

√
p)/Q es una

extensión normal? Calcular [Q( n
√
p, e2πi/n) : Q( n

√
p)].

14. Demostrar que la aplicación Z∗
n → Gal(Q(ξn)/Q) dada por i 7→ σi, donde σi(ξ) = ξi es un

isomorfismo de grupos.

15. Sea ξ = ξp ∈ Q, con p primo y sea λ un generador de Z∗
p. Para cada i ∈ Z∗

p, sea ǫi = ξλi

. Demostrar

a) ǫ0, ǫ1, . . . , ǫp−2 son las p− 1 ráıces primitivas de la unidad y forman una base de Q(ξ) sobre
Q.

b) El grupo de Galois Gal(Q(ξ)/Q) es ćıclico generado por el automorfismo σ de Q(ξ) dado por
σ(ξ) = ǫ1.

c) σj(ǫi) = ǫi+j , donde el sub́ındice hay que leerlo módulo p− 1.

d) Para cada k y cada divisor d de p− 1 se verifica σd(ωk,d) = ωk,d, donde

ωk,d = ǫk + ǫk+d + ǫk+2d + · · · + ǫk+( p−1
d

−1)d,

pero σd1(ωk,d) 6= ωk,d, para todo divisor d1 de p− 1 menor que d. Los elementos de la forma
ωk,d, se llaman periodos de Gauss.

16. Demostrar las siguientes propiedades de los polinomios ciclotómicos Φn.

a) Φp(X) = 1 +X +X2 + · · · +Xp−1 y Φpr = Φp(X
pr−1

) donde p es primo y r es un número
natural.

b) Φn(X) = Φp1···ps
(Xp

r1−1
1 ···prs−1

s ), donde n = pr1
1 · · · prs

s , p1, . . . , pr son primos distintos y
r1, . . . , rs son números naturales.

c) Si n es impar entonces Φ2n(X) = Φn(−X).

d) Si p es un primo que no divide a n, entonces Φpn(X)Φn(X) = Φn(Xp).

e) Φn(X) =
∏

d|n(Xn/d − 1)µ(d), donde µ es la función de Möbius definida de la siguiente
fórmula sobre los números naturales:

µ(n) =






1, si n = 1,
(−1)r, si n es el producto de r primos distintos,

0, en cualquier otro caso.

17. Sea p un número primo impar. Para cada entero n, ponemos

(
n

p

)
=






0 si n ≡ 0 mod p,
1 si n ≡ x2 6≡ 0 mod p para algún entero x,

−1 si n 6≡ x20 mod p para todo entero x.

Demostrar:
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a) {n = 1, . . . , p− 1 :
(

n
p

)
= 1} tiene p−1

2 elementos.

b) Si n ≡ m mod p, entonces
(

n
p

)
=
(

m
p

)
.

c)
(

nm
p

)
=
(

n
p

)(
m
p

)
.

d) Si ξ = ξp es una ráız p-ésima primitiva de la unidad en C y

S =

p−1∑

n=1

(
n

p

)
ξn

entonces

S2 =

(−1

p

)
p.

e) Q(ξ) contiene a Q(
√
p) ó a Q(

√−p). ¿Cuándo se da cada caso?

f ) Q(
√
p) está contenido en Q(ξ4p).

g) Toda extensión cuadrática de Q está contenida en una extensión ciclotómica.



Caṕıtulo 9

Extensiones separables

9.1. Grado de separabilidad

Definición 9.1. Sea E/K una extensión algebraica y σ : K → L un homomorfismo de cuerpos con L
algebraicamente cerrado. Se llama grado de separabilidad de la extensión E/K al cardinal del conjunto
SE

σ de las extensiones de E a L, es decir los homomorfismos τ : E → L tales que τ |K = σ. Denotamos
el grado de separabilidad de la extensión E/K por [E : K]s.

Para que la anterior sea una buena definición el cardinal de SE
σ no debe de depender de L ni de σ.

Proposición 9.2. Si E/K es una extensión algebraica entonces el cardinal SE
σ es el mismo para todos

los homomorfismos de cuerpos σ : K → L, con L algebraicamente cerrado.

Demostración. En primer lugar vamos a ver que podemos suponer que L es una clausura algebraica
de σ(K). Obsérvese que si τ ∈ SE

σ , entonces τ(E) es algebraico sobre τ(K) = σ(K). Por tanto τ(E)
está incluido en la clausura algebraica de σ(K) en L, con lo que SE

σ no se ve afectado si cambiamos L
por está clausura algebraica, que también es algebraicamente cerrada por la Proposición 7.3. A partir
de ahora supondremos que L es una clausura algebraica de σ(K).

Sea σ′ : K → L′ otro homomorfismo con L′ una clausura algebraica de σ′(K). La aplicación
σ(K) → σ′(K) dada por x→ σ′◦σ−1(x) es un isomorfismo. Por la Proposición 7.7, existe un isomorfismo
λ : L → L′ tal que λ(σ(k)) = σ′(k) para todo k ∈ K. La aplicación de SE

σ en SE
σ′ dada por τ 7→ λ ◦ τ

es biyectiva pues su inversa es la aplicación en sentido contrario dada por τ ′ 7→ λ−1 ◦ τ ′. En conclusión
el cardinal del conjunto SE

σ no depende del cuerpo algebraicamente cerrado L �

Ejemplo 9.3. Supongamos que α es algebraico sobre K y sea L una clausura algebraica de K que
contenga a α. Sea p = Irr(α,K). Por el Lema de Extensión (Lema 6.8) si τ : K(α) → L es un K-

homomorfismo (es decir τ ∈ S
K(α)
σ , donde σ : K → L es el homomorfismo de inclusión) entonces τ(α)

es una ráız de p y, rećıprocamente para cada ráız β de p, existe un isomorfismo K(α) ≃ K(β), que
podemos considerar como un K-homomorfismo de K(α) en L. Por tanto [K(α) : K]s es igual al número
de ráıces de p.

A menudo las ráıces de Irr(α,K) (en L) son llamadas también conjugados de α sobre K y, como
hemos visto son las imágenes de α por los K-automorfismos de L. Obsérvese que con esta terminoloǵıa
los conjugados de un número complejo α sobre R son exactamente α y su conjugado complejo α.

En muchos aspectos el grado de separabilidad se comporta como el grado.
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Proposición 9.4 (Propiedad Multiplicativa del Grado de Separabilidad). Si K ⊆ E ⊆ F es una torre
de cuerpos, entonces

[F : K]s = [F : E]s[E : K]s.

Demostración. Sea σ : K → L un homomorfismo de cuerpos con L algebraicamente cerrado. Como
todo elemento de SF

σ es una extensión de un elemento de SE
σ , a saber de su restricción a E, se tiene

que SF
σ = ∪τ∈SE

σ
SF

τ . Claramente los conjuntos SF
τ son disjuntos y por otro lado de la Proposición 9.2

se tiene que SF
τ = [F : E]s para todo τ ∈ SE

σ . Concluimos que

[F : K]s =
∑

τ∈SE
σ

|SF
τ | = [F : E]s[E : K]s.

�

Lema 9.5. Si K es un cuerpo de caracteŕıstica p 6= 0 entonces la aplicación ϕ : x 7→ xp de K en
si mismo es un homomorfismo de cuerpos (llamado homomorfismo de Frobenius. Si además K es
algebraico sobre su cuerpo primo (por ejemplo, si K es finito), entonces ϕ es un automorfismo de K
(conocido con el nombre de automorfismo de Frobenius.

Por tanto, si αp = βp con α, β ∈ K, entonces α = β.

Demostración. Ejercicio. �

Lema 9.6 (Uniformidad de la Multiplicidad). Si f ∈ K[X ] es irreducible, entonces todas las ráıces de
f (en un cuerpo de descomposición de f) tienen la misma multiplicidad. Además

1. Si carK = 0 entonces f no tiene ráıces múltiples.

2. Si carK = p 6= 0 entonces la multiplicidad de las ráıces de f es una potencia de p y la multiplicidad
es pn si y sólo si n es el mayor número no negativo tal que f = g(Xpn

) para algún g ∈ K[X ].

Demostración. Podemos suponer que f es mónico. Sean α1, . . . , αn las ráıces de f y sea mi la mul-
tiplicidad de αi como ráız de f . Fijemos α = α1 y m = mi. Por el Lema de Extensión, existe un
K-isomorfismo σj : K(α) → K(αj) tal que σj(α) = αj . Por tanto

n∏

i=1

(X − αi)
mi = f = σ(f) =

n∏

i=1

(X − σj(αi))
mj

De la unicidad de la factorización deducimos que mj = multiplicidad de αj , en la expresión de la
izquierda = Multiplicidad de σj(α) = αj es la expresión de la izquierda = m.

Como gr(f ′) < gr(f), se tiene que f |f ′ si y sólo si f ′ = 0. Si carK 6= 0, entonces f ′ 6= 0 y por
tanto f no divide a f ′ lo que implica que mcd(f, f ′) = 1 y por tanto f no tiene ráıces múltiples. Si
carK = p > 0, entonces f ′ = 0 si y sólo si fi = 0 para todo i ∈ N que no sea múltiplo de p (recuérdese la
notación f =

∑
i fiX

i) si y sólo si f = g(Xp) para algún g ∈ K[X ]. Como gr(g(Xp)) = pgr(g) > gr(g),

existe un número n ≥ 0 tal que f = g(Xpn

) y f no se puede poner en la forma g(Xpn+1

). Como f es
irreducible, g también lo es. Si g′ = 0 entonces g = h(Xp) para algún h ∈ K[X ] y por tanto

f = g(Xpn

) = h((Xpn

)p) = h(Xpn+1

)

en contra de la elección de n. Por tanto g es irreducible y g′ 6= 0, lo que implica que g no tiene ráıces
múltiples. Si α1, . . . , αk son las distintas ráıces de f , αpn

1 , . . . , αpn

k son ráıces de g y todas son distintas,
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por el Lema 9.5. Vamos a ver que estas son las únicas ráıces de g. En efecto si aparte de éstas, g tuviera
otras ráıces β1, . . . , βl, entonces

g = (X − αpn

1 ) · · · (X − αpn

k )(X − β1) · · · (X − βl)

y por tanto

f = (Xpn − αpn

1 ) · · · (Xpn − αpn

k )(Xpn − β1) · · · (Xpn − βl).

Si γ es una ráız de (Xpn −β1) · · · (Xpn −βl), entonces γ es una ráız de f y por tanto γ = αi para algún
i = 1, . . . , k y γpn

= βpn

algún j = 1, . . . , l. Eso implica que αi = γi = βj, en contra de que los α y los
β son diferentes. En resumen,

g = (X − αpn

1 ) · · · (X − αpn

k )

y por tanto

f = (Xpn − αpn

1 ) · · · (Xpn − αpn

k ) = (X − α1)
pn · · · (X − αk)pn

lo que implica que todas las ráıces de f tienen multiplicidad pn. �

Definición 9.7. Si f ∈ K[X ] entonces se llama grado de separabilidad de f al número de ráıces
distintas de f (en un cuerpo de descomposición de f) y grado!de inseparabilidad de f a la multiplicidad
de cualquiera de las ráıces de f .

Los grados de separabilidad e inseparabilidad de f los denotamos por grs(f) y gri(f), respectivamente.

Obviamente

gr(f) = grs(f)gri(f) (9.1)

Del Ejemplo 9.3 se deduce que

Proposición 9.8. Si α es algebraico sobre K, entonces [K(α) : K]s = grs(Irr(α,K)).

Proposición 9.9. Si E/K es una extensión finita de cuerpos, entonces [E : K]s es un entero positivo
que divide a [E : K].

Demostración. Que [L : K]s es positivo quiere decir que todo homomorfismo K → L, con L alge-
braicamente cerrado se extiende a un homomorfismo E → L, lo cual ya lo vimos en el Teorema 7.6.
Para demostrar que [E : K]s divide a n = [E : K] razonamos por inducción sobre n, con el caso n = 1
trivial. Supongamos que n > 1 y la hipótesis de inducción. Sea α ∈ L \K. Entonces [L : K(α)] < n y,
por la hipótesis inducción, [L : K(α)]s divide a [L : K(α)]. Pongamos k = [L : K(α)]/[L : K(α)]s. Si
p = Irr(α,K), entonces aplicando la Proposición 9.8 y la fórmula (9.1) se deduce que

[L : K] = [L : K(α)][K(α) : K] = k[L : K(α)]sgr(p) = k[L : K(α)]sgrs(p)grip
= (kgri(p))[L : K(α)]s[K(α) : K]s = (kgri(p))[L : K]s.

�

Se llama grado de inseparabilidad de una extensión finita E/K al cociente

[E : K]i =
[E : K]

[E : K]s
.
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9.2. Extensiones separables

Definición 9.10. Un polinomio f ∈ K[X ] no constante se dice que es separable si no tiene ráıces
múltiples en una extensión de K, o lo que es lo mismo si mcd(f, f ′) = 1.

Si α es un elemento de una extensión L de K entonces se dice que α es separable sobre K si es
algebraico y Irr(α,K) es un polinomio separable.

Una extensión L/K se dice que es separable si todo elemento de L es separable sobre K. En particular
una extensión separable es algebraica.

Una extensión L/K se dice que es puramente inseparable si los únicos elementos de L que son
separables sobre K son los elementos de K.

Claramente si f ∈ K[X ] es irreducible entonces f es separable si y sólo si grs(f) = gr(f) si y sólo si
gri(f) = 1. Por otro lado como consecuencia del Lema 9.6 se tiene:

Proposición 9.11. Si carK = 0 entonces todo polinomio irreducible de K[X ] es separable y por tanto
toda extensión algebraica de K es separable.

Además de la Proposición 9.8 se deduce que un elemento algebraico α sobre K es separable si y sólo
si [K(α) : K] = [K(α) : K]s si y sólo si [K(α) : K]i = 1.

Teorema 9.12. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensión finita L/K:

1. L/K es separable.

2. [L : K] = [L : K]s.

3. [L : K]i = 1.

Demostración. La equivalencia entre 2 y 3 es obvia.
2 implica 1. Supongamos que [L : K] = [L : K]s y sean α ∈ L y E = K(α). Entonces, de las

propiedades multiplicativas del grado y del grado de separabilidad (Proposición 9.4) deducimos

[L : E][E : K] = [L : K] = [L : K]s = [L : E]s[E : K]s.

Como los dos factores de la derecha son menores o iguales que los de la izquierda y todos son enteros
positivos, deducimos que [L : E] = [L : E]s y [K(α) : K] = [K(α) : K]s y ya sabemos que esto último
es equivalente a que α sea separable sobre K.

1 implica 2. Supongamos que L/K es separable y razonemos por inducción sobre n = [L : K], con
nada que demostrar en el caso en que n = 1. Supongamos que n > 1 y la hipótesis de inducción.
Elegimos α ∈ L \ K. Como Irr(β,K(α)) divide a Irr(β,K), para todo β ∈ L, tenemos que L/K(α)
es separable y como [L : K(α)] < n, deducimos que [L : K(α)] = [L : K(α)]s, por la hipótesis de
inducción. Además, como α es separable sobre K se tiene que [K(α) : K] = [K(α)s : K]. Uniendo estas
dos igualdades obtenemos

[L : K] = [L : K(α)][K(α) : K] = [L : K(α)]s[K(α) : K]s = [L : K]s.

�

Una consecuencia inmediata del Teorema 9.12 y de las propiedades multiplicativas de los grados es
el siguiente

Corolario 9.13. La clase de extensiones separables es multiplicativa.

Veamos más consecuencias del Teorema 9.12.
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Corolario 9.14. Si L = K(A) y todos los elementos de A son separables sobre K entonces L/K es
separable.

Demostración. Si α ∈ L, entonces existe B ⊆ A finito tal que α ∈ K(B), lo que implica que en
la demostración podemos suponer que A es finito. Si A = {α1, . . . , αn} entonces cada αi es separable
sobre K y por tanto también sobre K(α1, . . . , αi−1). Aplicando que la clase de extensiones separables
es multiplicativa, basta demostrar el Corolario para el caso en que A tiene un único elemento α. Pero
esto está claro pues si α es separable sobre K, entonces [K(α) : K] = [K(α) : K]s, es decir K(α)/K es
separable. �

Una consecuencia inmediata del Corolario 9.14 es el siguiente

Corolario 9.15. Si L/K es una extensión de cuerpos entonces el conjunto de los elementos de L
que son separables sobre K es un subcuerpo de L que contiene a K. Este subcuerpo se llama clausura
separable

Un último corolario

Corolario 9.16. La clase de extensiones separables es cerrada para levantamientos.

Demostración. Sean E/K y E/K extensiones admisibles con E/K separable. Cada elemento de E es
separable sobre K y por tanto también es separable sobre F , con lo que del Corolario 9.14 deducimos
que EF = F (E)/F es separable. �

Finalmente

Proposición 9.17. Si L/K es una extensión finita y S es la clausura separable de L/K entonces
[L : K]s = [S : K].

9.3. Elementos primitivos

Recordemos que una extensión L/K se dice que es simple L = K(α) para algún α ∈ L. En tal caso
se dice que α es un elemento primitivo de la extensión L/K.

Lema 9.18. Sean α y β elementos de una extensión L de K y sean a y b elementos distintos de K. Si
E = K(α+ aβ) = K(α+ bβ), entonces E = K(α, β).

Demostración. Supongamos que E = K(α + aβ) = K(α + bβ). La inclusión E ⊆ K(α, β) es obvia.
Para ver la otra inclusión observemos que (a− b)β ∈ E y por tanto β ∈ E, lo que implica que α ∈ E. �

Vamos a denotar con Sub(L/K) al conjunto de las subextensiones de L/K, es decir Sub(L/K) es el
conjunto de los subcuerpos de L que contienen a K.

Teorema 9.19 (Artin). Una extensión finita L/K es simple si y sólo si Sub(L/K) es finito.

Demostración. Si K es finito, entonces L es finito (¿por qué?) y por tanto Sub(L/K) es finito. Además
L∗ es ćıclico (Lema 8.2) y si α es un generador de L∗ entonces L = K(α). Esto muestra el Teorema
para el caso en que K es finito, por lo que a partir de ahora supondremos que K es infinito.

Supongamos primero que Sub(L/K) es finito. Como K es infinito y Sub(L/K) es finito, aplicando
el Lema 9.18, deducimos que para todo α, β ∈ L existen dos elementos distintos a y b de K tales que
K(α+ aβ) = K(α+ bβ), lo que implica que K(α, β) es simple. Si n es el menor número de elementos
de L tales que L = K(α1, . . . , αn) y n ≥ 2 entonces existe β ∈ L tal que K(α1, α2) = K(β) y por tanto

L = K(α1, α2, . . . , αn) = K(α1, α2)(α3, . . . , αn) = K(β)(α3, . . . , αn) = K(β, α3, . . . , αn)



122

en contra de la minimalidad de n. Por tanto n = 1, es decir L/K es simple.
Rećıprocamente, supongamos que L/K es simple y sea α ∈ L con L = K(α). Para cada E ∈

Sub(L/K) sea pE = Irr(α,E). Si P es el conjunto de los divisores mónicos de pK en L(X) entonces
P es finito pues si (α1, . . . , αn) son las ráıces de pK en una clausura algebraica de L, entonces cada
elemento de P es el producto de algunos de los polinomios X−α1, . . . , X−αn. Además E 7→ pK define
una aplicación de Sub(L/K) a P y para acabar la demostración basta demostrar que esta aplicación
es inyectiva. Para ver esto vamos a demostrar que E está generado sobre K por los coeficientes de pE .
En efecto, si E ∈ Sub(L/K) y F es el elemento de Sub(L/K) generado sobre K por los coeficientes de
pE , pE ∈ F [X ] y pE(α) = 0 lo que implica que pF divide a pE . Luego [L : E] = [E(α) : E] = gr(pE) ≥
gr(pF ) = [F (α) : F ] = [L : F ], o lo que es lo mismo [E : K] ≤ [F : K] y F ⊆ E de donde concluimos
que E = F como queŕıamos. �

Corolario 9.20 (Teorema del Elemento Primitivo). Toda extensión separable finita es simple (es decir,
tiene un elemento primitivo).

Demostración. Ya sabemos que si K es finito, entonces L/K es simple por lo que supondremos que
K es infinito.

Sea L/K una extensión separable finita y sea n el menor número de elementos de L necesarios
para generar L sobre K. Tenemos que demostrar que n = 1, con lo que suponemos n ≥ 2. Pongamos

L = K(α1, . . . , αn). Sea σ la inclusión de K en una clausura algebraica de L y sea S = S
K(α1,α2)
σ =

{σ1, . . . , σm}. Consideremos el polinomio

p =
∏

i6=j

(σi(α1) − σj(α1) +X(σi(α2) − σj(α2))).

Para todo i 6= j, σi 6= σj y por tanto σi(α1) 6= σj(α1) ó σi(α2) 6= σj(α2), con lo que los factores lineales
que aparecen en la definición de p son diferentes de 0 y por tanto p 6= 0. Como K es infinito existe
a ∈ K tal que p(a) 6= 0, o lo que es lo mismo, si β = α1 + aα2, entonces σi(β) 6= σj(β) para todo
i 6= j. Esto muestra que [K(β) : K]s ≥ m y, como todas las subextensiones de L/K son separables,
tenemos n ≤ [K(β) : K]s = [K(β) : K] ≤ [K(α1, α2) : K] = [K(α1, α2) : K]s ≤ n. Concluimos que
K(α1, α2) = K(β) y por tanto

L = K(α1, α2, . . . , αn) = K(α1, α2)(α3, . . . , αn) = K(β)(α3, . . . , αn) = K(β, α3, . . . , αn)

en contra de la minimalidad de n. �

9.4. Problemas

1. Para cada uno de los siguiente polinomios y los siguientes cuerpos decidir qué polinomios son
separables sobre qué cuerpos. Polinomios: X3 + 1, X4 + 2X − 1 y X3 − 21X2 + 147X − 343 sobre
Q,Z2,Z3,Z7.

2. Decidir sobre la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, demostrando las verdaderas y
dando un contraejemplo de las falsas.

a) Todo polinomio irreducible de K[X ] es separable.

b) Toda extensión separable en normal.

c) Toda extensión normal es separable.
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d) Toda extensión de cuerpos finitos es separable.

e) Toda extensión finita es separable.

f ) Si la caracteŕıstica de K no divide al grado de la extensión L/K, entonces la extensión L/K
es separable.

g) Si p ∈ K[X ] tiene grado n, L es un cuerpo de escisión de p sobre K y la caracteŕıstica de K
no divide a n, entonces L/K es separable.

h) Si p ∈ K[X ] tiene grado n, L es un cuerpo de escisión de p sobre K y la caracteŕıstica de K
no divide a n!, entonces L/K es separable.

i) Si p ∈ K[X ] es separable sobre K entonces el cuerpo de escisión de p sobre K es normal
sobre K.

3. Construir una extensión finita que no sea simple. (Indicación: Fp(X,Y )/?.)

4. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K y un elemento α
algebraico sobre K.

a) [K(α) : K]s = 1, es decir, la extensión K(α)/K es puramente inseparable.

b) αpn ∈ K para algún n ≥ 0.

c) Irr(α,K) = Xpn − a, para algún n ≥ 0 y algún a ∈ K.

Se dice que α es puramente inseparable sobre K si es algebraico sobre K y se verifican las condi-
ciones anteriores.

5. Demostrar que una extensión algebraica de cuerpos L/K es puramente inseparable, si todo ele-
mento de L es puramente inseparable sobre K.

6. Demostrar que si K es un cuerpo de caracteŕıstica p > 0 y n ≥ 0, entonces Kpn

= {apn

: a ∈ K}
es un subcuerpo de K y K/Kpn

es una extensión puramente inseparable.

7. Demostrar que la clase de extensiones puramente inseparables es multiplicativa en torres y estable
por levantamientos.

8. Demostrar que si L = K(A) y los elementos de A son puramente inseparables sobre K, entonces
L/K es puramente inseparable.

9. Sea L/K una extensión de cuerpos. Demostrar que P = {α ∈ L : α es puramente inseparable sobre K}
es un subcuerpo de L. Este cuerpo se llama clausura puramente inseparable de L/K (o de K en
L).

10. Demostrar que si L/K es una extensión finita y puramente inseparable, entonces [L : K] es una
potencia de la caracteŕıstica de K. (Se entiende que 00 = 1.)

11. Sea L/K una extensión algebraica. Demostrar que existen subextensiones S y P de L/K tales
que S/K y L/P son separables y L/S y P/K son puramente inseparables. Demostrar también
que si E es una subextensión de L/K, entonces

a) L/E es puramente inseparable si y sólo si S ⊆ E.

b) L/E es separable si y sólo si P ⊆ E.

c) Si E ∩ S = K si y sólo si E ⊆ P .
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12. Sea p = Y 6 − X ∈ K[Y ], con K = F3(X), y sea α una ráız de p, en un clausura algebraica de
K. Estudiar la separabilidad de αn sobre K, para dada n ≥ 1 y calcular las clausuras separable
y puramente inseparable de K(α)/K.

13. Sea K = F2(X), el cuerpo de fracciones del anillo de polinomios F2[X ] y L = K( 4
√
X). Sean S y

P las clausuras separable y puramente separables de L/K. Demostrar que L 6= SP .

14. Demostrar que las siguientes condiciones son equivalentes para un cuerpo K.

a) Todo polinomio irreducible en K[X ] es separable.

b) Toda extensión algebraica de K es separable.

c) carK = 0 ó carK = p 6= 0 y K = Kp.

Un cuerpo que satisface estas condiciones se dice que es perfecto.

15. Demostrar:

a) Todo cuerpo finito es perfecto.

b) Si K es perfecto y L/K es una extensión algebraica, entonces L es perfecto.

c) Si L es perfecto y L/K es una extensión separable, entonces K es perfecto.

d) Si L es perfecto y L/K es una extensión finita, entonces K es perfecto.

16. Demostrar que el cuerpo de fracciones K(X) del anillo de polinomios K[X ] es perfecto si y sólo
si carK = 0.

17. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p y K una clausura algebraica de K. Sea

p
√
K = {x ∈ K : xp ∈ K}.

Demostrar que
K ⊆ p

√
K ⊆ p

√
K ⊆ . . .

es una sucesión de subextensiones de K/K y que la unión de estos subcuerpos es la menor
subextensión de K/K que es un cuerpo perfecto. Esta unión se llama clausura perfecta de K.

18. Dados dos números racionales a y b, encontrar un elemento primitivo de Q(
√
a,
√
b) sobre Q.

19. Encontrar un elemento primitivo de la extensión Q(
√

2, 3
√

2)/Q.

20. Sea L/K una extensión separable de grado n y sea α ∈ L. Demostrar que α es un elemento
primitivo de L/K si y sólo si α tiene n conjugados.

21. Demostrar que si K un cuerpo de caracteŕıstica p 6= 0 y X e Y son dos indeterminadas, entonces
la extensión K( p

√
X, p

√
Y )/K(X,Y ) tiene infinitas subextensiones pero no es simple.

22. Sea K = F2(T ) el cuerpo de funciones racionales sobre el cuerpo con dos elementos F2, en la
variable T y sean F = X2 − T y G = X2 − (T 2 + T 3) y α y β ráıces de F y G en una extensión
de K. Demostrar que K(α, β)/K es una extensión de grado 4 que no es simple.

23. Sea p ∈ K[X ] de grado n. Demostrar que si la caracteŕıstica de K no divide a n! entonces p es
separable sobre K.



Caṕıtulo 10

Extensiones de Galois

10.1. La correspondencia de Galois

Recordemos que si L/K es una extensión de cuerpos, entonces el grupo de Galois de L/K es el
grupo Gal(L/K) formado por los automorfismos de L/K, es decir los K-automorfismos de L.

Ejemplos 10.1. 1. Claramente Gal(K/K) = 1. De hecho no son estos los únicos ejemplos de ex-
tensiones con grupo de Galois trivial. Por ejemplo, si a es un número racional positivo que no es
el cubo de un número racional, entonces p = X3 − a es irreducible en Q[X ]. Las ráıces de p son
α = 3

√
a, ωα y ω2α, donde ω es una ráız tercera primitiva de la unidad. Como ω no es un número

real, la única ráız de p que pertenece a K(α) es α y por tanto Gal(K(α)/K) = 1 (¿por qué?).

2. Si L/K es una extensión de grado 2 y carK 6= 2, entonces Gal(L/K) tiene dos elementos. En
efecto, si α ∈ L \ K, entonces L = K(α) y por tanto p = Irr(α,K) tiene grado 2. Pongamos

p = X2+aX+b = (X+ a
2 )2+b− a2

4 y sean β = α+ a
2 y c = a2

4 −b. Entonces q = Irr(β,K) = X2−c
y L = K(β) = K(

√
c). Como las ráıces de q son ±β, si σ ∈ Gal(L/K) entonces σ(β) = ±β, con

lo que efectivamente Gal(L/K) tiene dos elementos. (¿Estás seguro de que tiene dos?).

En particular el grupo de Galois Gal(C/R) tiene orden 2 y de hecho está formado por la identidad
y la conjugación.

3. En el Ejercicio 19 del Caṕıtulo 1 se vio que el único automorfismo de R es la identidad con lo que
Gal(R/K) = 1 para todo subcuerpo K de R.

4. Sea K = Q(
√

2,
√

3) y σ ∈ Gal(K/Q). Entonces σ(
√

2) = ±
√

2 y σ(
√

3) = ±
√

3 y por tanto
Gal(K/Q) tiene a lo sumo 4 elementos. De hecho Gal(K/Q) tiene exactamente cuatro elementos.
En efecto, en el Ejemplo 2 hemos visto que Gal(Q(

√
2)/Q) tiene 2 elementos. Por otro lado√

3 6∈ Q(
√

2) (ver Ejercicio 12 del Caṕıtulo 6). Por tanto K/Q(
√

2) es una extensión separable
(¿por qué?) de grado 2, con lo que cada uno de los dos elementos de Gal(Q(

√
2)/Q) tiene dos

extensiones a un homomorfismo de K en una clausura algebraica de K que, como además K/Q
es normal (¿por qué?), estas dos extensiones son elementos de Gal(K/Q). Por tanto Gal(K/Q)
tiene cuatro elementos: σ++, σ+−, σ−+, σ−− dados por σab(

√
2) = a

√
2 y σab(

√
3) = b

√
3.

5. Sea ξ = ξn una ráız n-ésima primitiva de la unidad y sea L = K(ξ)/K una extensión ciclotómica.
Si σ ∈ Gal(L/K), entonces σ(ξ) = ξi para algún entero i, coprimo con n y σ está completamente
determinada por el resto de i módulo n. Por tanto tenemos una aplicación ψ : Gal(L/K) → Z∗

n

que asocia σ ∈ Gal(L/K) con la única clase Z∗
n que contiene a i (con σ(ξ) = ξi). Entonces ψ

125
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es un homomorfismo inyectivo de grupos (comprobarlo) y por tanto Gal(L/K) es isomorfo a un
subgrupo de Z∗

n. En particular el grupo de Galois de toda extensión ciclotómica es abeliano.

Si además K = Q, entonces Irr(ξ,Q) = Ψn, el n-ésimo polinomio ciclotómico (Teorema 8.7). Por
tanto para cada i coprimo con n existe un elementos σ ∈ Gal(L = Q(ξ)/Q) con σ(ξ) = ξi. En
otras palabras, Gal(Q(ξ)/Q) es isomorfo a Z∗

n y un isomorfismo τ : Z∗
n → Gal(Q(ξ)/Q) viene dado

asociando i ∈ Z∗
n con el único automorfismo τi de Q(ξ) tal que τi(ξ) = ξi.

Obsérvese que si φ : L → L′ es un K-isomorfismo, entonces la aplicación Gal(L/K) → Gal(L′/K)
dada por σ 7→ φσφ−1 es un isomorfismo.

Si L/K es una extensión algebraica y L es una clausura algebraica de L, entonces podemos ver
cada elemento de Gal(L/K) como un elemento de SL

1 = {σ : L → L : σ|K = 1K}. Por tanto de la
Proposición 9.9 deducimos:

Proposición 10.2. Si L/K es una extensión finita entonces |Gal(L/K)| ≤ [L : K]s ≤ [L : K].

Recordemos que Sub(L/K) denota el conjunto de las subextensiones de L/K. Si G es un grupo,
entonces vamos a denotar por Sub(G) al conjunto de todos los subgrupos de G y si H es un subgrupo
de G, entonces Sub(G/H) es el conjunto de los subgrupos de G que contienen a H . En realidad esta
notación es ambigua pues si N es un subgrupo normal de G, entonces Sub(G/N) tiene dos significados:
El conjunto de los subgrupos de G que contienen a N y el conjunto de los subgrupos de G/N . El Teorema
de la Correspondencia (Teorema 1.15) nos muestra que esta ambigüedad no es muy grave. Consideramos
Sub(L/K) y Sub(G/H) como conjuntos ordenados por la inclusión. Una aplicación f : (A,≤) → (B,≤)
entre conjuntos ordenados se dice que es un homomorfismo de conjuntos ordenados si conserva el orden,
es decir si para cada x, y ∈ A tales que x ≤ y se verifica que f(x) ≤ f(y); y se dice que es un
anti-homomorfismo de conjuntos ordenados si f(x) ≥ f(y) para todo x, y ∈ A con x ≤ y.

Si L/K es una extensión de cuerpos entonces tenemos dos aplicaciones

(−)′ = Gal(L/−) : Sub(L/K)⇆ Sub(Gal(L/K)) : (−)′ = L(−).

La aplicación que va para la derecha, asocia F ∈ Sub(L/K) con

F ′ = Gal(L/F ) = {σ ∈ Gal(L/K) : σ(x) = x para todo x ∈ F}

y la que va para la izquierda, asocia H ∈ Sub(Gal(L/K)) con

H ′ = LH = {a ∈ L : σ(x) = x, para todo σ ∈ H}.

El par formado por estas aplicaciones se llama correspondencia de Galois de la extensión L/K. Veamos
algunas propiedades de la correspondencia de Galois.

Proposición 10.3. La correspondencia de Galois (−)′ de una extensión de cuerpos L/K satisface las
siguientes propiedades:

1. L′ = 1 y K ′ = G = Gal(L/K).

2. (−)′ = Gal(L/−) y (−)′ = L(−) son antihomomorfismos.

3. 1′ = L (donde 1 es el subgrupo trivial de Gal(L/K).

4. X ⊆ X ′′ y X ′ = X ′′′, tanto si X ∈ Sub(L/K) como si X ∈ Sub(Gal(L/K)).

5. Las dos aplicaciones que forman la correspondencia de Galois inducen un anti-isomorfismo de
conjuntos ordenados entre sus dos imágenes.
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Demostración. 1, 2, 3 y la inclusión X ⊆ X ′′ son sencillos ejercicios. Por tanto X ⊆ X ′′ y X ′ ⊆ X ′′′, y
de 2 se deduce que X ′′′ ⊆ X ′. Lo que prueba la igualdad de 4. Finalmente 5 es consecuencia inmediata
de 2 y la igualdad de 4. �

Los elementos de las imágenes de las dos aplicaciones de la correspondencia de Galois se dice que son
respectivamente subcuerpos cerrados en L/K o subgrupos cerrados en Gal(L/K) o en L/K. Obsérvese
que de la propiedad 4 de la Proposición 10.3 se tiene que

X es cerrado si y sólo si X = X ′′.

y la propiedad 5 se puede reescribir como

Corolario 10.4. Las aplicaciones de la correspondencia de Galois de una extensión de cuerpos L/K se
restringen a un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre los subcuerpos y los subgrupos cerrados
en L/K.

Obsérvese que L, 1 y Gal(L/K) son cerrados en L/K, pero K no tiene porque serlo. Por ejemplo,
si L 6= K y Gal(L/K) = 1 (ver Ejemplos 10.1) entonces K ′′ = 1′ = L 6= K.

Proposición 10.5. Sea L/K una extensión de cuerpos.

1. Si E1 ⊆ E2 son subextensiones de L/K con E2/E1 finita entonces [E′
1 : E′

2] ≤ [E2 : E1].

2. Si H1 ≤ H2 son subgrupos de Gal(L/K) con [H2 : H1] <∞, entonces [H ′
1 : H ′

2] ≤ [H2 : H1].

Demostración. 1. Razonamos por inducción sobre n = [E2 : E1], con el caso n = 1 obvio. Supongamos
pues que n > 1 y la hipótesis de inducción. Sean α ∈ E2 \E1, p = Irr(α,E1) y s = gr(p) > 1. Entonces
[E2 : E1(α)] < n. Si s < n, entonces por la hipótesis de inducción tenemos

[E′
1 : E′

2] = [E′
1 : E1(α)′][E1(α)′ : E′

2] ≤ [E1(α) : E1][E2 : E1(α)] = [E2 : E1].

En caso contrario, E2 = E1(α). Sean X = E′
1/E

′
2, R el conjunto de ráıces de Irr(α,E1) y φ : X → R

la aplicación dada por φ(σE′
2) = σ(α). Es fácil ver que esta aplicación está bien definida y es inyectiva.

Por tanto [E′
1 : E′

2] ≤ |R| ≤ gr(p) = [E2 : E1].

2. PongamosH2/H1 = {τ1H1, . . . , τnHn} con τ1 = 1 y razonemos por reducción al absurdo, es decir,
supondremos que [H ′

1 : H ′
2] > n. Entonces existen α1, . . . , αn, αn+1 ∈ H ′

1, linealmente independientes
sobre H ′

2. Consideremos la matriz

A =





τ1(α1) τ1(α2) . . . τ1(αn+1)
τ2(α1) τ2(α2) . . . τ2(αn+1)
. . . . . . . . . . . .

τn(α1) τn(α2) . . . τn(αn+1)





y sea r el rango de A. Reordenamos los α1 para que las primeras r columnas sean linealmente indepen-
dientes. Entonces la columna r+1 es combinación lineal de las r primeras (obsérvese que r ≤ n < n+1 ≤
número de columnas de A) y por tanto existe a = (a1, . . . , ar, 1, 0, . . . , 0) ∈ Ln+1 tal que Aa = 0. Como
τ1 = 1 tenemos

α1a1 + · · · + αrar + αr+1 = 0

y, como los αi son linealmente independientes sobre H ′
2 existe 1 ≤ i ≤ r tal que ai 6∈ H ′

2. Reordenando
a1, . . . , ar podemos suponer que a1 6∈ H ′

2, es decir σ(a1) 6= a1 para algún σ ∈ H2.
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La aplicación H2/H1 → H2/H1 dada por τH1 7→ στH1 es inyectiva pues si σσ1H1 = σσ2H1,
entonces σ−1

2 σ1 = (σσ2)
−1(σσ1) ∈ H1, luego σ1H1 = σ2H1. Por tanto existe una permutación ρ ∈ Sn

tal que σ−1τi = τρ(i) para todo i = 1, . . . , n, con lo que la matriz

B =





σ−1τ1(α1) σ−1τ1(α2) . . . σ−1τ1(αn+1)
σ−1τ2(α1) σ−1τ2(α2) . . . σ−1τ2(αn+1)

. . . . . . . . . . . .
σ−1τn(α1) σ−1τn(α2) . . . σ−1τn(αn+1)





se obtiene permutando las filas de la matriz A. Eso implica que Ba = 0 y por tanto Aσ(a) = 0, donde

σ(a) =





σ(a1)
...

σ(ar)
1
0
...
0





.

Luego A(a− σ(a)) = 0 y

a− σ(a) =





a1 − σ(a1)
...

ar − σ(ar)
0
0
...
0





.

con a1 − σ(a1) 6= 0. Eso implica que las r primeras columnas de A son linealmente dependientes en
contra de la elección, lo que proporciona la contradicción deseada. �

Corolario 10.6. Sea L/K una extensión de cuerpos.

1. Si K ⊆ E1 ⊆ E2 ⊆ L es una torre de cuerpos, con [E2 : E1] <∞ y E1 cerrado en L/K entonces
E2 es cerrado en L/K y [E′

1 : E′
2] = [E2 : E1].

2. Si H1 ≤ H2 ≤ Gal(L/K) son subgrupos de Gal(L/K) con [H2 : H1] < ∞ y H2 cerrado en L/K
entonces H1 es cerrado en L/K y [H ′

1 : H ′
2] = [H2 : H1].

Demostración. 1. Aplicando el primer apartado de la Proposición 10.5 a E1 ≤ E2 obtenemos que
[E′

1 : E′
2] ≤ [E2 : E1] y aplicando el segundo apartado a E′

2 ⊆ E′
1 obtenemos [E′′

2 : E′′
1 ] ≤ [E′

1 : E′
2].

Como E1 es cerrado tenemos que [E′′
2 : E1] = [E′′

2 : E′′
1 ] ≤ [E2 : E1] y como E2 ⊆ E′′

2 , concluimos que
E2 = E′′

2 , es decir E′′
2 es cerrado.

2. Es completamente análoga. �
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10.2. Extensiones de Galois

Definición 10.7. Una extensión de Galois es una extensión de cuerpos que es normal y separable.

La siguiente proposición es consecuencia inmediata de las Proposiciones 7.15 y 9.16.

Proposición 10.8. La clase de extensiones de Galois es cerrada para levantamientos.

El siguiente Teorema caracteriza las extensiones de Galois.

Teorema 10.9. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensión de cuerpos L/K.

1. L/K es una extensión de Galois.

2. L/E es una extensión de Galois para todo E ∈ Sub(L/K).

3. L/K es algebraica y toda subextensión de L/K es cerrada.

4. L/K es algebraica y K es un subcuerpo cerrado de L/K.

5. L/K es algebraica y para todo α ∈ L\K existe σ ∈ Gal(L/K) tal que σ(α) 6= α. En otras palabras

LGal(L/K) = K.

Demostración. 1 implica 2 es consecuencia de la Proposición 10.8.
2 implica 3. Supongamos que L/K satisface 2 y sea E ∈ Sub(L/K). De la Proposición 10.3 se tiene

que E ⊆ E′′ y tenemos que demostrar que se verifica la igualdad, o lo que es lo mismo tenemos que
demostrar que si α ∈ L \ E entonces existe σ ∈ Gal(L/E) tal que σ(α) 6= α. Si α ∈ L \ E, entonces
p = Irr(α,E) tiene una ráız en L y, como L/E es normal, p es completamente factorizable en L. Como
además L/E es separable y α 6∈ E, existe α 6= β ∈ L tal que β también es ráız de p. De la Proposición 6.9
se deduce que existe un E-isomorfismo σ : E(α) → E(β). Sea L una clausura algebraica de L. Como
L/E es algebraica (y por tanto también lo es L/E(α)) σ se extiende a un homomorfismo L → L, que
también denotaremos por σ, y como L/E es normal, σ(L) ⊆ L, con lo que σ ∈ Gal(L/E). Deducimos
que α 6= β = σ(α).

3 implica 4 y 4 implica 5 son obvios.
5 implica 1. Supongamos que L/K verifica 5. Sea α ∈ L y sean p = Irr(α,K) y n = gr(p). Tenemos

que demostrar que p factoriza completamente en L (para demostrar que L/K) es normal) y que p
no tiene ráıces múltiples (para mostrar que L/K es separable) o lo que es lo mismo que p tiene n
ráıces (distintas) en L. Sea R = {α = α1, . . . , αr} el conjunto de las (distintas) ráıces de p en L y sea
q = (X −α1) · · · (X −αr). Si σ ∈ Gal(L/K), entonces σ(αi) es una ráız de p en L, lo que implica que σ
induce una permutación de R y por tanto σ(q) = q, es decir σ(a) = a para cada uno de los coeficientes
a de q. Como estamos suponiendo que L/K satisface la propiedad 5, concluimos que cada uno de estos
coeficientes pertenece a K, es decir q ∈ K[X ]. Como r = gr(q) ≤ n = gr(p) y p tiene grado mı́nimo
entre los polinomios de K[X ] que tienen a α como ráız deducimos que p = q, y por tanto r = n. �

La siguiente proposición muestra criterios para decidir si una extensión es de Galois para el caso de
extensiones finitas.

Proposición 10.10. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensión finita L/K.

1. L/K es una extensión de Galois.

2. [L : K] = |Gal(L/K)|

3. [L : E] = |Gal(L/E)| para todo E ∈ Sub(L/K).
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Demostración. 1 implica 3. Supongamos que L/K es de Galois y sea E ∈ Sub(L/K). Entonces L/E
es de Galois (Teorema 10.10). De que L/E sea normal se deduce que si L es una clausura algebraica
de E, entonces Gal(L/E) coincide con el conjunto SL

1 de extensiones de la inclusión E → L a un
homomorfismo L→ L, con lo que |Gal(L/E)| = |SL

1 | = [L : E]s y este número coincide con [L : E] por
ser L/E separable.

3 implica 2 es obvio.
2 implica 1. Supongamos que |Gal(L/K)| = [L : K]. De la Proposición 10.3 tenemos [L : K] =

|Gal(L/K)| = |Gal(L/K ′′)| ≤ [L : K ′′] ≤ [L : K] y como K ⊆ K ′′ deducimos que K = K ′′, es decir K
es cerrado en L/K y por tanto L/K es de Galois (Teorema 10.10). �

Teorema 10.11 (Teorema Fundamental de la Teoŕıa de Galois). Si L/K una extensión de Galois finita
entonces se verifican las siguientes propiedades:

1. Si E ∈ Sub(L/K) entonces [L : E] = |Gal(L/E)| y [E : K] = |Gal(L/K)|
|Gal(L/E)| .

2. La correspondencia de Galois es un anti-isomorfismo de conjuntos ordenados entre Sub(L/K) y
Sub(Gal(L/K)).

3. Si E ∈ Sub(L/K) entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) E/K es de Galois.

b) E/K es normal.

c) σ(E) ⊆ E para todo σ ∈ Gal(L/K).

d) Gal(L/E) es normal en Gal(L/K).

Además, si estas condiciones se satisfacen, entonces

Gal(E/K) ≃ Gal(L/K)

Gal(E/K)
.

Demostración. Sea G = Gal(L/K).
1. Sea E ∈ Sub(L/K), entonces L/E es de Galois y por tanto [L : E] = Gal(L/E) (Teorema 10.9)

de donde se deduce que

[E : K] =
[L : K]

[L : E]
=

|Gal(L/K)|
|Gal(L/E)| .

2. A la vista de la Proposición 10.3 y el Teorema 10.9 para demostrar 1, sólo falta demostrar que
todo subgrupo H de G es cerrado, pero eso es consecuencia inmediata del Corolario 10.6.

3. La equivalencia entre (a) y (b) es consecuencia inmediata de que la clase de extensiones separables
es multiplicativa (Proposición 9.13).

(b) implica (c) Supongamos que E/K es normal y sean α ∈ E y σ ∈ Gal(L/K). Entonces p =
Irr(α,K) es completamente factorizable en E, pongamos p = (X − α1) · · · (X − αn) ∈ K[X ]. Entonces
σ(α) es ráız de p y por tanto σ(α) = αi ∈ E, para algún i. Esto prueba que σ(E) ⊆ E.

(c) implica (d) Supongamos que se verifica (c) y sean σ ∈ Gal(L/K) y τ ∈ Gal(L/E). Entonces
σ(E) ⊆ E y por tanto τσ(α) = σ(α), para todo α ∈ E. Esto prueba que σ−1τσ ∈ Gal(L/E).

(d) implica (a) Supongamos que Gal(L/E) es normal en Gal(L/K). Queremos demostrar que E/K
es de Galois, o lo que es lo mismo que Gal(E/K)′ ⊆ K. Sea α ∈ Gal(E/K)′. Si demostramos que
σ(α) = α para todo σ ∈ Gal(L/K), entonces aplicando que L/K es de Galois concluimos que α ∈ K
como deseamos. Por hipótesis, σ−1τσ ∈ Gal(L/E) para todo τ ∈ Gal(L/E), con lo que τσ(e) = σ(e),
para todo e ∈ E y todo τ ∈ Gal(L/E). Esto muestra que σ(e) ∈ Gal(L/E)′ = E′′ = E, es decir
σ ∈ Gal(E/K) y como α ∈ Gal(E/K)′, deducimos que σ(α) = α, como queŕıamos demostrar.
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Supongamos ahora que las condiciones (a)-(d) se verifican. Entonces la aplicación de restricción

f : Gal(L/K) → Gal(E/K)
σ 7→ σE

es un homomorfismo de grupos cuyo núcleo es Gal(L/E). Aplicando el Primer Teorema de Isomorf́ıa y
que todas las extensiones L/K, E/K y L/E son de Galois deducimos que

|Im f | =
|Gal(L/K)|
|GalL/E| =

[L : K]

[L : E]
= [E : K] = |Gal(E,K)|,

lo que implica que f es suprayectiva y Gal(E/K) ≃ Gal(L/K)

Gal(E/K)
. �

Sea K ⊆ L ⊆ F una torre de extensiones de cuerpos y supongamos que L/K es normal. Entonces
para todo σ ∈ Gal(F/K) la restricción σ|L de σ a L pertenece a Gal(L/K) y la aplicación

ResF
L : Gal(F/K) → Gal(L/K)

σ 7→ σL

es un homomorfismo de grupos. Además, si E es otra subextensión de F/K, entonces Res se restringe
a un homomorfismo

Res : Gal(LE/E) → Gal(L/L ∩ E).

Teorema 10.12 (Teorema de las irracionalidades accesorias de Lagrange). Sean L/K y E/K dos
extensiones admisibles y supongamos que la primera es finita y de Galois. Entonces LE/E y L/L ∩ E
son extensiones de Galois finitas y el homomorfismo de restricción

Res : Gal(LE/E) → Gal(L/L ∩ E)

es un isomorfismo de grupos.

Demostración. Como L/K es de Galois, del Teorema 10.9 se deduce que L/L∩E también es de Galois
y de la Proposición 10.8 que lo es LE/E. Que la primera es finita es obvio y que lo sea la segunda
es consecuencia de la Proposición 6.17. Que Res sea inyectiva es obvio ya que un elemento del núcleo
es un automorfismo σ de LE que verifica σ(x) = x para todo x ∈ L y todo x ∈ E. Finalmente, si
H = Im Res, entonces L ∩ E = Gal(L/L ∩ E)′ ⊆ H ′. Por otro lado, si α ∈ H ′, entonces para todo
σ ∈ Gal(LE/E) se verifica σ(α) = σL(α) = α, con lo que α ∈ Gal(LE/E)′ = E. Eso prueba que
H ′ ⊆ L∩E. En resumen L∩E = H ′ y del Teorema Fundamental de la Teoŕıa de Galois se deduce que
Gal(L/L ∩ E) = (L ∩ E)′ = H ′′ = H , es decir Res es suprayectiva. �

10.3. Problemas

1. Demostrar que toda extensión de grado 2 es de Galois y encontrar una extensión de grado 3 que
no sea de Galois.

2. Sea L un cuerpo, G un subgrupo del grupo de automorfismos de L y K = LG = {x ∈ L : σ(x) =
x, para todo σ ∈ G}. Demostrar que L/K es una extensión de Galois y G = Gal(L/K).

3. Sean X1, . . . , Xn variables independientes sobre K y S1, . . . , Sn los polinomios simétricos elemen-
tales en las variables X1, . . . , Xn. Sea K(X1, . . . , Xn) el cuerpo de fracciones de K[X1, . . . , Xn].
Para cada permutación σ ∈ Sn sea σ el automorfismo de K[X1, . . . , Xn] definido en la Sección 2.5.
Demostrar
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a) Para cada σ ∈ Sn, σ se extiende de forma única a un automorfismo de K(X1, . . . , Xn), que
también denotaremos por σ.

b) K(X1, . . . , Xn)/K(S1, . . . , Sn) es una extensión de Galois.

c) El homomorfismo Sn → Gal(K(X1, . . . , Xn)/K(S1, . . . , Sn)) que asocia cada permutación
σ ∈ Sn, con σ es un isomorfismo.

4. Sea L/K una extensión finita de Galois y sean E y F subextensiones de L/K. Demostrar que

Gal(L/EF ) = Gal(L/E) ∩ Gal(L/F ) Gal(L/E ∩ F ) = 〈Gal(L/E) ∪ Gal(L/F )〉.

5. Sea α =
√

5 + 2
√

5.

a) Calcular Irr(α,Q).

b) Demostrar que
√

5 − 2
√

5 ∈ Q(α) y deducir que Q(α)/Q es una extensión de Galois.

c) Calcular Gal(Q(α)/Q).

d) Calcular las subextensiones de Gal(Q(α)/Q) y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.

6. Sea n un número entero libre de cuadrados, es decir, n no es divisible por el cuadrado de un
entero.

a) Calcular el cuerpo de descomposición L de X4 − n sobre Q.

b) Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo al grupo diédrico de orden 8.

c) Calcular todas las subextensiones de L/Q y decir cuales de ellas son de Galois sobre Q.

d) Calcular Gal(L/K) y Gal(K/Q) para cada subextensión K de L/Q.

7. Calcular el grupo de Galois del cuerpo de descomposición de X4 − 2 sobre F3 y F7.

8. Sean ξ = ξ3 ∈ C una ráız tercera primitiva de la unidad, p un número primo y L = Q(ξ,
√
p)/Q.

a) Demostrar que L/Q es una extensión de Galois.

b) Calcular Gal(L/Q) y cada uno de sus subgrupos.

c) Calcular las subextensiones de L/Q.

9. Calcular todas las subextensiones de Gal(Q(ξn)/Q), donde ξn es una ráız n-ésima primitiva de la
unidad, para n = 3, 5, 7, 8, 11 y 16.

10. Sea L/K una extensión de cuerpos y G un subgrupo finito de Gal(L/K). Demostrar que TG(a) =∑
σ∈G σ(a) y NG(a) =

∏
σ∈G σ(a) pertenecen a G′.

Interpretar los Periodos de Gauss del Problema 15 del Caṕıtulo 8 en términos de estos elementos.

11. Utilizando el Problema 15 del Caṕıtulo 8 describir todos las subextensiones de Q(ξp)/Q, donde
p es un número primo y ξp es una ráız p-ésima primitiva de la unidad. Demostrar que cada uno
estas subextensiones está generada por uno de los periodos de Gauss. Utilizar esto para mostrar
que las subextensiones de Q(ξ17)/Q forman una cadena de la forma

Q = L0 ⊂ L1 = L0(
√
a0) ⊂ L2 = L1(

√
a1) ⊂ L3 = L2(

√
a2) ⊂ L4 = L3(

√
a3) = Q(ξ17)

con ai ∈ Li.

12. Sea K un cuerpo finito de caracteŕıstica p y cardinal q = pn. Demostrar
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a) La aplicación σ : K → K dada por σ(x) = xp es un automorfismo de K. Este automorfismo
se llama automorfismo de Frobenius de K.

b) Gal(K/Fp) es ćıclico de orden n, generado por el automorfismo de Frobenius.

c) Si L/K es una extensión finita, entonces Gal(L/K) es ćıclico generado por el automorfismo
de L dado por σ(x) = xq.

d) Si α es algebraico sobre K y [K(α) : K] = m, entonces

Irr(α,K) = (X − α)(X − αq) · · · (X − αqm−1

).

e) Describir las subextensiones de L/K donde L es una extensión de grado m de K.

f ) Demostrar que la aplicación x 7→ xp es un endomorfismo no inyectivo de Fp(X).

13. Sea K un cuerpo y X una indeterminada. Denotamos por GL2(K) el grupo de las matrices
invertibles

A =

(
a b
c d

)

con entradas en K.

a) Mostrar que para cada matriz invertible A ∈ GL2(K) existe un único σA ∈ Gal(K(X)/K)
tal que

σA(X) =
aX + b

cX + d

y que la aplicación σ : GL2(K) → Gal(K(X)/K), dada por σ(A) = σA es un homomorfismo
de grupos.

b) Demostrar que σ es suprayectiva y que su núcleo es el conjunto de las matrices escalares αI
con α 6= 0.

c) Sea α = f/g ∈ K(X) \K con f, g ∈ K[X ] y (f, g) = 1. Demostrar que X es algebraico sobre
K(α) y que [K(X) : K(α)] = max{∂(f), ∂(g)}. (Indicación. Observa que α es transcendente
sobre K).

d) Demostrar que Q(X2) es un cuerpo intermedio cerrado de la extensión Q ⊂ Q(X) y que
Q(X3) no lo es.

e) Demostrar que K(X)/K es de Galois si y sólo si K es infinito.

f ) Demostrar que si K es infinito, entonces los únicos subgrupos cerrados de Gal(K(X)/K) son
él mismo y sus subgrupos finitos.

g) Calcular H ′ para cada uno de los siguientes subgrupos H de Gal(K(X)/K):

H = 〈σA〉 donde A =

(
1 1
0 1

)
.

H = 〈σA〉 donde A =

(
0 1
−1 1

)
.

H = 〈σA, σB〉 donde A =

(
−1 1
0 1

)
y B =

(
0 1
1 0

)
.

(Observa que (X2 −X + 1)3/(X2 −X)2 ∈ H ′.)

H = 〈σA, σB〉 donde A =

(
−1 1
0 1

)
y B =

(
−1 0
0 1

)
.

14. Sea L una subextensión de una extensión ciclotómica K(ξ)/K. Demostrar
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a) L/K es una extensión de Galois.

b) Gal(L/K) es abeliano.

c) Si ξp = 1, con p primo, entonces Gal(L/K) es ćıclico.

15. Sea p ∈ K[X ] de grado n y L el cuerpo de descomposición de p sobre K. Demostrar que Gal(L/K)
es isomorfo a un subgrupoG de Sn, el grupo simétrico en n śımbolos. Demostrar queG es transitivo
si y sólo si p es irreducible y separable. (Un subgrupo G de Sn se dice que es transitivo si para
todo 1 ≤ i, j ≤ n existe σ ∈ G tal que σ(i) = j.)

16. Sea L/K es una extensión de Galois con Gal(L/K) es abeliano. Demostrar que F/K es de Galois
para todo cuerpo intermedio F de la extensión L/K y Gal(F/K) también es abeliano. Demostrar
también que si E/K es una extensión admisible con L/K entonces LE/E es de Galois con grupo
de Galois abeliano.

17. Dos subgrupos H1 y H2 de un grupo G se dice que son conjugados en G si existe g ∈ G tal que
H2 = g−1H1g. Dos cuerpos intermedios F1 y F2 de una extensión L/K se dice que son conjugados
en la extensión L/K si existe g ∈ Gal(L/K) tal que g(F1) = F2. Sea L/F una extensión de Galois
y sean F1 y F2 dos cuerpos intermedios de L/K. Demostrar que F1 y F2 son conjugados en L/K
si y sólo si F ′

1 y F ′
2 son conjugados en G.

18. Sea L/K una extensión de Galois finita y sean F1 y F2 cuerpos intermedios tales que F1F2 = L.
Demostrar que si F1/K es de Galois entonces L/F2 es de Galois y Gal(L/F2) es isomorfo a un
subgrupo de Gal(F1/K). Deduce de aqúı que si F1 ∩ F2 = F entonces Gal(L/F2) es isomorfo a
Gal(F1/K).

19. Sean L1/K y L2/K extensiones admisibles de Galois finitas y consideremos la aplicación

Φ : Gal(L1L2/K) → Gal(L1/K)× Gal(L2/K)
σ 7→ (σL1 , σL2)

Demostrar

a) Φ es un homomorfismo inyectivo de grupos.

b) Si L1 ∩ L2 = K, entonces Φ es un isomorfismo de grupos.

c) Calcular el grupo de Galois de L = Q(
√
p1, . . . ,

√
pn)/Q, donde p1, . . . , pn son primos dife-

rentes.

d) Calcular todas las subextensiones de Q(
√

2,
√

3,
√

5).

e) Calcular el grupo de Galois de L = Q(i, 4
√

2, 4
√

3)/Q(i) = K.

f ) Calcular las subextensiones de L/K.

g) Demostrar que Gal(L/Q) es isomorfo a un subgrupo de D4 × D4, donde D4 es el grupo
diédrico de orden 8.

20. Dar extensiones de Galois L/Q para las que Gal(L/Q) sea isomorfo a cada uno de los siguientes
grupos: C6, C10, C15, C2 × C30.

21. Sean a un entero libre de cuadrados diferente de 1 y −1, m = p1 · · · pk con p1, . . . , pk primos
distintos, ξm una ráız m-ésima primitiva de la unidad compleja y K el cuerpo de descomposición
de (Xp1 − a) · · · (Xpk − a) sobre Q. Demostrar

[K : Q] =

{
2mφ(m), si 2|m y

√
a 6∈ Q(ξm);

mφ(m), en caso contrario;

donde φ es la función de Euler.



Caṕıtulo 11

Construcciones con regla y compás

11.1. Construcciones con regla y compás

Definición 11.1. Sea A un conjunto de puntos del plano eucĺıdeo R2 y P ∈ R2. Decimos que P es
constructible con regla y compás a partir de A en un paso si se verifica una de las dos siguientes
situaciones.

1. P está en la intersección de dos ĺıneas diferentes, cada una de las cuales pasa por dos puntos
distintos de A.

2. P está en la intersección de una ĺınea L y una circunferencia C tales que L pasa por dos puntos
diferentes de A, el centro de C está en A y el radio de la C coincide con la distancia entre dos
puntos de A.

3. P es uno de los puntos de intersección de dos circunferencias cuyos centros están en A y cuyos
radios son las distancias entre puntos de A.

Decimos que P es constructible con regla y compás a partir de A si existen

P1, P2, . . . , Pn = P

de forma que para todo i, Pi es constructible con regla y compás en un paso a partir de A∪{P1, . . . , Pi−1}.

Para acortar nuestro discurso la expresión “constructible con regla y compás” la reduciremos a
constructible.

Obsérvese que para poder construir con regla y compás un punto, a partir de los elementos de un
conjunto A es necesario que A tenga al menos dos puntos. Si partimos de dos puntos {O,P}, podemos
considerar que O es el origen de coordenadas, fijar el eje de abscisas como la recta que pasa por O y P
y la distancia unidad como la distancia entre O y P de forma que O = (0, 0) y P = (1, 0). Diremos que
un punto es constructible (con regla y compás) si lo es a partir de dos puntos que identificaremos con
(0, 0) y (1, 0).

De forma algo ambigua diremos que un elemento geométrico del plano es constructible a partir de
un conjunto de puntos A (o constructible a secas si A = {(0, 0), (1, 0)}) si está determinado por un
conjunto de puntos constructibles a partir de A. Por ejemplo una recta se dice que es constructible con
regla y compás a partir de A si pasa por dos puntos distintos constructibles a partir de A y se dice que
una circunferencia es constructible con regla y compás si el centro es constructible a partir de A y el
radio coincide con la distancia entre dos puntos constructibles a partir de A.

Veamos algunas construcciones elementales con regla y compás.

135
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Proposición 11.2. 1. Si P y Q son constructibles, entonces la circunferencia con centro P que pasa
por Q es constructible.

2. El punto medio y la mediatriz entre dos puntos constructibles son constructibles.

3. Si un punto P y una recta L son constructibles a partir de A entonces también son constructibles
las rectas perpendicular y paralela a L que pasan por P .

4. Las bisectrices de dos rectas constructibles son constructibles.

Demostración. 1 es obvio.
2. La mediatriz entre dos puntos (es decir el conjunto de puntos equidistantes de ambos) es la recta

que pasa por la intersección de las dos circunferencias centradas en uno de los puntos y que pasan por
el otro y el punto medio es la intersección de la mediatriz con la recta que pasa por los dos puntos.

3. Empecemos construyendo la perpendicular a L que pasa por P . Como la recta L es constructible,
al menos contiene dos puntos constructibles y uno de ellos Q es distinto de P . Si P no está en L la
circunferencia centrada en P que pasa por Q corta a L en uno o dos puntos. Si sólo lo corta en uno,
entonces la recta que pasa por P y Q es la perpendicular buscada. En caso contrario los dos puntos
de corte son equidistantes de P y por tanto la mediatriz entre estos dos es la perpendicular a L que
pasa por P . Si P está en L entonces construimos la circunferencia centrada en P que pasa por Q y
la mediatriz entre los dos puntos de intersección de esta circunferencia y la recta es la perpendicular
buscada.

P

Q P Q

Para construir la paralela simplemente observamos que la recta que pasa por P y es perpendicular
a la perpendicular a L por P es paralela a L.

4. Ejercicio. �

A partir de ahora es conveniente identificar el plano eucĺıdeo R2 con el conjunto de los números
complejos de la forma habitual, es decir el punto de coordenadas (a, b) se identifica con el número
complejo a+ bi. La clave para caracterizar los puntos constructibles con regla y compás es el siguiente
lema. Una consecuencia inmediata de la Proposición 11.2 es el siguiente
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Corolario 11.3. Si 0, 1 ∈ A ⊆ C entonces a+ bi es constructible con regla y compás a partir de A si
y sólo si lo son a y b.

Proposición 11.4. Sea A un subconjunto de C = R2 que contiene a (0, 0) y (1, 0) y K el conjunto de
los puntos constructibles con regla y compás a partir de A. Entonces

1. K es un subcuerpo de C.

2. Las ráıces de un polinomio de segundo grado con coeficientes en K están también en K.

Demostración. 1. Para empezar mostramos que los elementos de K ∩ R forman un subcuerpo de R.
Sean a, b ∈ K ∩ R. Entonces a + b y a − b son las intersecciones de la recta real con la circunferencia
centrada en b de radio |a|, lo que muestra que a+ b y a− b pertenecen a K ∩ R. pasa por O y a.

Vamos ahora a demostrar que ab ∈ K∩R es constructible. En vista de que los opuestos de elementos
de K ∩ R están en K ∩ R, bastará considerar el caso en que a y b son positivos. Como 1 = (1, 0) y
b = (b, 0) son constructibles, i = (0, 1) y bi = (0, b) son constructibles pues están en las intersecciones
de la recta perpendicular a la recta real con las circunferencias centrada en el origen de radios 1 y
b respectivamente. Por tanto la recta que pasa por (0, 1) y (a, 0) es constructible y la recta paralela
a esta que pasa por (0, b) también es constructible. Aplicando el Teorema de Tales se deduce que la
intersección de esta recta con el eje real es ab = (ab, 0). Esto prueba que ab ∈ K ∩ R y esta misma idea
sirve para mostrar que a−1 ∈ K ∩ R.

O a b

a+ ba− b

1 a

i

b

bi

ab

Para demostrar que K es un cuerpo basta recordar que a + bi es constructible si y sólo si a y b
son constructibles (Corolario 11.3) y que las operaciones aritméticas de números complejos se obtienen
mediante operaciones aritméticas con las partes reales y complejas:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i
−(a+ bi) = (−a) + (−b)i

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i
(a+ bi)−1 = a

a2+b2 − b
a2+b2 i

2. Las ráıces del polinomio aX2 + bX+ c coinciden con las ráıces del polinomio X2 + b
aX+ c

a , con lo

que podemos suponer que a = 1. Por otro lado X2 + bX + c = (X + b
2 )2 + c2 − b2

4 , con lo que podemos
suponer que b = 0 y por tanto basta demostrar que si a ∈ K, entonces

√
a ∈ K. De nuevo consideramos

primero el caso en que a es un número real positivo. En tal caso
√
a +

√
ai es la intersección de la

circunferencia de radio a con la bisectriz del primer cuadrante, con lo que aplicando la Proposición 11.2
y el Corolario 11.3 se deduce que

√
a ∈ K. Finalmente si a = x + yi es un elemento arbitrario de

K, entonces |a| =
√
x2 + y2 es constructible, con lo que

√
|a| es constructible. Deducimos que

√
a es

constructible pues pertenece a la intersección de la circunferencia centrada en 0 de radio
√
|a| con una

de las bisectrices de la recta real y la que pasa por 0 y a.
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O a
√
a

√
a+

√
ai

O |a|
√
|a|

a

√
a

�

11.2. Teorema de Wantzel

Hasta ahora hemos visto resultados positivos sobre la constructibilidad con regla y compás. Es el
momento de “bajarnos los humos” y mostrar limitaciones sobre la constructibilidad de puntos con regla
y compás.

Dado un subconjunto A de R2, vamos a denotar por A al conjunto de las coordenadas de los
elementos de A.

Lema 11.5. Sea A un subconjunto de C y P = (a, b) ∈ R2. Si P es constructible con regla y compás
en un paso a partir de A entonces [Q(A ∪ {a, b}) : Q(A)] ≤ 2.

Demostración. Pondremos K = Q(A) y tendremos que demostrar que z = a+ bi es constructible en
un paso a partir de A si y sólo si [K(a, b) : K] ≤ 2.

Empezamos suponiendo que z = a+ bi = (a, b) es constructible en un paso a partir de A y conside-
remos las tres construcciones posibles:

z está en la intersección de dos rectas distintas que pasan por dos parejas de puntos de A.

Pongamos que las rectas son L1 y L2 y las parejas de puntos respectivas son (P1 = (P11, P12), Q1 =
(Q11, Q12)) y (P2 = (P21, P22), Q2 = (Q21, Q22)) respectivamente, con lo que las coordenadas de estos
cuatro puntos están en A. Además las ecuaciones de las rectas L1 y L2 son

X − P11

Q11 − P11
=

Y − P12

Q12 − P12

X − P21

Q21 − P21
=

Y − P22

Q22 − P22

que se convierten en dos ecuaciones lineales

a11X + a12Y = b1
a21X + a22Y = b2

con aij ∈ K para todo i, j. Como las rectas L1 y L2 son distintas el sistema de ecuaciones lineales es
compatible determinado, es decir el determinante de la matriz de coeficientes es diferente de 0, y las
coordenadas a y b del punto z = (a, b), solución del sistema, se expresa mediante la Regla de Cramer a
partir de los coeficientes de la ecuación mediante operaciones suma, resta producto y cociente, con lo
que a y b están en K y por tanto [K(a, b) : K] = 1.

z está en la intersección de una recta L que pasa por dos puntos de A y una circunferencia C
centrada en un punto de A y de radio la distancia entre dos puntos de A.

Como en el caso anterior la ecuación de la recta pX + qy = r tiene coeficientes en K. También tiene
coeficientes en K la ecuación de la circunferencia (X − c1)

2 + (Y − c2)
2 = R, donde (c1, c2) es el centro
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y R = (p1 − q1)
2 + (p2 − q2)

2, siendo (p1, q1) y (p2, q2) dos puntos de A. Por tanto (a, b) es una de las
soluciones del sistema de ecuaciones

pX + qy = r
(X − c1)

2 + (Y − c2)
2 = R

y sólo hay que mostrar que las soluciones pertenecen a una extensión de grado ≤ 2 de K. Como p 6= 0
ó q 6= 0, por simetŕıa podemos suponer que p 6= 0, con lo que despejando X en la primera ecuación
y sustituyendo en la segunda obtenemos una ecuación de segundo grado X2 + hX + k = 0 cuyas
soluciones pertenecen a E = K(

√
∆) donde ∆ =

√
h2 − 4k. Entonces a, b = r−pa

q ∈ E y concluimos que

[K(a, b) : K] ≤ [E : K] ≤ 2.
z está en la intersección de dos circunferencias con centros en A y radios las distancias entre parejas

de puntos de A.
En este caso se plantea un sistema de dos ecuaciones cuadráticas con coeficientes en K:

(X − c11)
2 + (Y − c12)

2 = R1

(X − c21)
2 + (Y − c22)

2 = R2

que después de desarrollar se convierten en

X2 + Y 2 + a11X + a12Y + b1 = 0
X2 + Y 2 + a21X + a22Y + b2 = 0

que a su vez se puede convertir en el siguiente sistema

X2 + Y 2 + a11X + a12Y + b1 = 0
(a21 − a11)X + (a22 − b12)Y + (b2 − b1) = 0

y razonando como en el caso anterior concluimos que [K(a, b) : K] ≤ 2. �

Teorema 11.6 (Wantzel). Sea A un subconjunto de C que contiene 0 y 1. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes para un z = a+ bi ∈ C.

1. z es constructible con regla y compás a partir de A.

2. Existe una torre de cuerpos

Q(A) = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn

tales que [Ki : Ki−1] = 2 para todo i y a, b ∈ Kn.

3. Existe una torre de cuerpos
Q(A) = K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn

tales que [Ki : Ki−1] = 2 para todo i y z ∈ Kn.

Demostración. 1 implica 2. Supongamos que z es constructible a partir de A y sean P1, . . . , Pn = z
en C tales que Pi = (pi, qi) es constructible en un paso a partir de A ∪ {P1, . . . , Pi−1}, para cada i.
Entonces del Lema 11.5 se deduce que si ponemos Ki = Q(A∪ {p1, q1, . . . , pi, qi}), entonces

[Ki : Ki−1] ≤ 2

para todo i, con lo que eliminando los Ki repetidos obtenemos una sucesión que satisface las condiciones
de 2.
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2 implica 3. Supongamos que la sucesión K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ Kn satisface la condición 2 y pongamos
Lj = Kj(i). Entonces [Lj : Lj−1] ≤ 2 y [L0 : Q(A)] ≤ 2 (¿por qué?) y de las fórmulas

z + z = 2a i(z − z) = b

se deduce que z ∈ Ln. Por tanto eliminando términos repetidos en la torre

Q(A) ⊆ L0 ⊆ L1 ⊆ · · · ⊆ Ln

obtenemos una torre de cuerpos que satisface la condición 3.
3 implica 1. Por inducción sobre n. Si n = 0, entonces z ∈ Q(A) que es constructible a partir de

A pues el conjunto de puntos constructibles a partir de A es un subcuerpo de C. Suponemos ahora
que n > 1 y la hipótesis de inducción. Esta hipótesis implica que todos los elementos de Kn−1 son
constructibles a partir de A. Con lo que si z ∈ Kn−1, entonces z es constructible. En caso contrario z es
la ráız de Irr(z,Kn−1) que tiene grado 2 y coeficientes constructibles a partir de A. De la Proposición 11.4
deducimos que z es constructible a partir de A. �

Una consecuencia del Teorema de Wantzel es el siguiente

Corolario 11.7 (Criterio de Wantzel). Si z ∈ C es constructible con regla y compás a partir de A,
entonces [Q(A ∪ {z}) : Q(A)] es una potencia de 2.

Si z es constructible con regla y compás, entonces [Q(z) : Q] es una potencia de 2.

El Criterio de Wantzel es suficiente para resolver negativamente los tres problemas clásicos sobre
constructibilidad con regla y compás, es decir, la trisección del ángulos, la cuadratura de la circunferencia
y la duplicación del cubo.

Trisección del Ángulos: Dado un ángulo, construir con regla y compás la tercera parte de ese
ángulo.

Corolario 11.8. El problema de Trisección del Ángulo no tiene solución general.

Demostración. Para ello basta ver un ángulo constructible que no se pueda trisecar con regla y
compás. Obsérvese que que se pueda construir un ángulo α, equivale a que el punto (cosα, senα)
se puede construir pues este punto es la intersección de la circunferencia centrada en el origen con
la semirecta que parte del origen y forma un ángulo α con la parte positiva de la recta real. Como
senα =

√
1 − cos(α), se tiene que el ángulo α es constructible si y sólo si cosα es constructible. Por

ejemplo el ángulo π es constructible pues cosπ = −1 es constructible y este ángulo se puede trisecar
pues cos π

3 = 1
2 . Sin embargo π

3 no se puede trisecar con regla y compás, o lo que es lo mismo el ángulo
π
9 no es constructible. Para ver esto calculamos el polinomio mı́nimo de α = cos

(
π
9

)
. De las fórmulas

del coseno y seno de la suma de ángulos deducimos que si α = cos
(

π
9

)
entonces

1
2 = cos

(
π
3

)
= cos

(
π
9 + 2π

9

)
= cos

(
π
9

)
cos
(
2π

9

)
− sen

(
π
9

)
sen
(
2π

9

)

= cos
(

π
9

) (
cos2

(
π
9

)
− sen2

(
π
9

))
− 2 sen2

(
π
9

)
cos
(

π
9

)
= cos3

(
π
9

)
− 3 cos

(
π
9

)
sen2

(
π
9

)

= cos3
(

π
9

)
− 3 cos

(
π
9

) (
1 − cos2

(
π
9

))
= 4 cos3

(
π
9

)
− 3 cos

(
π
9

)
= 4α3 − 3α

Por tanto α es una ráız del polinomio 8X3 − 6X − 1 que es irreducible sobre Q pues no tiene ráıces en
Q. Eso implica que [Q(α) : Q] = 3, y deducimos que α no es constructible con regla y compás por el
Criterio de Wantzel (Corolario 11.7). �

Cuadratura del Ćırculo: Construir con regla y compás un cuadrado que tenga el mismo área que
un ćırculo dado.
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Corolario 11.9. Es imposible cuadrar un ćırculo con regla y compás.

Demostración. Para cuadrar un ćırculo de radio 1, necesitaŕıamos poder construir con regla y compás
un número cuyo cuadrado fuera el área del ćırculo, es decir π. Si esto fuera posible, el número π seŕıa
constructible con regla y compás, en particular [Q(π) : Q] seŕıa finito, es decir π seŕıa algebraico. Sin
embargo π es transcendente como demostró Lindeman en 1882. �

Duplicación del Cubo: Construir un cubo que tenga el doble del volumen de un cubo dado.

Corolario 11.10. Es imposible duplicar un cubo arbitrario.

Demostración. Duplicar el cubo de lado 1, equivaldŕıa a construir el lado α de un cubo cuyo volumen
fuera 2, es decir eso equivaldŕıa a construir 3

√
2, que no es constructible con regla y compás pues

[Q( 3
√

2) : Q] = 3 no es una potencia de 2. �

11.3. Construcción de poĺıgonos regulares

En esta sección vamos a tratar el problema de la constructibilidad de poĺıgonos regulares con regla
y compás. Se entiende que los datos dados son el centro y uno de los vértices y podemos fijar el sistema
de coordenadas de forma que el centro sea 0 = (0, 0) y uno de los vértices sea 1 = (1, 0). Entonces los
vértices de un poĺıgono regular de n lados centrado en el origen y uno de cuyos vértices sea 1, son las
n-ráıces n-ésimas de la unidad. Como estas ráıces son las potencias de una ráız n-ésima primitiva de la
unidad, por ejemplo

ξn = e2πi/n =

(
cos

2π

n
, sen

2π

n

)
,

el poĺıgono regular de n lados es constructible con regla y compás si y sólo si ξn es constructible con
regla y compás, lo que equivale a que cos 2π

n sea constructible. Vamos a ver cuándo esto es aśı. Para
ello necesitamos la siguiente proposición.

Por ejemplo, es fácil construir con regla y compás los poĺıgonos regulares de 3, 4 y 5 lados. El de
cuatro lados es el más fácil pues ξ4 = i. También podemos utilizar que cos 2π

4 = 0. Para construir el de

tres lados observamos que ξ3 = −1+
√
−3

2 o que cos 2π
3 = − 1

2 .
Para construir el de 5 lados observamos que ξ5 no es número real y que [Q(ξ5) : Q] = 4. Sea

α = 2 cos
(

2π
5

)
= ξ5+ξ

−1
5 . Utilizando que 1+ξ5+ξ

2
5+ξ35+ξ45 = 0 obtenemos que α2 = ξ25+2+ξ−2

5 = 1−α,
con lo que α es ráız del polinomio X2 +X − 1 y por tanto

α =
−1 +

√
5

2
.

Ahora es fácil construir el poĺıgono regular de cinco lados siguiendo las indicaciones de la demostración
de la Proposición 11.4

Proposición 11.11. Si G es un grupo cuyo orden es una potencia de un primo p, entonces existe una
sucesión de subgrupos de G

1 = G0 < G1 < . . . < Gn = G

tal que [Gi : Gi−1] = p para todo i.

Demostración. Supongamos que |G| = pn y razonemos por inducción sobre n. No hay nada que
demostrar si n = 0, es decir, si G = 1, por lo que supongamos que n > 0 y la hipótesis de inducción
para n menor. De la Proposición 3.26 deducimos que Z(G) 6= 1. Si 1 6= a ∈ Z(G), entonces 〈a〉 tiene
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un subgrupo G1 de orden p (¿por qué?), y como G1 ⊆ Z(G), se tiene que G1 E G. Por hipótesis de
inducción G/G1 tiene una cadena de subgrupos

1 = G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ Gn = G/G1

tales que [Gi : Gi−1] = p. Por el Teorema de la Correspondencia, para cada i, se tiene que Gi = Gi/G1,
para algún G1 ≤ Gi ≤ G. Entonces

1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn = G

satisface la propiedad deseada pues [Gi : Gi−1] = [Gi : Gi−1] = p. �

Recordemos que φ : N → N denota la función de Euler, es decir φ(n) es el cardinal de Z∗
n, o sea el

número de enteros entre 1 y n que son coprimos con n.

Teorema 11.12 (Gauss). Las siguientes condiciones son equivalentes para un un entero positivo n.

1. El poĺıgono regular de n lados es constructible con regla y compás.

2. ξn = e2πi/n es constructible con regla y compás.

3. cos 2π
n es constructible con regla y compás.

4. φ(n) es una potencia de 2.

5. n = 2kp1p2 · · · pm para k ≥ 0 y cada pi un primo tal que pi − 1 es una potencia de 2 y todos los
pi son distintos dos a dos.

Demostración. Ya hemos visto al principio de la sección que 1, 2 y 3 son equivalentes.
2 implica 4. Si ξn es constructible con regla y compás entonces [Q(ξn) : Q] es una potencia de 2, por

el Criterio de Wantzel, (Corolario 11.7). Aplicando el Corolario 8.8 deducimos que φ(n) = [Q(ξn) : Q]
es una potencia de 2.

4 implica 2. Supongamos que φ(n) = [Q(ξn) : Q] es una potencia de 2. Como Q(ξn) es el cuerpo
de descomposición de Xn − 1 sobre Q, la extensión Q(ξn)/Q es normal, y por tanto es de Galois (¿por
qué?). Eso implica que |Gal(Q(ξn)/Q)| = [Q(ξn) : Q] es una potencia de 2. De la Proposición 11.11
deducimos que existe una sucesión

1 = G0 < G1 < . . . < Gn = Gal(Q(ξn)/Q)

de subgrupos de Gal(Q(ξn)/Q) tales que [Gi : Gi−1] = 2, para todo i. Aplicando el Teorema Funda-
mental de la Teoŕıa de Galois deducimos que

Q = K0 = G′
n ⊂ K1 = G′

n−1 ⊂ · · · ⊂ Kn−1 = G′
1 ⊂ Kn = G′

0 = Q(ξn)

es una torre de cuerpo con [Ki : Ki−1] = 2, para todo i. Aplicando el Teorema de Wantzel (Teorema 11.6)
deducimos que ξ es constructible con regla y compás.

4 y 5 son equivalentes. Sea n = 2kpα1
1 . . . pαm

m con 2, p1, . . . , pm primos distintos, k ≥ 0, y αi ≥ 1.
Entonces aplicando el Ejercicio 8 del Caṕıtulo 3 deducimos que

φ(n) = 2máx{0,k−1}pα1−1
1 · · · pαm−1

m (p1 − 1) · · · (pm − 1)

con lo que φ(n) es una potencia de 2 si y sólo si αi = 1, para todo i y pi − 1 es una potencia de 2. �
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En realidad se puede decir algo más de un primo p tal que p − 1 sea potencia de 2. En concreto
p = 2a + 1 y a ha de ser una potencia de 2. En efecto, en caso contrario a es divisible por un número
impar mayor que q > 1. Consideremos la igualdad

Xq + 1 = (X + 1)(Xq−1 −Xq−2 + · · · +X2 −X + 1)

en la que sustituimos X por 2a/q para obtener

p = 2a + 1 = (2a/q + 1)(2a(q−1)/q −Xa(q−2)/q + · · · +X2a/q −Xa/q + 1)

Como 1 < 2a/q + 1 < 2a + 1, deducimos que p no es primo en contra de la hipótesis. Por tanto los
primos pi que aparecen en la condición 5 del Teorema 11.12 son de la forma Fm = 22m

+ 1 para algún
m ≥ 0. El número Fm se llama m-ésimo número de Fermat pues Fermat conjeturó que Fm es primo
para todo m. Fermat hab́ıa comprobado que los primeros números de Fermat

F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537

son en efecto primos. Sin embargo Euler mostró que el siguiente no lo es al mostrar que

F5 = 225

+ 1 = 4294967297 = 641 · 6700417.

De hecho todav́ıa no se conoce ningún número de Fermat que sea primo a añadir a los cinco primeros.

11.4. Problemas

1. Dado un triángulo mostrar como construir con regla y compás el incentro (centro de una circun-
ferencia inscrita), circuncentro (centro de una circunferencia circunscrita) y el baricentro (punto
de intersección de las alturas).

2. Explicar cómo construir con regla y compás los poĺıgonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8 y 10 lados.

3. Demostrar que si se pueden construir un poĺıgono regular de n lados y otro de m lados, entonces
también se puede construir otro de mcm(n,m) lados. ¿Se podŕıa construir otro de nm lados?
Mostrar cómo construir con regla y compás un poĺıgono regular de 15 lados.

4. ¿Se puede trisecar con regla y compás el ángulo 2π/5?

5. ¿Se puede trisecar con regla y compás un segmento de longitud π?

6. Determinar el conjunto de puntos del plano constructibles con regla y compás a partir de los
puntos del eje de abscisas.

7. ¿Son constructibles con regla y compás los ángulos de 1 y 3 grados?

8. Vamos a explicar cómo trisecar con regla y compás un ángulo dado α siguiendo los siguientes
pasos:

a) Supongamos que el ángulo α es el formado por dos semirectas S1 y S2 que parten del punto
O.

b) Construimos una circunferencia centrada en O de radio r arbitrario.

c) Sean A1 y A2 las intersecciones de esta circunferencia con las semirectas S1 y S2 y sea L1 la
recta que pasa por O y A1 (es decir L1 es la prolongación de S1).
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d) Colocamos la regla de forma que pase por A2 y la distancia entre los puntos B y C de corte de
la regla con la recta L1 y la circunferencia (diferente de A2) están a distancia r y dibujamos
la recta L que marca la regla. Es decir, la recta L pasa por A2, B y C.

Entonces el ángulo formado por L y L1 es α/3 pues

α = Â1OA2 = π − Â2OB = ÔBA2 + ÔA2B

= ÔBC + ÔA2C = ÔBC + ÔCA2

= ÔBC + π − ÔCB = ÔBC + ÔBC + ÔCB

= 3ÔBC

O A1

A2

B

C

S2

L1

r r αα/3

¿Te imaginas qué pide el problema?

9. Coge una regla y un compás, dibuja un segmento de longitud 1 y construye un heptágono de lado
3/5 = 0,6, como el de la siguiente figura y explica que está pasando aqúı.

1

3/5

10. Demostrar que un ángulo α se puede trisecar con regla con regla y compás si y sólo si el polinomio
4X3 − 3X − cos(α) es reducible sobre Q(cos(α)).

11. Demostrar que un número complejo α 6= 0 se es constructible con regla y compás si y sólo si
α+ α−1 lo es.

12. Demostrar que si α es una ráız del polinomio 8X3 +4X2− 4X− 1, entonces α no es constructible
con regla y compás.

13. Demostrar que las ráıces de un polinomio del tipo aX4+bX2+c, con a, b, c ∈ Q son constructibles
con regla y compás.

14. Sea p un polinomio de grado 3, cuyos coeficientes son números complejos constructibles con regla
y compás. Demostrar que si una de las ráıces de p es constructible con regla y compás, entonces
lo son todas las ráıces de p.

15. Demostrar que las ráıces del polinomio X4 + X + 1 no son constructibles con regla y compás.
(Indicación: Calcular Irr(αα + ββ,Q), donde α y β son dos ráıces no conjugadas del polinomio.)
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16. Desde la antigüedad se sab́ıan construir con regla y compás poĺıgonos regulares de 3, 4, 5, 6, 8,
12, 15 y 16 lados y ya sabemos que esto es imposible para los poĺıgonos de 7, 9, 10, 11, 13 y
14 grados (¿por qué?). El 30 de marzo de 1796, Gauss escribió su primer descubrimiento en un
cuaderno que le acompañaŕıa el resto de su vida y en el que consignaŕıa sus más importantes
resultados matemáticos. El descubrimiento era un método para construir un poĺıgono regular de
17 lados o heptadecágono con regla y compás. Gauss contaba con 19 años y debió ser uno de sus
descubrimientos favoritos pues por un lado fue el que le decidió a dedicarse a las matemáticas
(hasta entonces dudaba entre matemáticas o lengua) y por otro pidió que en su tumba se esculpiera
un poĺıgono regular de 17 lados. El deseo de Gauss no se cumplió por que el cantero que teńıa que
esculpir la lápida argumento que el resultado no se distinguiŕıa de una circunferencia. El problema
consiste en construir un heptadecágono regular con regla y compás, para lo cual habrá que mezclar
los siguientes pasos algebraicos con los métodos geométricos explicados en el caṕıtulo.

a) Calcular las 16 primeras potencias de 3 módulo 17, es decir completar la siguiente tabla:

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
3m 1 3 9 10 13

b) Sean θ = 2π/17, ξ = ξ17 = eθi. Observa que 3 es un generador de Z17 y por tanto

Gal(Q(ξ)/Q) = 〈σ〉, donde σ(ξ) = ξ3. Pongamos ǫi = ξ3
i

.

Utilizar la tabla anterior para construir los periodos de Gauss (ver Ejercicio 15 del Caṕıtulo 8)

x1 = ω0,2 = ǫ0 + ǫ2 + · · · + ǫ14
x2 = ω1,2 = ǫ1 + ǫ3 + · · · + ǫ15
y1 = ω0,4 = ǫ0 + ǫ4 + ǫ8 + ǫ12
y2 = ω1,4 = ǫ1 + ǫ5 + ǫ9 + ǫ13
y3 = ω2,4 = ǫ2 + ǫ6 + ǫ10 + ǫ14
y4 = ω3,4 = ǫ3 + ǫ7 + ǫ11 + ǫ15

Demostrar:
x1 = 2(cos θ + cos 8θ + cos 4θ + cos 2θ)
x2 = 2(cos 3θ + cos 7θ + cos 5θ + cos 6θ)
y1 = 2(cos θ + cos 4θ)
y2 = 2(cos 8θ + cos 2θ)
y3 = 2(cos 3θ + cos 5θ)
y4 = 2(cos 7θ + cos 6θ)

c) Demostrar que x1 y x2 son las ráıces del polinomio X2 +X− 4 y construir x1 y x2 con regla
y compás. Observa que x1 > 0 > x2

d) Demostrar que y1 e y2 son las ráıces del polinomio X2 − x1X − 1 e y3 e y4 son las ráıces del
polinomio X2 − x2X − 1 y construir y1, y2, y3 e y4 con regla y compás. Observa que y1 > y2
e y3 > y4.

e) Demostrar que z1 = 2 cos θ y z2 = 2 cos 4θ son las ráıces del polinomio T 2 − y1T − y3 y
construir z1 y z2 con regla y compás.

f ) Construir ξ = cos θ + i sen θ con regla y compás.

g) Demostrar la siguiente fórmula

cos θ =
1

16

 
−1 +

√

17 +

q
34 − 2

√

17 +

r
68 + 12

√

17 − 16

q
34 + 2

√

17 − 2(1 −

√

17)

q
34 − 2

√

17

!
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Caṕıtulo 12

Extensiones ćıclicas

12.1. Polinomio caracteŕıstico, norma y traza

En esta sección L/K va a ser una extensión finita y vamos a definir tres aplicaciones

χL
K : L → K[X ]

NL
K : L → K
TL

K : L → K

de la siguiente forma: Para cada α ∈ L consideramos la aplicación

ρL
α : L → L

x 7→ αx

como un endomorfismo del espacios vectorial LK . (Obsérvese que también podemos considerar ρL
α como

endomorfismo de LL ó como endomorfismo de LE para cualquier subcuerpo de E, pero nosotros lo
consideramos como endomorfismo de LK .) Entonces χL

K(α), NL
K(α) y TL

K(α) son respectivamente el po-
linomio caracteŕıstico, la norma y la traza de este endomorfismo y se llaman respectivamente polinomio
caracteŕıstico, norma y traza de α en la extensión L/K. (Recuérdese que el polinomio caracteŕıstico,
el determinante y la norma de un endomorfismo f del espacio vectorial de dimensión finita V son res-
pectivamente el polinomio caracteŕıstico, el determinante y la traza de A, donde A es cualquiera de
las matrices asociadas a f en una base de V , y que el resultado de este cálculo no depende de la base
elegida.)

Obsérvese que la norma y la traza coinciden con dos de los coeficientes del polinomio caracteŕıstico,
salvo en el signo. Más concretamente

NL
K(α) = (−1)[L:K] Término independiente de χL

K(α)

TL
K(α) = − Coeficiente de X [L:K]−1 en χL

K(α).
(12.1)

La siguiente proposición reúne las propiedades principales del polinomio caracteŕıstico, la norma y
la traza.

Proposición 12.1. Sea L/K una extensión de cuerpos finita y α ∈ L.

1. TL
K : L→ K es una aplicación K lineal y TL

K(a) = [L : K]a, para todo a ∈ K.

2. NL
K(αβ) = NL

K(α)NL
K(β) y TL

K(a) = a[L:K], para todo a ∈ K.

147
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3. Si α ∈ E ∈ Sub(L/K), entonces

χL
K(α) = χE

K(α)[L:E], NL
K(α) = NE

K(α)[L:E] y TL
K(α) = [L : E]TE

K (α).

4. Si σ1, . . . , σn son los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de K, entonces

χL
K(α) =

(
n∏

i=1

(X − σi(α))

)[L:K]i

, NL
K(α) =

(
n∏

i=1

σi(α)

)[L:K]i

y TL
N(α) = [L : K]i

n∑

i=1

σi(α).

En particular, si L/K es separable, entonces

χL
K(α) =

n∏

i=1

(X − σi(α)), NL
K(α) =

n∏

i=1

σi(α) y TL
N(α) =

n∑

i=1

σi(α).

5. χL
K(α) = Irr(α,K)[L:K(α)]. En particular α es una ráız de χL

K(α) y α es un elemento primitivo de
L si y sólo si χL

K = Irr(α,K).

6. Si σ : L→ L′ es un K-isomorfismo de cuerpos, entonces χL
K(α) = χL′

K (σ(α)), NL
K(α) = NL′

K (σ(α))

y TL
K(α) = TL′

K (σ(α)).

7. (Transitividad de la norma y la traza) Si E ∈ Sub(L/K), entonces

NL
K(α) = NE

K(NL
E (α)) y TL

K(α) = TE
K (TL

E (α)).

Demostración. 1 y 2 son consecuencias inmediatas de las propiedades del determinante y la traza de
una matriz.

En las demostraciones de 3 y 4 basta comprobar las propiedades sobre el polinomio caracteŕıstico
pues las propiedades sobre la norma y la traza son consecuencias inmediatas de las del polinomio
caracteŕıstico y de la relación (12.1).

3. Si B1 = {b1, . . . , bn} es una base de EK y B2 = {c1, . . . , cm} es una base de LE , entonces
B = {bicj : i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m} es una base de L/K. Si A = (aij) es la matriz asociada a
ρE

α : E → E en la base B entonces

αbi = ρE
α (bi) =

n∑

i1=1

ai1ibi1

Por tanto

ρL
α(bicj) = αbicj =

n∑

i1=1

ai1ibi1cj

con lo que la matriz asociada a ρL
α en la base B tiene siguiente la forma en m×m bloques de matrices

cuadradas de tamaño n,

A =





A
A

. . .

A





donde la matriz A aparece m = [L : E] veces en la diagonal y se entiende que donde no se escribe nada
es por que hay ceros. Por tanto χL

K(α) = det(XI −A) =
∏m

i=1 det(XI −A) = χE
K(α)m.
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4. Si α1, . . . , αr son las diferentes ráıces de p = Irr(α,K) en una clausura algebraicaK deK, entonces
p =

∏r
i=1(X−αi)

[K(α):K]i . Además el número de K-homomorfismos de K(α) en K es r = [K(α) : K]s y
estos r homomorfismos τ1, . . . , τr vienen dados por τ(α) = αi. Cada uno de estos τi tiene s = [L : K(α)]s
extensiones a homomorfismos ρi,j : L → K, con lo que {σ1, . . . , σn} = {ρi,j : i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , s}
y cada αi aparece s veces en la lista σ1(α), . . . , σn(α). Por tanto, aplicando 4 tenemos

χL
K(α) = p[L:K(α)] =

(∏r
i=1(X − αi)

[K(α):K]i
)[L:K(α)]

= (
∏r

i=1(X − αi))
[K(α):K]i[L:K(α)]i[L:K(α)]s

= (
∏r

i=1(X − αi)
s)

[L:K]i

= (
∏n

i=1(X − σi(α)))
[L:K]i .

5. En vista del apartado 3, sólo hay que demostrar que χ
K(α)
K (α) = Irr(α). Pongamos p = Irr(α,K) =

p0+p1X+ · · ·+pn−1X
n−1+Xn. Entonces 1, α, α2, . . . , αn−1 es una base de K(α)K y la matriz asociada

a ρ
K(α)
α es

A =





−p0

1 −p1

1 −p2

. . .
...

1 −pn−1




.

Esta matriz se llama matriz de compañ́ıa del polinomio p y vamos a ver que su polinomio caracteŕıstico
es p por inducción sobre el grado. Esto es obvio para grados pequeños por lo que podemos suponer que
n > 1 y la hipótesis de inducción. Entonces

χ
K(α)
K (α) = det(XI −A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X p0

−1 X p1

−1 X p2

. . .
...

−1 X + pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X p1

−1 X p2

−1 X p3

. . .
...

−1 X + pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(−1)n+1p0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 X
−1 X

. . .
. . .

−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

X p1

−1 X p2

−1 X p3

. . .
...

−1 X + pn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+ p0

Obsérvese que el determinante que aparece multiplicada por X es el polinomio caracteŕıstico de q =
p1 + p2X + · · · + pn−1X

n−2 +Xn−1. Aplicando la hipótesis de inducción tenemos que

χ
K(α)
K = p0 +Xq = p.

6. Es consecuencia inmediata de 4.
7. Sea K una clausura algebraica de K y sean
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τ1, . . . , τr : E → K los K-homomorfismos definidos en E;

τ1, . . . , τ r : L→ K extensiones de los anteriores a L.

σ1, . . . , σs : L→ K, los E-homomorfismos definidos en L.

Entonces los elementos de X = {τ iσj : i = 1, . . . , r, j = 1, . . . , } son K-homomorfismos y de hecho es el
conjunto de los diferentes K-homomorfismos de L en K ya que si ρ : L → K es un K-homomorfismo,
entonces ρ|E = τi, para algún i, con lo que ρτ−1

i es un E-homomorfismo y por tanto ρτ−1
i = σj , para

algún j. Entonces

NL
K(α) =

∏
i,j τ iσj(α)[L:K]i =

∏
i τ i

(∏
j σj(α)[L:E]i

)[E:K]i

=
∏

i τ i(N
L
E (α))[E:K]i = NE

K(NL
E (α))

Esto muestra la transitividad de la norma y la transitividad de la traza se demuestra de forma similar.
�

12.2. Teorema 90 de Hilbert

En esta sección veremos un teorema fundamental de Hilbert cuya demostración depende del siguiente
lema.

Lema 12.2 (Artin). Si K y L son dos cuerpos, entonces el conjunto de los homomorfismos no nulos
K → L es linealmente independiente sobre L.

Demostración. Sean σ1, . . . , σn : K → L homomorfismos distintos y diferentes de 0. Tenemos que
demostrar que la dimensión d de V = Lσ1 + · · · + Lσn coincide con n. Razonemos por reducción al
absurdo, suponiendo que d < n y reordenemos los σi para que los d primeros formen una base de V .
Entonces σ = σn es distinto de 0 y de σi para i = 1, . . . , d y existen a1, . . . , ad ∈ L tales que

σ = a1σ1 + · · · + adσd.

Como σ 6= 0, algún ai 6= 0 y reordenando los σ1, . . . , σd, podemos suponer que a1 6= 0. Sea α ∈ K tal
que σ(α) 6= σ1(α). Entonces para todo β ∈ K tenemos

σ(α)(a1σ1(β) + · · · + adσd(β)) = σ(α)σ(β)
= σ(αβ) = a1σ1(αβ) + · · · + adσd(αβ)
= a1σ1(α)σ1(β) + · · · + adσd(α)σd(β)

y por tanto
[(σ(α) − σ1(α))a1σ1 + · · · + (σ(α) − σd(α))adσd](β) = 0

para todo β ∈ K, es decir

(σ(α) − σ1(α))a1σ1 + · · · + (σ(α) − σd(α))adσd = 0

y como el primer coeficiente de la anterior combinación lineal es diferente de 0, esto contradice la
independencia lineal de {σ1, . . . , σd} sobre L. �

Corolario 12.3. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensión finita L/K:

1. TL
K(α) 6= 0 para algún α ∈ L.
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2. TL
K(α) = 1 para algún α ∈ L.

3. L/K es separable.

Demostración. 2 implica 1 es obvio.

1 implica 2. Si TL
K(α) 6= 0, entonces TL

K

(
α

T L
K

(α)

)
= 1.

3 si y sólo si 1. Si elegimos una clausura algebraica L de L, y σ1, . . . , σn son losK-homomorfismos de L
en L, entonces σ1, . . . , σn son linealmente independientes por el Lema 12.2 y TL

K = [L : K]i(σ1+· · ·+σn),
por la propiedad 4 de la Proposición 12.1. Si pensamos [L : K]i como un elemento t de K, y recordando
que si [L : K]i 6= 1, entonces [L : K]i es una potencia de la caracteŕıstica de K, resulta que L/K es
separable si y sólo si [L : K]i 6= 1, si y sólo si t 6= 0 si y sólo si TL

K 6= 0 si y sólo si existe α ∈ L tal que
TL

K(α) 6= 0. �

Definición 12.4. Una extensión ćıclica es una extensión de Galois cuyo grupo de Galois es ćıclico.

Ejemplos 12.5. 1. Toda extensión de Galois de grado primo es ćıclica pues todo grupo de orden
primo es ćıclico.

2. Si p es un número primo y ξp es una ráız compleja p-ésima primitiva de la unidad, entonces
Q(ξp)/Q es una extensión de Galois y su grupo de Galois es isomorfo al grupo de unidades Z∗

p del
cuerpo Zp. Del Lema 8.2 se deduce que Q(ξp)/Q es ćıclico. De hecho si K es cualquier cuerpo y ξp
es una ráız p-ésima primitiva de la unidad en una extensión de K entonces K(ξp)/K es también
una extensión ćıclica pues su grupo de Galois es isomorfo a un subgrupo de Z∗

p.

Supongamos que L/K es una extensión ćıclica de grado n con grupo de GaloisG y sea σ un generador
de G. Entonces para cada divisor d de n, Gd = 〈σd〉 es el único subgrupo de G de orden n

d y, del Teorema
Principal de la Teoŕıa de Galois, Ld = LGd = {x ∈ L : σd(x) = x} es el único elemento de Sub(L/K)
tal que [Ld : L] = d.

Teorema 12.6 (Teorema 90 de Hilbert). Sea L/K una extensión ćıclica finita con Gal(L/K) = 〈σ〉 y
sea α ∈ L. Entonces

1. TL
K(α) = 0 si y sólo si α = β − σ(β) para algún β ∈ L.

2. NL
K(α) = 1 si y sólo si α = βσ(β)−1 para algún β ∈ L∗.

Demostración. Para simplificar la notación pondremos N = NL
K y T = TL

K . La condición suficiente es
obvia en ambos casos pues T (β) = T (σ(β)) y N(β) = N(σ(β)).

1. Supongamos que T (α) = 0 y consideremos un elemento θ ∈ L tal que T (θ) = 1 cuya existencia
está garantizada por el Corolario 12.3. Vamos a ver que, si n = [L : K], entonces

β = γ1σ(θ) + γ2σ
2(θ) + · · · + γn−1σ

n−1(θ)

cumple la propiedad deseada (o sea α = β − σ(β)) donde los γi son la siguientes trazas parciales:

γi = α+ σ(α) + · · · + σi−1(α).

Obsérvese que la traza total seŕıa γn = T (α) = 0 y la primera es γ1 = α. Teniendo en cuenta que, para
i = 1, . . . , n− 1, se tiene que σ(γiσ

i(θ)) = γi+1σ
i+1(θ) − ασi+1(θ) deducimos que

β − σ(β) = γ1σ(θ) + γ2σ
2(θ) + · · · + γn−1σ

n−1(θ)
−γ2σ

2(θ) − · · · − γn−1σ
n−1(θ) − γnσ

n(θ)
+α(σ2(θ) + · · · + σi(θ))

= α(σ(θ) + · · · + σn−1(θ) + σn(θ)) = α.
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2. Supongamos ahora que N(α) = 1 y consideremos ahora normas parciales

γi = ασ(α) · · · σi−1(α)

de forma que
γ0 = 1, γ1 = α, . . . , γn = N(α) = 1.

Por el Lema de Artin (Lema 12.2) el siguiente endomorfismo de LK es diferente de 0

f = γ01 + γ1σ + γ2 + σ2 + · · · + γn−1σ
n−1

y por tanto existe θ ∈ K tal que

β = f(θ) = θ + γ1σ(θ) + γ2σ
2(θ) + · · · + γn−1σ

n−1(θ) 6= 0.

Como ασ(γi) = γi+1 tenemos

ασ(β) = σ1σ(θ) + γ2σ
2(θ) + · · · + γn−1σ

n−1(θ) + γnσ
n(θ) = β

pues σn = 1. �

12.3. Caracterización de las extensiones ćıclicas

Proposición 12.7. Sean n un entero positivo, K un cuerpo que contiene una ráız n-ésima primitiva
de la unidad y a ∈ K. Si L es el cuerpo de descomposición de Xn − a sobre K, entonces L/K es una
extensión ćıclica.

Demostración. Si a = 0 entonces L = K y no hay nada que demostrar. Por tanto supongamos que
a 6= 0. Como K tiene una ráız n-ésima primitiva de la unidad, n no es múltiplo de la caracteŕıstica de
K y por tanto el polinomio Xn − a es separable, lo que implica que L/K es una extensión de Galois.
Sea α una ráız de Xn−a. Entonces las ráıces de Xn−a son α, ξα, . . . , ξn−1α, donde ξ = ξn ∈ K es una
ráız n-ésima primitiva de la unidad. Por tanto L = K(α) y σ(α) = ξiσα, para un iσ ∈ Zn. Esto implica
que la aplicación σ 7→ iσ es un homomorfismo de grupos inyectivo de Gal(L/K) al grupo aditivo de Zn.
Como este último es ćıclico, también Gal(L/K) es ćıclico. �

Teorema 12.8. Sean n un entero positivo y K un cuerpo que contiene una ráız n-ésima primitiva de
la unidad. Las siguientes condiciones son equivalentes para una extensión L/K de grado n.

1. L/K es ćıclica.

2. Existe a ∈ K tal que p = Xn − a es irreducible en K[X ] y tiene una ráız en L.

3. Existe α ∈ L tal que L = K(α) y αn ∈ K.

4. L es el cuerpo de descomposición de Xn − a sobre K para algún a ∈ K.

Demostración. Fijemos una ráız n-ésima primitiva de la unidad ξ = ξn ∈ K.
1 implica 2. Supongamos que L/K es ćıclica y σ es un generador de Gal(L/K). Como ξ ∈ K, se

tiene que N(ξ) = ξn = 1 y del Teorema 90 de Hilbert se deduce que existe α ∈ L tal que σ(α) = ξα. Si
p = Irr(α,K), entonces

α, σ(α) = ξα, σ2(α) = ξ2α, . . . , σn−1(a) = ξn−1α
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son ráıces de p, y todas son distintas. Como gr(p) = [K(α) : K] ≤ n, estas son las n ráıces de p y por
tanto

p = (X − α)(X − ξα)(X − ξ2α) · · · (X − ξn−1α)

Aplicando la Fórmula de Cardano-Vieta deducimos que el coeficiente de Xn−i (i = 1, 2, . . . , n) de p es

pn−i = (−1)n−iSi(α, ξα, ξ
2α, . . . , ξn−1α) = αiSi(1, ξ, ξ

2, . . . , ξn−1)

donde Si es el i-ésimo polinomio simétrico elemental en n variables. Como 1, ξ, ξ2, ξn−1 son las ráıces de
Xn−1, aplicando de nuevo la Fórmula de Cardano-Vieta obtenemos que pn−i = 0, si i 6= n y pn = −αn,
con lo que p = Xn − αn. Por tanto, a = αn ∈ K, p = Xn − a es irreducible en K[X ] y tiene una ráız
en L.

2 implica 3. Supongamos que p = Xn−a es irreducible en K[X ] y α es una ráız de p en L. Entonces
αn = a ∈ K y n = [L : K] ≥ [K(α) : K] = grp = n, con lo que L = K(α).

3 implica 4. Si a = αn, entonces las ráıces de Xn − a son α, ξα, ξ2α, . . . , ξn−1α y por tanto L es es
cuerpo de descomposición de Xn − a sobre K.

4 implica 1. Es consecuencia de la Proposición 12.7. �

12.4. Problemas

1. Demostrar que la traza de la extensión K(
√
X)/K = F2(X) es idénticamente nula.

2. Sea ξ = ξp ∈ C una ráız p-ésima primitiva de la unidad con p primo. Demostrar que si a0, a1, . . . , ap−2 ∈
Q, entonces

T
Q(ξ)
Q

(
p−2∑

i=0

aiξ
i

)
= (p− 1)a0 +

p−2∑

i=1

ai.

3. Decir cuáles de las siguientes extensiones son ćıclicas.

a) L/K, donde L es el cuerpo de descomposición de Xp − 1 sobre K para un primo p.

b) Una extensión de grupos finitos.

c) Q(ξn)/Q, donde ξn es una ráız finita de la unidad para cada uno de los números n ≤ 25.

d) Q(
√

2,
√

3).

e) Q(
√

2, 3
√

2)

f ) El cuerpo de descomposición de X3 − 2 sobre Q, F3 y F5.

4. Sea L/K una extensión ćıclica de cuerpos de caracteŕıstica p 6= 0 y sea σ un generador de L/K.
Demostrar que para todo elemento β ∈ L tal que TL

K(β) = 0 existe α ∈ L tal que σ(α)−α = βp−β.

5. Sea K un cuerpo de caracteŕıstica p 6= 0 y f = Xp −X − a con a ∈ K. Demostrar:

a) Si α es una ráız de f , entonces α+ 1 también es ráız de f .

b) f es o irreducible o completamente indescomponible sobre K.

c) Si f es irreducible sobre K y α es una ráız de f es una extensión de K, entonces K(α)/K es
una extensión ćıclica.

d) (Teorema de Artin-Schreier) Si L/K es una extensión ćıclica de grado p, entonces existen
a ∈ K y una ráız α de f = Xp −X − a tal que L = K(α). En tal caso L/K es el cuerpo de
descomposición de f sobre K.
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6. Sea K un cuerpo que contiene una ráız n-ésima primitiva de la unidad y L/K una extensión
ćıclica de grado n. Demostrar que si L = K(β1) = K(β2) con βn

i ∈ K, entonces existe un entero
m, coprimo con n tal que β2β

m
1 ∈ K.

7. Sea L/K una extensión ćıclica de grado p de cuerpos de caracteŕıstica p. Demostrar que si L =
K(β1) = K(β2) con βp

i − βi ∈ K , entonces existe un entero 0 < m < p tal que β2 −mβ1 ∈ K.

8. Demostrar que si L/K es una extensión ćıclica de grado pn con p primo y E/K es una subextensión
de grado pn−1 de L/K entonces L = K(α) para todo α ∈ L \ E.

9. Sea L/K una extensión ćıclica de grado pn de cuerpos de caracteŕıstica p, sea σ un generador
de Gal(L/K) y sea E/K una subextensión de grado p de L/K. Demostrar que existen a ∈ E y
β ∈ L \ E tales que:

a) βp − β = a

b) L = K(β).

c) σpn−1

(β) = β + 1.

d) αp − α = σ(a) − a, para α = σ(β) − β.

10. Sea L/K una extensión finita. Para cada α, β ∈ L sea

(α, β) = TL
K(αβ).

Para cada lista α1, . . . , αn de elementos de L ponemos

∆L
K(α1, . . . , αn) = ∆(α1, . . . , αn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

(α1, α1) (α1, α2) . . . (α1, αn)
(α2, α1) (α2, α2) . . . (α2, αn)

· · · · · · · · · · · ·
(αn, α1) (αn, α2) . . . (αn, αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Demostrar

a) (−,−) es una forma bilineal simétrica del espacio vectorialLK , es decir, satisface las siguientes
condiciones.

1) Para todo α ∈ L, la aplicación (α,−) : L→ K, dada por (α,−)(β) = (α, β), es K-lineal.

2) (α, β) = (β, α) ∈ K, para todo α, β ∈ L.

b) Si ∆(α1, . . . , αn) 6= 0 entonces {α1, . . . , αn} es una base de LK .

c) Si {α1, . . . , αn} y {β1, . . . , βn} son dos bases de LK , entonces existe λ ∈ K∗ tal que ∆(α1, . . . , αn) =
λ2∆(β1, . . . , βn).

d) Si s = [L : K]s y {σ1, . . . , σs} son los K-homomorfismos de L en una clausura algebraica de
K entonces

∆(α1, . . . , αs) = [L : K]si

∣∣∣∣∣∣∣∣

σ1(α1) σ1(α2) . . . σ1(αn)
σ2(α1) σ2(α2) . . . σ2(αn)
· · · · · · · · · · · ·

σn(α1) σn(α2) . . . σn(αn)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

e) Sean p ∈ K[X ] un polinomio irreducible separable de grado n, α una ráız de p y L = K(α).

Demostrar que ∆(1, α, . . . , αn−1) = (−1)
n(n−1)

2 NL
K(α).

f ) Las siguientes condiciones son equivalentes, donde φ : L → L∗ es la aplicación que asocia
α ∈ L con la forma lineal (α, 0).
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1) (−,−) es no degenerada, es decir φ es inyectiva.

2) φ suprayectiva.

3) φ biyectiva.

4) ∆(α1, . . . , αn) 6= 0, para alguna base {α1, . . . , αn} de LK .

5) ∆(α1, . . . , αn) 6= 0, para toda base {α1, . . . , αn} de LK .

6) TL
K(α) 6= 0, para algún α ∈ L.

7) L/K es separable.

11. Sea L/K una extensión finita. Una base normal de L/K es una base de LK de la forma {σ(α) :
σ ∈ Gal(L/K)}, para un α ∈ L. En tal caso se dice que α genera una base normal de L/K.

a) Demostrar que si L/K tiene una base normal, entonces es de Galois.

b) Decir cuáles de los siguientes elementos generan bases normales de las extensiones que se
indican.

1)
√
a de K(

√
a)/K para a ∈ K \K2.

2) 1 +
√
a de K(

√
a)/K para a ∈ K \K2.

3) Una ráız n-ésima primitiva de la unidad ξ = ξn para Q(ξ)/Q.

c) Sea Gal(L/K) = {σ1, . . . , σn} y α ∈ L. Demostrar que α genera una base normal de L/K si
y sólo si el determinante de la siguiente matriz es diferente de cero.





σ−1
1 σ1(α) σ−1

1 σ2(α) . . . σ−1
1 σn(α)

σ−1
2 σ1(α) σ−1

2 σ2(α) . . . σ−1
2 σn(α)

. . . . . . . . . . . .
σ−1

n σ1(α) σ−1
n σ2(α) . . . σ−1

n σn(α)



 .

d) Demostrar que toda extensión de Galois tiene una base normal.

e) Supongamos que α ∈ L genera una base normal de L/K y sean H un subgrupo de G =
Gal(L/K) y F = LH = {x ∈ L : σ(x) = x, para todo σ ∈ H}. Recordemos que TH(x) =∑

σ∈H σ(x), para cada x ∈ L. Supongamos que σ1, . . . , σm es un conjunto de representantes
de las clases laterales por la derecha de H en G, es decir cada elemento de H\G contiene
exactamente un σi. Para cada i = 1, . . . ,m ponemos Hi = σ−1

i Hσi. Demostrar

1) TH(α) es un elemento primitivo de E sobre K.

2) {σ1(trH1(α)), . . . , σm(trHm
(α))} es una base de F .

3) Si H es normal en G, entonces trH(α) genera una base normal de F/K.

12. Sea p ∈ K[X ] irreducible de grado primo p 6= carK y α una ráız de p. Demostrar que si K(α)
contiene una ráız de p diferente de α, entonces K(α) es el cuerpo de descomposición de p sobre
K y Gal(K(α)/K) es ćıclico.
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Caṕıtulo 13

Extensiones radicales

13.1. Extensiones radicales

Definición 13.1. Una torre radical es una torre de cuerpos

E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ En

tal que para cada i = 1, . . . , n, existen ni ≥ 0 y αi ∈ Ei tal que Ei = Ei−1(αi) y αni ∈ Ei−1.
Una extensión de cuerpos L/K se dice que es radical si existe una torre radical

K = E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ En = L. (13.1)

Veamos algunas propiedades elementales de las extensiones radicales.

Lema 13.2. Sea L/K una extensión de cuerpos y sean E,F ∈ Sub(L/K).

1. Si E/K y L/E son radicales entonces L/K es radical.

2. Si E/K es radical, entonces EF/F es radical, es decir, la clase de extensiones radicales es cerrada
para levantamientos.

3. Si L/K es radical, entonces L/E es radical.

4. Si E/K y F/K son radicales, entonces EF/K es radical.

5. Si L/K es radical y N es la clausura normal de L sobre K, entonces N/K es radical.

Demostración. 1. Si
K = E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ En = E

y
E = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = L

son torres radicales, entonces

K = E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ En = E = F0 ⊆ F1 ⊆ · · · ⊆ Fn = L

es una torre radical.
2. Si L/K admite una torre radical como en (13.1) entonces

F = E0F ⊆ E1F ⊆ · · · ⊆ EnF = EF

157
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es una torre radical, pues si Ei = Ei−1(αi) y αri

i ∈ Ei−1, entonces EiF = Ei−1F (αi).
3. Es consecuencia de 2, pues L = LE.
4. Es consecuencia de 1 y 2.
5. Supongamos que L/K es radical con torre radical como en (13.1). Para cada i = 1, . . . , n sean

βi1, . . . , βiki
las ráıces de Irr(αi,K) en una clausura algebraica de L. Entonces N = K(βij : 1 ≤ i ≤

n, 1 ≤ j ≤ ki) es una clausura normal de L/K. Entonces Ei−1(βij) es Ei−1-isomorfo a Ei−1(αi) = Ei

se tiene que βni

ij ∈ Ei−1 para todo j y por tanto la torre

K = F0 ⊆ F11 = F0(β11) ⊆ F12 = F11(β12) ⊆ . . . F1k1 = F1(k1−1)(β1k1) ⊆
F21 = F1k1 (β21) ⊆ · · · ⊆ Fnkn

= N

es una torre radical y por tanto N/K es una extensión radical. �

13.2. Caracterización de extensiones radicales

Lema 13.3. Si L = K(α), α es separable sobre K y αr ∈ K, entonces existe un entero positivo s tal
que αs ∈ K y s no es múltiplo de car(K).

Demostración. Si car(K) = 0 no hay nada que demostrar, con lo que podemos suponer que car(K) =

p 6= 0. Pongamos r = pts, con p ∤ s y β = αs. Entonces a = αr = βpt

, es decir β es ráız del polinomio

f = Xpt −a. De hecho β es la única ráız de f pues f = Xpt −βpt

= (X−β)pt

. Si g = Irr(β,K), entonces
g divide a f , con lo que g sólo tiene una ráız. Sin embargo, como α es separable sobre K, K(α)/K es
separable (Corolario 9.14), con lo que β es separable sobre K y por tanto [K(β) : K] = [K(β) : K] = 1,
es decir αs = β ∈ K. �

Teorema 13.4. Si L/K es una extensión radical, entonces Gal(E/K) es resoluble para todo E ∈
Sub(L/K).

Demostración. Supongamos que L/K es una extensión radical y sea E ∈ Sub(L/K). Vamos a consi-
derar varios casos cada vez más generales y utilizaremos repetidamente las propiedades de los grupos
resolubles que vimos en la Proposición 5.8.

Caso 1. E = L y L/K es de Galois.
Sea

K = E0 ⊆ E1 ⊆ · · · ⊆ Er = L

una torre radical con En ⊆ L y pongamos Ei = Ei−1(αi) con αsi ∈ Ei−1. Por el Lema 13.3, podemos
suponer que si no es múltiplo de la caracteŕıstica de K. Entonces n = s1 · · · sr no es múltiplo de la
caracteŕıstica de K y por tanto existe una ráız n-ésima primitiva de la unidad ξ = ξn en una extensión
de L. Entonces L(ξ)/K(ξ) es una extensión radical de Galois (Lema 13.2) y de hecho

K = K(ξ) = E0 = E0(ξ) ⊆ E1 = E1(ξ) ⊆ · · · ⊆ Er = Er(ξ) = L(ξ) = L

es una torre radical. Entonces Ei es el cuerpo de descomposición de Xsi − αsi

i sobre Ei−1 y de la
Proposición 12.7 deducimos que Ei(ξ)/Ei−1(ξ) es una extensión ćıclica para todo i. Por tanto la última
torre de cuerpos da lugar, por el Teorema Principal de la Teoŕıa de Galois, a una sucesión de subgrupos
de Gal(L/K):

Gal(L/K) = Gal(L/E0) ≥ Gal(L/E1) ≥ · · · ≥ Gal(L/Er) = 1.

Como Ei/Ei−1, es de Galois Gal(L/Ei)EGal(L/Ei−1) y además

Gal(L/Ei−1)/Gal(L/Ei) ≃ Gal(Ei/Ei−1)
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es ćıclico. Esto demuestra que Gal(L/K) es resoluble. Como Gal(L/K)/Gal(L/K) ≃ Gal(K/K) y
K/K = K(ξ)/K es de Galois, con grupo de Galois abeliano, deducimos que L/K es de Galois y
Gal(L/K) es resoluble. Por otro lado L/K es de Galois, por hipótesis, y por tanto Gal(L/L)EGal(L/K)
y Gal(L/K) ≃ Gal(L/K)/Gal(L/L), que es resoluble por serlo Gal(L/K).

Caso 2. E = L.
Sea F = {x ∈ L : σ(x) = x, para todo σ ∈ Gal(L/K)}. Entonces L/F es de Galois y radical, por el

Lema 13.2. Por el Caso 1, Gal(L/K) = Gal(L/F ) es resoluble.
Caso 3. E/K es de Galois.
Sea N la clausura normal de L sobre K. Del Lema 13.2 deducimos que N/K es radical, con lo que

del Caso 2, deducimos que Gal(N/K) es resoluble. Por otro lado, como E/K es normal, para todo
σ ∈ Gal(N/K) se verifica que la restricción σ|E de σ a E es un elemento de Gal(E/K) (Teorema 7.11)
y la aplicación

φ : Gal(N/K) → Gal(E/K)
σ 7→ σ|E

es un homomorfismo de grupos. Además, como N/K es normal, todo elemento de Gal(E/K) extiende
a un elemento de Gal(N/K), o lo que es lo mismo φ es suprayectiva. Esto muestra que Gal(E/K) es
isomorfo a un cociente de Gal(N/K) y como este último es resoluble, aquel también es resoluble.

Caso General. De forma similar a como lo hicimos en el Caso 2, ponemos F = {x ∈ E : σ(x) =
x, para todo σ ∈ Gal(E/K)}. Entonces E/F es de Galois y L/F es radical. Por el Caso 3 deducimos
que Gal(E/K) = Gal(E/F ) es resoluble. �

El siguiente teorema es una especie de rećıproco del Teorema 13.4.

Teorema 13.5. Si L/K es una extensión finita de Galois, Gal(L/K) es resoluble y [L : K] no es
múltiplo de la caracteŕıstica de K, entonces existe una extensión R de L tal que R/K es radical.

Demostración. Vamos a razonar por inducción sobre n = [L : K], con el caso n = 1 trivial. Suponga-
mos pues que L/K satisface las hipótesis del Teorema con n = [L : K] > 1 y la hipótesis de inducción.
Pongamos G = Gal(L/K). Como G es resoluble, del Teorema 5.12 se deduce que G tiene un subgrupo
normal N de ı́ndice primo p. Como n no es múltiplo de la caracteŕıstica de K, p es diferente de esta
caracteŕıstica, y por tanto una extensión de L contiene una ráız p-ésima primitiva de la unidad ξ = ξp.
Como L(ξ)/L es de Galois, tenemos que L(ξ)/K es de Galois y, por tanto, también L(ξ)/K(ξ) es de
Galois.

Como L/K es de Galois, la restricción σ 7→ σ|L induce un homomorfismo de grupos

Φ : G = Gal(L(ξ)/K(ξ)) → G = Gal(L/K).

Además Φ es inyectivo, pues si σ, τ ∈ G satisface σ|L = τ |L, entonces σ(ξ) = τ(ξ) y por tanto σ = τ .
Si Φ no fuera suprayectiva tendŕıamos [L(ξ) : K(ξ)] = |G| < |G| = [L : K] y, por la hipótesis

de inducción deducimos que L(ξ)/K(ξ) es radical. Como K(ξ)/K también es radical, deducimos que
L(ξ)/K es radical y en este caso ya hemos acabado.

En caso contrario, Φ es un isomorfismo de grupos, con lo que N = Φ−1(N) es un subgrupo normal
de ı́ndice p de G. Por tanto F = L(ξ)N = {x ∈ L(ξ) : σ(x) = x, para todo σ ∈ N} es un subcuerpo de
L(ξ) tal que Gal(L(ξ)/F ) = N . Por tanto L(ξ)/F es de Galois y Gal(L(ξ)/F ) = N es resoluble y tiene
orden n/p. Por hipótesis de inducción L(ξ) tiene una extensión R tal que R/F es radical. Por otro lado,
como N es normal en G, F/K(ξ) es de Galois y como su grupo de Galois tiene orden primo, F/K(ξ)
es una extensión ćıclica, de donde se deduce que F = K(ξ)(α) para algún α ∈ F tal que αp ∈ K(ξ)
(Teorema 12.8). Por tanto F/K(ξ) es radical. Como K(ξ)/K también es radical, deducimos que R/K
es radical. �
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13.3. Problemas

Salvo que se diga lo contrario, todos los cuerpos tienen caracteŕıstica 0.

1. Sea L/K una extensión de Galois finita tal que para cada dos subcuerpos intermedios E,F ∈
Sub(L/K) se verifica que E ⊆ F ó F ⊆ E. Demostrar que L está contenido en una extensión
radical de K.

2. Demostrar que si L/K es una extensión de Galois finita cuyo grado es potencia de un primo,
entonces L está contenido en una extensión radical de K.

3. Sea p ∈ Q[X ] irreducible de grado 3 y L el cuerpo de descomposición de p sobre Q.

a) Demostrar que Gal(L/K) es ćıclico de orden 3 o isomorfo a S3.

b) Demostrar que L está contenido en una extensión radical R de K.

c) Demostrar que si R ⊆ R, entonces R/K no es normal.

d) Demostrar que si L ⊆ R, entonces L/K no es radical.

e) Dar un ejemplo de una extensión L/K que no sea radical pero que esté contenida en una
extensión radical de K.



Caṕıtulo 14

Resolubilidad de ecuaciones por

radicales

En este caṕıtulo vamos a suponer que la caracteŕıstica de todos los cuerpos es 0. De esta forma
garantizamos que todas las extensiones son separables. En realidad podŕıamos no utilizar esta hipótesis,
pero eso nos obligaŕıa a imponer la condición de que la caracteŕıstica no dividiera al grado de ninguna
de las extensiones consideradas. En la práctica las extensiones que consideramos en este caṕıtulo son
subextensiones de L/K donde L es el cuerpo de descomposición de un polinomio p ∈ K[X ]. Si n es
el grado de p, entonces [L : K] es un divisor de n!, con lo que para garantizar la separabilidad de
las extensiones consideradas a partir de un polinomio de grado n, bastaŕıa exigir que la caracteŕıstica
no dividiera a n!. La razón de imponer como hipótesis que la caracteŕıstica sea siempre 0 es evitar
resultados sobrecargados de hipótesis. El lector debeŕıa hacer el ejercicio de comprobar en cada caso
que se puede cambiar la hipótesis de que K tiene caracteŕıstica 0, por la de que la caracteŕıstica de K
no divide a n!.

Por otro lado supondremos que K tiene “suficientes” ráıces de la unidad, que en la práctica significa
que contiene una ráız n!-ésima primitiva de la unidad.

14.1. El Teorema de Galois

Definición 14.1. Una ecuación polinómica p(X) = 0, con p ∈ K[X ], se dice que es resoluble por
radicales sobre K si existe una extensión radical L/K tal que f es completamente factorizable en L. En
tal caso también se dice que el polinomio p es resoluble por radicales sobre K.

Si p ∈ K, entonces se llama grupo de Galois de p sobre K al grupo de Galois Gal(L/K), donde L
es un cuerpo de descomposición de p sobre K.

Obsérvese que el grupo de Galois de p ∈ K[X ] sobre K, en principio depende del cuerpo de des-
composición de p elegido, sin embargo, como todos los cuerpos de descomposición de p sobre K son
K-isomorfos (Proposición 7.9), el grupo de Galois de p sobre K, está bien definido salvo isomorfismos
y lo denotaremos por Gal(p/K).

Esta sección culmina los resultados principales de Evariste Galois que caracterizan las ecuaciones
resolubles por radicales. Aunque se pueden obtener resultados algo más generales sin suponer que la
caracteŕıstica del cuerpo es 0, nos vamos a restringir a esta hipótesis que simplificará algunos argumentos
e hipótesis. El resultado principal es el siguiente.

Teorema 14.2 (Galois). Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 0 y p ∈ K[X ]. Entonces p es resoluble por
radicales sobre K si y sólo si el grupo Gal(p/K) de Galois de p sobre K es resoluble.
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Demostración. Supongamos que p es resoluble por radicales sobre K. Entonces p es completamente
factorizable en una extensión radical L de K. Por tanto, L contiene un cuerpo de descomposición E de
p y Gal(p/K) = Gal(E/K) es resoluble por el Teorema 13.4.

Rećıprocamente, supongamos que Gal(p/K) es resoluble y sea E un cuerpo de descomposición de p
sobre K. Entonces Gal(E/K) = Gal(p/K) es resoluble y, del Teorema 13.5, se deduce que E tiene una
extensión R tal que R/K es radical. Entonces p factoriza completamente en R, lo que muestra que p es
resoluble por radicales. �

14.2. La ecuación general de grado n

Si X1, . . . , Xn son variables independientes, entonces el cuerpo de fracciones de K[X1, . . . , Xn] se
llama cuerpo de funciones racionales de K en n indeterminadas y se denota K(X1, . . . , Xn). Si L/K es
una extensión de cuerpos y α1, . . . , αn ∈ L. Se dice que α1, . . . , αn son algebraicamente independientes
sobre K si el homomorfismo de sustitución

S : Sα1,...,αn
: K[X1, . . . , Xn] → L

f 7→ f(α1, . . . , αn)

es inyectivo. En tal caso S se puede extender de forma única a un homomorfismo de cuerpos

S : K(X1, . . . , Xn) → L.

Definición 14.3. Sean X,C1, . . . , Cn, n+ 1 variables independientes. El polinomio general de grado n
es el siguiente polinomio en la variable X con coeficientes en E = K[C1, . . . , Cn]

Gn = Xn − C1X
n−1 + C2X

n−2 + · · · + (−1)n−2Cn−2X
2 + (−1)n−1Cn−1X + (−1)nCn

y la ecuación general de grado n es la ecuación Gn = 0.

Obsérvese que hay un polinomio general de grado n, para cada caracteŕıstica y que los coeficientes
de Gn están en P [C1, . . . , Cn], donde P es el cuerpo primo de la caracteŕıstica dada. Pongamos E =
K(C1, . . . , Cn), T1, . . . , Tn las ráıces de Gn en una clausura algebraica de E, es decir

Gn = (X − T1) . . . (X − Tn)

y F = K(T1, . . . , Tn) = E(T1, . . . , Tn). Es decir, F es el cuerpo de descomposición de Gn sobre E.
En principio pudiera darse que dos de los Ti fueran iguales, pero de hecho eso no se da, lo cual es
consecuencia de la siguiente proposición que dice todav́ıa más.

Teorema 14.4. El polinomio general Gn = Xn − C1X
n−1 + C2X

n−2 + · · · + (−1)n−2Cn−2X
2 +

(−1)n−1Cn−1X + (−1)nCn de grado n es separable y Gal(Gn,K(C1, . . . , Cn)) ≃ Sn.

Demostración. Consideremos variables independientes arbitrariasX1, . . . , Xn sobreK, sean S1, . . . , Sn

los polinomios simétricos en estas variables y sea

ϕ = SS1,...,Sn
: K[C1, . . . , Cn] → F = K(X1, . . . , Xn)

f 7→ f(S1, . . . , Sn)

el homomorfismo de sustitución. Como S1, . . . , Sn son variables independientes sobre K, ϕ es inyectiva
y su imagen es claramente K[S1, . . . , Sn]. Por tanto K[C1, . . . , Cn] ≃ K[S1, . . . , Sn], con lo que ϕ se
extiende a un isomorfismo entre sus cuerpos de fracciones ϕ : E = K(C1, . . . , Cn) ≃ E′ = K(S1, . . . , Sn),
por la Propiedad Universal del Cuerpo de Fracciones. Aplicando la Proposición 7.9 deducimos que ϕ



163

se extiende a un isomorfismo entre los cuerpos de descomposición de Gn sobre E y de ϕ(Gn) sobre
E′. Como T1, . . . , Tn son las ráıces de Gn y X1, . . . , Xn son las ráıces de ϕ(Gn), estos cuerpos de
descomposición son F = K(T1, . . . , Tn) y F ′ = K(X1, . . . , Xn). Por tanto Gal(F/E) ≃ Gal(F ′/E′). Por
el Ejercicio 3 del Caṕıtulo 10, la extensión F ′/E′ es de Galois y su grupo de Galois es isomorfo a Sn.
Por tanto F/E es una extensión de Galois (en particular Gn es separable) y Gal(E/F ) ≃ Sn. �

Sea

p = pn + pn−1X + pn−2X
2 + · · · + p1X

n−1 +Xn = (X − α1) · · · (X − αn) ∈ K[X ]

con α1, . . . , αn en una extensión L de K. Consideremos el homomorfismo de sustitución

S = Sα1,...,αn
: K[T1, . . . , Tn] → L

f(T1, . . . , Tn) 7→ f(α1, . . . , αn)

Entonces la restricción de S a K(C1, . . . , Cn) es el homomorfismo de sustitución

S = Sp1,...,pn
: K[C1, . . . , Cn] → K

f(C1, . . . , Cn) 7→ f(p1, . . . , pn)

y por tanto p = S(Gn). Eso implica que si Ti se puede poner como una expresión radical de elementos de
E, entonces S(Ti) se podrá obtener como una expresión radical de elementos de K. Por tanto resolver
por radicales sobre K todas ecuaciones de grado n equivale a resolver sobre K la ecuación general de
grado n. Por desgracia la conclusión del Teorema 14.4 es que esto sólo es posible en pocos casos.

Corolario 14.5. Si K tiene caracteŕıstica 0, entonces el polinomio general de grado n sobre K es
resoluble por radicales si y sólo si n ≤ 4.

Demostración. Es una consecuencia inmediata de los Teoremas 14.2 y 14.4 y de que Sn es resoluble
si y sólo si n ≤ 4 (Ejemplos 5.6). �

Corolario 14.6. Si K tiene caracteŕıstica 0, entonces todo polinomio de K[X ] de grado ≤ 4 es resoluble
por radicales sobre K. De hecho todo polinomio que sea producto de polinomios de grado ≤ 4 de K[X ]
es resoluble por radicales sobre K.

El Teorema 14.5 proporciona un ejemplo de ecuación que no es resoluble por radicales: La ecuación
general de grado n ≥ 5. Sin embargo este ejemplo es algo artificial, pues se trata de ecuaciones con
coeficientes en el cuerpo de fracciones racionales en n variables. Cuando Lagrange, Ruffini, Abel ó Galois
consideraban el problema de resolver ecuaciones por radicales, las ecuaciones soĺıan tener coeficientes
racionales y éstas son las ecuaciones que se pretend́ıa resolver por radicales sobre Q. Por tanto, esta
introducción artificial de variables, no resuelve el problema que interesaba a los clásicos de resolver por
radicales las ecuaciones algebraicas con coeficientes racionales y, por tanto, todav́ıa cabŕıa la esperanza
de que esto fuera posible. Sin embargo vamos a ver que esto no es aśı.

Si p ∈ K[X ] y A = {α1, . . . , αn} es el conjunto de las ráıces de p, entonces σ(A) = A para todo
σ ∈ Gal(p/K). Además cada σ ∈ Gal(p/K) está completamente determinado por la restricción de σ
a A. Por tanto Gal(p/K) es isomorfo a un subgrupo de SA y a partir de ahora vamos a identificar
Gal(p/K) con este subgrupo de SA, que a menudo identificaremos con Sn.

Sea G un subgrupo del grupo de permutaciones SA de un conjunto finito A (por ejemplo, G puede
ser el grupo de Galois de un polinomio sobre K y A el conjunto de ráıces de este polinomio en una
clausura algebraica). Se dice que G es transitivo si para todo a, b ∈ A, existe σ ∈ G tal que σ(a) = b.

Lema 14.7. Si p es primo y G es un subgrupo transitivo de Sn que contiene una trasposición, entonces
G = Sp.
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Demostración. Definimos en Np = {1, . . . , n} la relación de equivalencia siguiente:

i ∼ j ⇔ la trasposición (i, j) pertenece a G.

(Aqúı entendemos que (i, i) = 1, para simplificar la notación). Vamos a ver que es efectivamente una
relación de equivalencia. Si i ∼ j y j ∼ k, entonces (i, j), (j, k) ∈ G y, por tanto, (i, k) = (j, k)(i, j)(j, k) ∈
G. Esto prueba que la relación es transitiva y que es reflexiva y simétrica es obvio.

Vamos ahora a ver que todas las clases de equivalencia tienen el mismo número de elementos. En
efecto, si A y B son dos clases de equivalencia con a ∈ A y b ∈ B, entonces de la transitividad de
G se tiene que b = σ(a) para algún σ ∈ G. Si a1 ∈ A, entonces (a, a1) ∈ G y por tanto (b, σ(a1)) =
σ(a, a1)σ

−1 ∈ G. Esto muestra que σ se restringe a una aplicación de A en B y, claramente σ−1(B) ⊆ A.
Luego σ(A) = B y concluimos que |A| = |B|.

Por tanto, si n es el cardinal de cada una de las clases de equivalencia, entonces n|p y n 6= 1, pues,
como G contiene una transposición, al menos una de las clase de equivalencia tiene más de un elemento.
Luego n = p, es decir, para todo i, j ∈ Np se tiene que (i, j) ∈ G. Esto muestra que G contiene todas
las trasposiciones y, de la Proposición 4.12 deducimos que G = Sn. �

Lema 14.8. Si p ∈ K[X ] es separable, entonces Gal(p/K) es transitivo si y sólo si p es irreducible
sobre K.

Demostración. Si p no es irreducible y p = fg, entonces ninguna de las ráıces de f puede ser ráız
de g, con lo que si α es ráız de f y β es ráız de g, entonces σ(α) 6= β, para todo σ ∈ Gal(p/K). Esto
muestra que Gal(p/K) no es resoluble.

Por otro lado, si p es irreducible y α y β son dos ráıces de p, entonces, por la Proposición 6.9, existe
un K-isomorfismo K(α) → K(β) que, como L/K es normal, donde L es el cuerpo de escisión de p sobre
K, se puede extender a un elemento σ de Gal(L/K) = Gal(p/K). Por tanto σ(α) = β y esto prueba
que Gal(L/K) es resoluble. �

Proposición 14.9. Sea K un subcuerpo de los números reales y f ∈ K[X ] un polinomio irreducible de
grado primo p. Si f tiene p− 2 ráıces reales y 2 no reales, entonces Gal(f/K) ≃ Sp.

Demostración. Identificamos G = Gal(f/K) con un subgrupo del grupo SA de permutaciones de las
p ráıces de f en C (que forman el conjunto A). Como G es transitivo, para demostrar que G = SA

(y por tanto isomorfo a Sp) basta ver que tiene una trasposición y aplicar el Lema 14.7. Pero esto
está claro pues la conjugación compleja es un elemento σ de Gal(p/K), ya que K ⊆ R y este elemento
deja invariantes exactamente p− 2 elementos de A, es decir es una transposición. �

-2 -1 1 2
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Ejemplo 14.10. La figura anterior representa la curva y = p(x) donde p = 2X5−10X+5, un polinomio
irreducible sobre Q (Eisentein). La derivada de p es p′ = 10X4 − 10, que tiene dos ráıces reales: 1 y -1,
que son respectivamente un máximo y mı́nimo relativo de p. Por otro lado f(1) = −3 y f(−1) = 13.
Eso implica que la gráfica de la curva y = p(x) corta al eje real en tres puntos, uno en cada uno de los
tres intervalos (−∞,−1), (−1, 1) y (1,∞). De la Proposición 14.9 se deduce que Gal(p/Q) ≃ S5 y por
tanto p no es resoluble por radicales sobre Q.

14.3. Resolución efectiva

El Teorema 14.2 transfiere el problema de la resolubilidad de ecuaciones por radicales a un problema
de Teoŕıa de Grupos y indica el camino para resolver una ecuación por radicales si es que esto es
posible. Los pasos seŕıan los siguientes para un polinomio p ∈ K[X ] con K un cuerpo de caracteŕıstica
0. Recordemos que estamos suponiendo que tiene tantas ráıces de la unidad como sea necesario.

1. Calcular G = Gal(p/K) y decidir si G es resoluble o no. Si la respuesta es negativa concluimos
que el polinomio no es resoluble por radicales sobre K, por el Teorema 14.2.

2. En caso contrario calculamos una serie ćıclica (tal vez con factores de orden primo)

G = G0 ⊲G1 ⊲G2 ⊲ · · ·⊲Gk = 1

3. Aplicando la correspondencia de Galois a esta serie obtenemos una torre de extensiones ćıclicas

K = L0 = LG = LG0 ⊂ L1 = LG1 ⊂ L2 = LG2 ⊂ · · · ⊂ Ln = LGk = L1 = L

donde L es el cuerpo de escisión de p sobre K.

4. Si [Li : Li−1] = ni, entonces, como estamos suponiendo que K contiene tantas ráıces de la unidad
como sea necesario, tendremos que Li = Li−1( ni

√
ai), para algún ai ∈ Li−1 (Teorema 12.8).

5. Los elementos de L, y en particular las ráıces de p, se pueden expresar en la forma

b0 + b1 nk

√
ak + b2 nk

√
ak

2
+ · · · + bnk−1

nk

√
ak

nk−1
,

con b0, b1, . . . , bnk−1 ∈ Lk−1. Entonces ak, b0, b1, . . . , bnk−1 son expresables de una forma similar
a partir de nk−1

√
ak−1, y repitiendo el proceso se podrá obtener las ráıces de p mediante una

expresión radical de elementos de K.

Obsérvese también que los radicales n
√
a no están uńıvocamente determinadas pues ya sabemos que

una ecuación del tipo Xn − a tiene n ráıces: α, ξnα, . . . , ξ
n−1
n α. Por tanto, las expresiones radicales

tienen un cierto grado de ambigüedad y será necesario a menudo indicar en una expresión radical cuál

de las ráıces n-ésimas es la que estamos eligiendo. Por ejemplo, en la fórmula escolar −b±
√

b2−4ac
2a de

la resolución de la ecuación de segundo grado, la expresión
√
b2 − ac toma los dos valores posibles y

la expresión ± que aparece en la fórmula, implica que podemos elegir cualquiera de los dos posibles
valores. Sin embargo en las expresiones radicales, que al final obtendremos, para resolver las ecuaciones
de tercer y cuarto grado aparecerán ráıces terceras, que supondrán una ambigüedad de elección entre
tres ráıces terceras que habrá que precisar porque, a diferencia de la solución de la ecuación de segundo
grado, no será cierto que las tres ráıces terceras sean válidas.

Parece obvio que, a pesar de que teóricamente el proceso está claro, no tiene porque resultar fácil
obtener la expresión radical de las ráıces de p. Esta sección se dedica a resolver ecuaciones por radicales
de forma efectiva. En la sección anterior vimos que las ecuaciones de grado ≤ 4 son resolubles por
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radicales y que para resolver todas las ecuaciones de un cierto grado n ≤ 4 basta con obtener una
expresión radical de las ráıces del polinomio general de grado n. Por supuesto que para n = 1 el
problema es trivial. A pesar de qué sabemos perfectamente cómo resolver ecuaciones de grado 2 y
también vimos en la Introducción cómo resolver ecuaciones de grado 3, es ilustrativo volver a estas
ecuaciones desde el punto de vista del programa planteado en el párrafo anterior.

Ecuaciones cuadráticas

Consideremos un polinomio de grado 2, p = X2 + aX + b ∈ K[X ] y recordemos que estamos
considerando Gal(p/K) como un grupo de permutaciones de las ráıces de p. Entonces Gal(p/K) es
isomorfo a un subgrupo de S2, con lo que G = Gal(p/K) es isomorfo a S2 o es un grupo trivial. En el
segundo caso el cuerpo de descomposición de p es K y por tanto p es completamente descomponible en
K. Para evitar casos triviales supondremos que G ≃ S2 y de hecho identificamos que G y S2. Una serie
ćıclica de S2 es

S2 ⊲ 1

con lo que si el cuerpo de descomposición de p sobre K es L, entonces L/K es una torre ćıclica y

K ⊂ L

es la torre de subextensiones ćıclicas de L/K que andamos buscando. Luego L = K(
√
c) para algún

c ∈ K. Con la fórmula que aprendimos en la escuela sabemos que L = K(
√
a2 − 4b), es decir c puede ser

tomado como a2−4b. Sin embargo para que este ejemplo sea de verdad ilustrativo debemos olvidarnos de
lo que aprendimos en la escuela y obtener esto de forma directa. Supongamos que p = (X−α1)(X−α2),
es decir α1 y α2 son las ráıces de p. Vamos a poner

∆ = α1 − α2.

Recuérdese que si p es el polinomio general de grado 2, entonces a y b son dos variables independientes
sobre K y entonces α1 y α2 también son variables independientes sobre K, de forma que a = −(α1+α2)
y b = α1α2. Por otro lado ∆2 es un polinomio simétrico en las variables α1, α2, con lo que ∆2 es un
polinomio en los coeficientes de p. De hecho ∆2 = (α1+α2)

2−4α1α2 = a2−4b, con lo que efectivamente
L = K(∆) = K(

√
a2 − 4b), pues α1 y α2 son las soluciones del siguiente sistema lineal de ecuaciones

α1 + α2 = −a
α1 − α2 = ∆.

(14.1)

Por tanto

α1 =
−a+ ∆

2
y α2 =

−a− ∆

2
,

que proporciona la fórmula escolar de la resolución de la ecuación de segundo grado.
Vamos a analizar este ejemplo con calma pues tiene dos elementos importantes que nos servirán

para ecuaciones de grado mayor.

Resolventes de Galois

La primera enseñanza de la forma cómo hemos resuelto la ecuaciones cuadráticas es que hemos
introducido un término ∆ = α1 − α2 del cuerpo de descomposición sobre K del polinomio p. En
principio ∆ es un elemento desconocido. Vamos a hacer algo similar para un polinomio arbitrario

p = Xn − p1X
n−1 + p2X

n−2 + · · · + (−1)n−2pn−2X
2 + (−1)n−1pn−1X + (−1)npn ∈ K[X ],
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cuyas desconocidas ráıces llamamos α1, . . . , αn. Es decir L = K(α1, . . . , αn) es el cuerpo de descompo-
sición de p sobre K. Vamos a considerar G = Gal(p/K) como un subgrupo de Sn, identificando la res-
tricción de cada σ a {α1, . . . , αn} con una permutación de los sub́ındices, es decir de Nn = {1, 2, . . . , n}.
Para cada σ ∈ Sn, consideramos el automorfismo σ de K[X1, . . . , Xn]. Obsérvese que si σ ∈ G, entonces

σ(f(α1, . . . , αn)) = σ(f)(α1, . . . , αn). (14.2)

Si fijamos θ ∈ L, entonces θ = f(α1, . . . , αn) para algún f ∈ K[X1, . . . , Xn] y vamos a poner

EstabSn
(f) = {σ ∈ Sn : σ(f) = f}

EstabG(f) = {σ ∈ G : σ(f) = f}.

Como consecuencia de (14.2) se tiene que si θ = f(α1, . . . , αn), entonces

EstabG(f) = G ∩ EstabSn
(f) ⊆ {σ ∈ G : σ(θ) = θ} = Gal(L/K(θ)). (14.3)

Sea E = EstabSn
(f), con f ∈ K[X1, . . . , Xn] y sea Sn(f) = {σ(f) : σ ∈ Sn}. Es fácil ver que la

aplicación
Sn/E → Sn(f)
σE 7→ σ(f)

está bien definida y es una biyección (ver Ejercicio 3.23 del Caṕıtulo 3). Se llama resolvente de Galois
de f y p a

Rf,p =
∏

g∈Sn(f)

(X − g(α1, . . . , αn)).

Lema 14.11. La resolvente de Galois de f ∈ K[X1, . . . , Xn] y p ∈ K[X ] (un polinomio mónico de
grado n) pertenece a K[X ].

Demostración. Para cada σ ∈ Sn la aplicación τ 7→ στ es una biyección de Sn en si mismo y por
tanto

σ(Sn(f)) = {στ (f) : τ ∈ Sn} = {τ(f) : τ ∈ Sn} = Sn(f).

En particular, si σ ∈ G, entonces

σ({q(α1, . . . , αn) : q ∈ Sn(f)}) = {σ(q(α1, . . . , αn)) : q ∈ Sn(f)}
= {σ(q)(α1, . . . , αn) : q ∈ Sn(f)}
= {q(α1, . . . , αn) : q ∈ Sn(f)},

es decir, σ permuta las ráıces de Rf,p, lo que implica que σ(Rf,p) = Rf,p y por tanto Rf,p ∈ K[X ]. �

Teorema 14.12 (de Factorización de Resolventes). Sea p ∈ K[X ] un polinomio separable de grado
n con ráıces α1, . . . , αn y sean G = Gal(p/K), f ∈ K[X1, . . . , Xn], E = EstabSn

(f), σ ∈ Sn y θ =
f(α1, . . . , αn). Entonces σ(θ) es una ráız de Rf,p. Además

1. Si σ−1Gσ ⊆ E, entonces σ(θ) ∈ K.

2. Si σ(θ) ∈ K y es ráız simple de Rf,p, entonces σ−1Gσ ⊆ E.

Demostración. Que σ(θ) es una ráız de Rf,p, es consecuencia de la propia definición de Rf,p.
1. Supongamos que σ−1Gσ ⊆ E. Entonces G ⊆ σEσ−1 = EstabSn

(σ(f)). Aplicando esto y (14.3)
tenemos G = G ∩ EstabSn

(σ(f)) ⊆ Gal(L/K(σ(θ))) ⊆ G. Luego Gal(L/K(σ(θ))) = G = Gal(L/K) y
aplicando el Teorema Fundamental de la Teoŕıa de Galois tenemos que K = K(σ(θ)).



168

2. Supongamos ahora que σ(θ) ∈ K y que su multiplicidad en Rf,p es 1. Como σ(θ) ∈ K, se tiene
que τσ(θ) = σ(θ), para todo τ ∈ G. Si τσ(f) 6= σ(f), entonces

Rt,f =
∏

g∈Sn(f)(X − g(α1, . . . , αn))

= (X − σ(θ))(X − τσ(θ))
∏

g∈Sn(f)\{σ(θ),τσ(θ)}(X − g(α1, . . . , αn))

= (X − σ(θ))2
∏

g∈Sn(f)\{σ(θ),τσ(θ)}(X − g(α1, . . . , αn))

en contra de que σ(θ) es una ráız simple de Rf,p. Por tanto τσ(f) = σ(f), para todo τ ∈ G, o lo que es
lo mismo σ−1τσ ∈ E, para todo τ ∈ G, es decir σ−1Gσ ⊆ E. �

Ejemplo 14.13 (Discriminante). Sea ∆ =
∏

1≤i<j≤n(Xi −Xj). La Definición 4.14 muestra que An =
EstabSn

(∆) y se tiene que Sn(∆) = {∆,−∆}. Por tanto, si p(X) = (X − α1) · · · , (X − αn) ∈ K[X ],
entonces

R∆,p = (X − ∆(α1, . . . , αn))(X + ∆(α1, . . . , αn)) = X2 − ∆(α1, . . . , αn)2 = X2 −D.

Si K tiene caracteŕıstica diferente de 2, entonces R∆,p no tiene ráıces múltiples. Aplicando el Teorema de
Factorización de Resolventes (Teorema 14.12) deducimos que si p ∈ K[X ] es separable y G = Gal(p/K),
entonces G ⊆ An si y sólo si σ−1Gσ ⊆ An si y sólo si G ⊆ An si y sólo si R∆,p tiene una ráız en K si y
sólo si D es un cuadrado en K.

El elemento D = ∆(α1, . . . , αn)2 =
∏

1≤i<j≤n(αi −αj)
2 se llama discriminante de p. Obsérvese que

D 6= 0 si y sólo si p es separable. En tal caso, la extensión L = K(α1, . . . , αn)/K es de Galois y, si
G = Gal(p/K) = Gal(L/K), entonces LG∩An = K(

√
D), es decir, la correspondencia de Galois asocia

G ∩An con K(
√
D).

Ejemplo 14.14 (Resolvente cúbica). Consideremos ahora el polinomio

f1 = X1X2 +X3X4 ∈ K[X1, X2, X3, X4].

Entonces

EstabS4(f1) = 〈(1 2), (3 4), (1 3)(2 4)〉
que es un subgrupo de orden 8 de S4 y

S4(f) = {f1, f2 = X1X3 +X2X4, f3 = X1X4 +X2X3}.

Si S1, S2, S3, S4 son los polinomios simétricos elementales en X1, X2, X3, X4, entonces

R = (T − f1)(T − f2)(T − f2) = T 3 − P1T
2 + P2X − P3

donde

P1 = f1 + f2 + f3 = Σ4(X1X2) = S2

P2 = f1f2 + f1f3 + f2f3 = Σ4(X
2
1X2X3) = S1S3 − 4S4

P3 = f1f2f3 = −(Σ4(X
2
1X

2
2X

2
3 ) + S4Σ4(X

2
1 )) = S2

3 + S2
1S4 − 4S2S4.

En resumen

R = T 3 − S2T
2 + (S1S3 − 4S4)T + (4S2 − S2

1)S4 − S2
3

y, por tanto, si p = X4 − aX3 + bX2 − cX + d, entonces

Rf,p = T 3 − bT 2 + (ac− 4d)T + (4b− a2)d− c2.
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Este polinomio se llama resolvente cúbica de la cuártica p. Si p = (X −α1)(X −α2)(X −α3)(X −α4),
entonces las ráıces de S = Rf,p son

θ1 = α1α2 + α3α4, θ1 = α1α3 + α2α4, θ3 = α1α4 + α2α3.

Es fácil ver que si p es separable, entonces S también es separable. En tal caso la extensión L =
K(α1, α2, α3, α4)/F = K(θ1, θ2, θ3) es de Galois pues L es el cuerpo de descomposición de p sobre K
(y sobre F ). Por tanto, si G = Gal(p/F ), entonces σ(θi) ∈ F , para todo σ ∈ S4. Aplicando el Teorema
de Factorización de Resolventes (Teorema 14.12) deducimos que

σ−1Gσ ⊆ EstabS4(f1) ∩ EstabS4(f2) ∩ EstabS4(f3) = V = 〈(1 2)(3 4), (1 3)(2 4)〉.

y, como V ⊳ S4 tenemos que G ⊆ V y, de hecho G = V ∩ Gal(L/K) (¿por qué?), o en otras palabras,
la correspondencia de Galois entre las subextensiones de L/K y los subgrupos de Gal(L/K) asocia F
con V ∩ Gal(L/K).

Resolventes de Lagrange

La segunda enseñanza que podemos sacar de la resolución por radicales de la ecuación de segundo
grado es la relación entre las ráıces α1, α2 de un polinomio de segundo grado y la ráız cuadrada del
discriminante, ∆ =

√
D = α1−α2, que en este caso resulta ser el generador del cuerpo de descomposición

sobre K. Obsérvese que esta relación está regida por el sistema lineal de ecuaciones (14.1) cuya matriz
de coeficientes es (

1 1
1 −1

)
=

(
ξ0·0 ξ1·0

ξ0·1 ξ1·1

)
,

donde ξ = ξ2 = −1 es una ráız segunda primitiva de la unidad.
Supongamos que L es una extensión ćıclica de grado n con Gal(L/K) = 〈σ〉. Suponemos que K

tiene una ráız n-ésima primitiva de la unidad ξ = ξn y queremos obtener una expresión radical de un
elemento α ∈ L en términos de K. Se llaman resolventes de Lagrange de α a los elementos de L de la
forma

(ξi, α) =

n−1∑

i=0

ξijσj(α).

Dados λ1, . . . , λn, vamos a denotar por V (λ1, . . . , λn) a la matriz de Vandermonde definida por
λ1, . . . , λn, es decir

V (λ1, . . . , λn) =





1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λn

λ2
1 λ2

2 . . . λ2
n

· · · · · · · · · · · ·
λn−1

1 λn−1
2 . . . λn−1

n




.

Recuérdese que el determinante de V (λ1, . . . , λn) es invertible si y sólo si los λi son diferentes dos a
dos, ya que su determinante es

∏
i<j(λi − λj).

Proposición 14.15. Sea L/K es una extensión ćıclica de grado n, con Gal(L/K) = 〈σ〉 y supongamos
que K contiene una ráız n-ésima primitiva de la unidad ξ = ξn ∈ K. Sean α ∈ L y

r0 = (1, α), r1 = (ξ, α), . . . , rn−1 = (ξn−1, α)

las resolventes de Lagrange de α. Entonces

1. rn
i ∈ K para todo i y
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2. (α, σ(α), . . . , σn−1(α)) es la solución (única) del siguiente sistema de ecuaciones de Cramer

V (1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1)




X1

...
Xn



 =




r0
...

rn−1



 .

Demostración. Como 1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1 son distintos dos a dos, el sistema es un sistema de Cramer y
por la propia definición de las resolventes de Lagrange, se tiene que (α, σ(α), . . . , σn−1(α)) es la solución
del sistema de ecuaciones dado. Por tanto, sólo falta demostrar que rn

i ∈ K. Cómo L/K es una extensión
de Galois y Gal(L/K) = 〈σ〉 demostrar que rn

i ∈ K es equivalente a demostrar que σ(rn
i ) = rn

i . Pero

σ(ri) = σ(α + ξiσ(α) + ξ2iσ2(α) + · · · + ξ(n−1)iσn−1(α))

= σ(α) + ξiσ2(α) + ξ2iσ3(α) + · · · + ξ(n−1)iσn(α).

Como σn = 1 y ξ(n−1)i = ξ−i, pasando el último sumando al principio tenemos

σ(ri) = ξ−iα+ σ(α) + ξiσ2(α) + · · · + ξ(n−2)iσn−1(α)
= ξ−i(α+ ξiσ(α) + ξ2iσ2(α) + · · · + ξ(n−1)iσn−1(α)) = ξ−iri

Por tanto,
σ(rn

i ) = σ(ri)
n = (ξ−iri)

n = ξ−inrn
i = rn

i .

�

La ecuación cúbica

Consideremos el polinomio general de grado 3: G3 = X3 − C1X
2 + C2X − C3 ∈ K[X ] (donde K =

F (C1, C2, C3) para algún cuerpo) y sus ráıces T1, T2, T3, L = K(T1, T2, T3), el cuerpo de descomposición
de p sobre K, G = Gal(G3/K) = Gal(L/K) ≃ S3. La ráız cuadrada del discriminante es

∆ = (T1 − T2)(T1 − T3)(T2 − T3).

Sabemos que la serie normal S4 ⊲A4 ⊲ 1 se corresponde mediante la correspondencia de Galois con

K ⊆ K(∆) ⊆ L

y que D = ∆2 ∈ K. Suponemos que K contiene una ráız tercera primitiva de la unidad ξ = ξ3, y por
tanto L/K(∆) es una extensión ćıclica de grado 1 ó 3.

Vamos a obtener una expresión para D. Para ello expresamos D en términos de los polinomios
simétricos elementales en T1, T2 y T3 que son precisamente C1, C2 y C3:

D = (T1 − T2)
2(T1 − T3)

2(T2 − T3)
2

= T 4
1 T

2
2 + T 2

1 T
4
2 + T 4

1 T
2
3 + T 4

2 T
2
3 + T 2

1 T
4
3 + T 2

2 T
4
3

−2(T 3
1T

3
2 + T 3

1 T
3
3 + T 3

2 T
3
3 )

−2(T 4
1T2T3 + T1T

4
2 T3 + T1T2T

4
3 )

+2(T 3
1T

2
2 T3 + T 2

1 T
3
2 T3 + T 3

1 T2T
2
3 + T1T

3
2 T

2
3 + T 2

1 T2T
3
3 + T1T

2
2 T

3
3 )

−6T 2
1T

2
2 T

2
3

= Σ3(T
4
1 T

2
2 ) − 2Σ3(T

3
1 T

3
2 ) − 2C3Σ3(T

3
1 ) + 2C3Σ3(T

2
1 T2) − 6C2

3 .

Aplicando el algoritmo explicado en la Sección 2.5 tenemos

Σ3(T
4
1 T

2
2 ) = C2

1C
2
2 − 2C3

2 − 2C3
1C3 + 4C1C2C3 − 3C2

3 ,
Σ3(T

3
1 T

3
2 ) = C3

2 − 3C1C2C3 + 3C2
3 ,

Σ3(T
3
1 ) = C3

1 − 3C1C2 + 3C3,
Σ3(T

2
1 T2) = C1C2 − 3C3.
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con lo que
D = C2

1C
2
2 − 2C3

2 − 2C3
1C3 + 4C1C2C3 − 3C2

3

−2(C3
2 − 3C1C2C3 + 3C2

3 ) − 2C3(C
3
1 − 3C1C2 + 3C3)

+2C3(C1C2 − 3C3) − 6C2
3

= C2
1C

2
2 − 4C3

2 − 4C3
1C3 + 18C1C2C3 − 27C2

3 .

Sustituyendo C1, C2 y C3 por −a, b y −c, para un polinomio p = X3 + aX2 + bX + c obtenemos el
siguiente lema.

Lema 14.16. Si ∆ es el discriminante del polinomio p = X3 + aX2 + bX + c, entonces

D = ∆2 = a2b2 + 18abc− (4b3 + 4a3c+ 27c2).

En consecuencia, si p es separable e irreducible sobre K, entonces

Gal(p/K) ≃
{
A3 ≃ C3, si a2b2 − 4b3 − 4a3c+ 18abc− 27c2 es un cuadrado en K;
S3, en caso contrario

y Gal(p/K(∆)) es ćıclico de orden 3.

El grupo Gal(G3/K(∆)) está generado por el 3-ciclo σ = (T1, T2, T3), con lo que las resolventes de
Lagrange de T = T1 son

r0 = (1, T ) = T1 + T2 + T3 = −a
r1 = (ξ, T ) = T1 + ξT2 + ξ2T3

r2 = (ξ2, T ) = T1 + ξ2T2 + ξT3

(14.4)

Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos

T1 =

∣∣∣∣∣∣

r0 1 1
r1 ξ ξ2

r2 ξ2ξ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 ξ ξ2

1 ξ2ξ

∣∣∣∣∣∣

=
r0 + r1 + r2

3
. (14.5)

Ahora observamos que

(T1 + ξT2 + ξ2T3)
3 = T 3

1 +T 3
2 +T 3

3 + 6T1T2T3 + 3ξ(T 2
1 T2 +T 2

2 T3 + 3ξT1T
2
3 )+ 3ξ2(T1T

2
2 +T 2

1 T3 + T2T
2
3 )

Escribiendo T 3
1 + T 3

2 + T 3
3 + 6T1T2T3 en términos de los polinomios simétricos elementales obtenemos

T 3
1 + T 3

2 + T 3
3 + 6T1T2T3 = C3

1 − 3C1C2 + 9C3

con lo que

(T1 + ξT2 + ξ2T3)
3 = C3

1 − 3C1C2 + 9C3 + 3ξ(T 2
1 T2 + T 2

2 T3 + 3ξT1T
2
3 ) + 3ξ2(T1T

2
2 + T 2

1 T3 + T2T
2
3 )

Análogamente

(T1 + ξ2T2 + ξT3)
3 = C3

1 − 3C1C2 + 9C3 + 3ξ2(T 2
1 T2 + T 2

2 T3 + 3ξT1T
2
3 ) + 3ξ(T1T

2
2 + T 2

1 T3 + T2T
2
3 )

Sumando las dos expresiones tenemos

(T1 + ξT2 + ξ2T3)
3 + (T1 + ξ2T2 + ξT3)

3 = 2C3
1 − 6C1C2 + 18C3 + 3(ξ + ξ2)Σ3(T

2
1 T2)
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Teniendo en cuenta que ξ + ξ2 = −1 y Σ3(T
2
1 T2) = C1C2 − 3C3 obtenemos

(T1 + ξT2 + ξ2T3)
3 +(T1 + ξ2T2 + ξT3)

3 = 2C3
1 − 6C1C2 +18C3− 3(C1C2 − 3C3) = 2C3

1 − 9C1C2 +27C3

Por otro lado

(T 2
1 T2 + T1T

2
3 + T 2

2 T3) − (T1T
2
2 + T 2

1 T3 + T2T
2
3 ) = (T1 − T2)(T1 − T3)(T2 − T3)

y por tanto

(T1 + ξT2 + ξ2T3)
3 − (T1 + ξ2T2 + ξT3)

3 = 3(ξ − ξ2)(T1 − T2)(T1 − T3)(T2 − T3) = 3
√
−3∆.

Por tanto
r31 + r32 = 2C3

1 − 9C1C2 + 27C3,
r31 − r32 = 3

√
−3∆

y resolviendo el sistema tenemos

r1 = 3

√
1
2 (2C3

1 − 9C1C2 − 27C3 + 3
√
−3∆),

r2 = 3

√
1
2 (2C3

1 − 9C1C2 − 27C3 − 3
√
−3∆).

Sustituyendo en (CubicaT1) los valores obtenidos para r0, r1 y r2 obtenemos

T1 =
1

3

(
−C1 +

3

√
1

2
(2C3

1 − 9C1C2 − 27C3 + 3
√
−3∆) +

3

√
1

2
(2C3

1 − 9C1C2 − 27C3 − 3
√
−3∆)

)
.

Esto proporciona una de las ráıces de G3, excepto que ya sabemos que tenemos tres posibilidades para
elegir las ráıces cúbicas, con lo que tenemos tres posibilidades para r1 y r2, lo que podŕıa dar lugar a
seis ráıces distintas de G3 que sabemos que es imposible. Es realidad r1 y r2 se determinan una a la
otra por la siguiente fórmula:

r1r2 = (T1 + ξT2 + ξ2T3)(T1 + ξ2T2 + ξT3)
= (T 2

1 + T2 + T 2
3 ) + (ξ + ξ2)(T1T2 + T1T3 + T2T3)

= (T1 + T2 + T3)
2 − 3(T1T2 + T1T3 + T2T3)

= C2
1 − 3C2.

Por tanto las tres ráıces cúbicas que se pueden elegir como valores para r1 determinan el valor de r2 y
esto proporciona tres posibles valores para T1. Obsérvese que en realidad estos son los tres valores de
T1, T2 y T3 pues los tres valors posibles para r1 son de la forma α, ξα, ξ2α y si elegimos r1 = α, para
calcular T1, entonces al cambiar α por ξα y ξ2α obtenemos los valores de T2 y T3 tal como aparecen en
(14.4).

En resumen, cambiando de nuevo C1, C2 y C3 por −a, b y −c obtenemos:

Teorema 14.17. Las ráıces de X3 + aX2 + bX + c son los tres elementos de la forma

1

3

(
−a+

3

√
1

2
(−2a3 + 9ab− 27c+ 3

√
−3D) +

3

√
1

2
(−2a3 + 9ab− 27c− 3

√
−3D)

)

donde
D = a2b2 + 18abc− (4b3 + 4a3c+ 27c2).

y las dos ráıces cúbicas hay que elegirlas de forma que el producto sea a2 − 3b.
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La cuártica

Consideremos ahora el polinomio general de grado 4,

G4 = X4 − C1X
3 + C2X

2 − C3X + C4 = (X − T1)(X − T2)(X − T3)(X − T4) ∈ K[X ].

con K = F (C1, C2, C3, C4) y L = K(T1, T2, T3, T4). Recordemos que S4 ≃ Gal(G4/K) = Gal(L/K) y
este isomorfismo viene dado por la aplicación σ 7→ σ que asocia cada σ ∈ S4 con el K-automorfismo de
L dado por σ(Ti) = Tσ(i). Recordemos también que la serie derivada de S4 es

S4 ⊲A4 ⊲ V ⊲ 1

donde V = 〈(1 2)(3 4), (1 3)(2 4)〉. Pongamos

f1 = T1T2 + T3T4, f2 = T1T3 + T2T4, f3 = T1T4 + T2T3.

Del Ejemplo 14.14 tenemos que FV = K(C1, C2, C3, f1, f2, f3) y f1, f2, f3 son las ráıces de la resolvente
cúbica

R = (X − f1)(X − f2)(X − f3) = X3 − C2X
2 + (C1C3 − 4C4)X + (4C2 − C2

1 )C4 − C2
3 .

La clave de la resolución de la ecuación de grado 4 por radicales consiste en que podemos calcular
f1, f2, f3 utilizando el Teorema 14.17 y es fácil expresar las ráıces T1, T2, T3, T4 en términos f1, f2, f3.

Veamos esto último. Si ponemos

β1 = T1 + T2 − T3 − T4 = 2(T1 + T2) + C1,
β2 = T1 − T2 + T3 − T4 = 2(T1 + T3) + C1,
β3 = T1 − T2 − T3 + T4 = 2(T1 + T4) + C1

concluimos que (T1, T2, T3, T4) es la solución del siguiente sistema lineal de ecuaciones




1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1









T1

T2

T3

T4



 =





C1

β1

β2

β3





que nos proporciona
T1 = 1

4 (β1 + β2 + β3 + C1)

T2 = 1
4 (β1 − β2 − β3 + C1)

T3 = 1
4 (−β1 + β2 − β3 + C1)

T4 = 1
4 (β1 − β2 + β3 + C1)

y sólo falta calcular los βi. Para ello observamos que σ(βi) = ±βi para todo σ ∈ V , con lo que los
cuadrados de los βi pertenecen a FV = K(C1, C2, C3, f1, f2, f3). Más concretamente

β2
1 = C2

1 − 4C2 + 4f1,
β2

2 = C2
1 − 4C2 + 4f2,

β2
3 = C2

1 − 4C2 + 4f3.

Esto determina los βi salvo el signo. Para determinar el signo observamos que σ(β1β2β3) = β1β2β3 para
todo σ ∈ S4, con lo que β1β2β3 ∈ K(C1, C2, C3, C4). Aplicando una vez más el método de escribir un
polinomio en términos de los polinomios simétricos elementales obtenemos

β1β2β3 = C3
1 − 4C1C2 + 8C3
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lo que muestra que el signo de dos de los βi determina el del tercero. La elección de dos de los signos
de los βi, no afecta al resultado pues sólo produce una permutación en las soluciones Ti.

Si ahora partimos de un polinomio de cuarto grado p = X4 +aX3 + bX2 + cX+d ∈ K[X ], podemos
encontrar sus ráıces cambiando en las cuentas anteriores los coeficientes de la ecuación general de grado
cuatro por los de este polinomio y obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 14.18. Las ráıces de p = X4 + aX3 + bX2 + cX + d ∈ K[X ] son

α1 = 1
4 (β1 + β2 + β3 − a),

α2 = 1
4 (β1 − β2 − β3 − a),

α3 = 1
4 (−β1 + β2 − β3 − a),

α4 = 1
4 (−β1 − β2 + β3 − a);

para

β1 =
√
a2 − 4b+ 4θ1, β2 =

√
a2 − 4b+ 4θ2 y β3 =

√
a2 − 4b+ 4θ3

donde θ1, θ2, θ3 son las ráıces de la resolvente cúbica

X3 − bX2 + (ac− 4d)X + (4b− a2)d− c2.

con una elección de los signos de βi de forma que se cumpla

β1β2β3 = 4ab− a3 − 8c

Obsérvese que en la resolución de la ecuación de cuarto grado proporcionada por el Teorema 14.18
tenemos dos elecciones posibles para los signos de cada uno de los βi. Combinando estas tres parejas
de elecciones tenemos ocho elecciones posibles de los signos de los βi, de las cuales cuatro satisfacen la
última condición β1β2β3 = 4ab−a3−8c y las otras cuatro no. Cualquiera de las cuatro que satisfacen la
condición es válida pues al cambiar de una a otra lo único que cambia es el orden en el que se obtienen
las ráıces α1, α2, α3, α4 del polinomio original.

14.4. Resolubilidad de las ecuaciones de grado primo

Sea n un número natural. En esta sección vamos a identificar Sn con el conjunto de las permutaciones
del conjunto Zn de clases de restos módulo n. Para cada (a, b) ∈ Z∗

n×Zn sea σa,b : Zn → Zn la aplicación
dada por σa,b(x) = ax+ b. Obsérvese que σa,b = σ1,bσa,0 ∈ Sn y de hecho el conjunto

Afn = {σa,b : a ∈ Z∗
n, b ∈ Zn}

es un subgrupo de Sn. En efecto, por un lado σ1,0 es la aplicación identidad, con lo que 1 ∈ Afn. Por
otro, si a1, a2 ∈ Z∗

n y b1, b2 ∈ Zn, entonces a1a2 ∈ Z∗
n y

σa1,b1σa2,b2(x) = a1(a2x+ b2) + b1 = a1a2x+ a1b2 + b1 = σa1a2,a1b2+b1(x)

con lo que
σa1,b1σa2,b2 = σa1a2,a1b2+b1 ∈ Afn.

Finalmente, si (a, b) ∈ Z∗
n × Zn, entonces existe a1 ∈ Z∗

n tal que aa1 = 1, con lo que

σa,bσa1,−a1b = σaa1,−aa1b−b = σ1,0 = 1
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y
σa1,−a1bσa,b = σa1a,a1b−a1b = σ1,0 = 1.

Es decir σ−1
a,0 = σa1,−a1b ∈ Afn.

Un subgrupo de Sn se dice que es af́ın en Sn si es conjugado en Sn de un subgrupo de Afn. En otras
palabras los subgrupos afines de Sn son los de la forma σ−1Gσ para G un subgrupo de Afn y σ ∈ Sn.

Ejemplo 14.19. Todo subgrupo de Sn generado por un n-ciclo es af́ın. En efecto, si σ es un n-ciclo,
entonces σ es conjugado en Sn de σ1,1 = (0, 1, 2, . . . , n− 1) (Teorema 4.9). Por tanto 〈σ〉 es conjugado
de 〈σ1,1〉 en Sn.

Proposición 14.20. Todo subgrupo af́ın de Sn es resoluble.

Demostración. Como dos grupos conjugados son isomorfos y un subgrupo de uno resoluble es reso-
luble, para demostrar que todo grupo af́ın de Sn es resoluble basta demostrar que Afn es resoluble.
Consideremos el subgrupo N = 〈σ1,1〉 de Afn. Obsérvese que σb

1,1 = σ1,b, para todo b ∈ Zn y por tanto
N = {σ1,b : b ∈ Zn}. Además N es normal en Afn pues

σ−1
a,bσ1,1σa,b = σa−1,−a−1bσa,b+1 = σa−1a,a−1(b+1)−a−1b = σ1,a−1 ∈ N

Por otro lado H = {σa,0 : a ∈ Z∗
n} es un subgrupo abeliano de Afn pues es isomorfo a Z∗

n. Además la
aplicación Φ : Afn → H dada por Φ(σa,b) = σa,0 es un homomorfismo cuyo núcleo es precisamente N .
Por tanto Afn/N es isomorfo a un subgrupo de H , lo que implica que Afn/N es abeliano. Como N
también es abeliano, de la Proposición 5.8 deducimos que Afn es resoluble. �

Recordemos que el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable es transitivo (Lema 14.8).
El siguiente Teorema caracteriza los subgrupos transitivos resolubles de Sp para p primo. Pero antes
necesitamos alguna notación y un lema.

Si G es un subgrupo de Sn y x ∈ Zn entonces ponemos

G(x) = {σ(x) : σ ∈ G} EstabG(x) = {σ ∈ G : σ(x) = x}.

Obsérvese que G es transitivo si y sólo si G(x) = Zn, para todo x ∈ Zx si y sólo si G(x) = Zn, para
algún x ∈ Zx.

Recordemos que si σ ∈ Sn entonces M(σ) denota el conjunto de los elementos de Zn movidos por σ
(Definición 4.1). Vamos a denotar por F (σ) al complemento de M(σ) en Zn.

Lema 14.21. Sea G un subgrupo de Sn.

1. Los conjuntos de la forma G(x), con x ∈ Zn, forman una partición de Zn.

2. Si x ∈ Zn, entonces |G(x)| = [G : EstabG(x)].

3. Si σ ∈ Sn, satisface σ−1Gσ = G y x ∈ Zn, entonces EstabG(σ(x)) = σ−1EstabG(x)σ y en
particular |G(x)| = |G(σ(x))|.

4. Si G es un subgrupo transitivo de Sn y N es un subgrupo normal de G, entonces todas las N -órbitas
tienen el mismo cardinal.

5. Si G es un subgrupo af́ın de Sp, con p primo y 1 6= σ ∈ G, entonces |F (σ)| ≤ 1.

6. Si σ−1σ11σ ∈ Afp, con p primo, entonces σ ∈ Afp.

7. Si σ ∈ Sp, con p primo y Fσ = ∅, entonces σ es un p-ciclo.
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Demostración. 1, 2, 3 y 7 se dejan como ejercicio.
4. Si x, y ∈ Zn, entonces existe σ ∈ G tal que y = σ(x). Como N E G, σ−1Nσ = N y por tanto

|N(x)| = |N(σ(x))| = |N(y)|, por 3.
5. Sea σ ∈ G con G un subgrupo af́ın de Sp y supongamos que F (σ) tiene al menos dos elementos

distintos. Tenemos que demostrar que σ = 1. Como G es af́ın, ρ = τ−1στ ∈ Afp para algún τ ∈ Sp.
Luego σ y ρ son del mismo tipo (Teorema 4.9) y por tanto |F (ρ)| = |F (σ)|. Si ρ = σa,b, con (a, b) ∈
Z∗

p × Zp. Si x, y son dos elementos distintos de F (σ), entonces

ax+ b = x y ay + b = y.

Luego (a−1)(x−y) = 0, lo que implica que a = 1 y por tanto b = 0. Es decir ρ = σ1,0 = 1 y concluimos
que σ = 1.

6. Sea (a, b) ∈ Z∗
p × Zp tal que σ−1σ1,1σ = σa,b. Como σ1,1 tiene orden p, σa,b también tiene orden

p. Del Pequeño Teorema de Fermat tenemos que ap ≡ a mod p y, como σa,b tiene orden p deducimos
1 = σp

a,b = σap,c = σa,c, para algún c ∈ Zn. Eso implica que a = 1, y por tanto b 6= 0. En resumen
σ1,1σ = σσ1,b para b ∈ Z∗

p. Si x ∈ Zp entonces

σ(x + b) = σσ1,b(x) = σ1,1σ(x) = σ(x) + 1.

Por tanto, si k = xb−1. Entonces

σ(x) = σ(kb) = σ((k−1)b+b) = σ((k−1)b)+1 = σ((k−2)b)+2 = · · · = σ(0)+k = b−1x+σ(0)σb−1,σ(0)(x)

es decir σ = σb−1,σ(0) ∈ Afp. �

Teorema 14.22. Las siguientes condiciones son equivalentes para un subgrupo transitivo G de Sp, con
p un número primo.

1. G es resoluble.

2. G es af́ın.

3. |F (σ)| ≤ 1 para todo 1 6= σ ∈ G.

4. G tiene un subgrupo normal de orden p.

5. |G| ≤ p(p− 1).

6. p divide a |G| y |G| < p2.

Demostración. 2 implica 1 es consecuencia de la Proposición 14.20.
1 implica 2. Sea G un subgrupo resoluble de Sp y sea

G = G0 ⊲G1 ⊲G2 ⊲ · · ·⊲Gn = 1

una serie normal con factores de orden primo.
Empezamos demostrando por inducción sobre i, que Gi es transitivo en Sp para todo i < n. Esto

es cierto para i = 0 por hipótesis. Supongamos que 0 < i < n y Gi−1 es transitivo. Aplicando el
Lema 14.21 a N = Gi−1, un subgrupo normal de Gi−1, se deduce que los conjuntos de la forma N(x),
tienen todos el mismo cardinal y forman una partición de Zp, con lo que el cardinal de estos conjuntos
es un divisor de p. Como N 6= 1, |N(x)| > 1 para algún x (y por tanto para todos), de donde se deduce
que N(x) = Zp, es decir N es transitivo.
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Luego Gn−1 = 〈σ〉 es ćıclico y transitivo y por tanto σ es un p-ciclo (¿por qué?). Como σ1,1 es otro
p-ciclo, Del Teorema 4.9 deducimos que τ−1στ = σ1,1. Sea H = τ−1Gτ ≃ G. Como G es resoluble, H
también es resoluble y

H = H0 ⊲H1 ⊲H2 ⊲ · · ·⊲Hn = 1

es una serie normal con factores de orden primo, donde Hi = τ−1Giτ para cada i.
Vamos ahora a demostrar que Hn−i ⊆ Afp por inducción sobre i. Esto es obvio si i = 0 y también

se verifica para i = 1, pues Hn−1 = τ−1〈σ〉τ = 〈τ−1στ〉 = 〈σ1,1〉 ⊆ Afp. Supongamos que 1 < i ≤ n
y que Hn−i−1 ⊆ Afp. Sea σ ∈ Hn−i. Como σ1,1 ∈ Hn−1 ⊆ Hn−(i−1) ⊳Hn−i, tenemos que σ−1σ1,1σ ∈
Hn−i−1 ⊆ Afp. Del Lema 14.21 deducimos que σ ∈ Afp y esto demuestra que Hn−i ⊆ Afp.

2 implica 3 es consecuencia del Lema 14.21.
3 implica 4. Supongamos que |Fσ| ≤ 1, para todo 1 6= σ ∈ G, o lo que es lo mismo |EstabG(x) ∩

EstabG(y)| = 1, para cada dos elementos distintos x, y de Zp. Como G es transitivo, p = |G(x)| = [G :
EstabG(x)], es decir |EstabG(x)| = |G|/p para todo x ∈ Zp. Por tanto, si n = |G|,

Ω =
⋃

x∈Zp

(EstabG(x) \ {1})

es la unión de p subconjuntos disjuntos de G, cada uno de cardinal n
p − 1. Luego

N = G \ Ω = n− p

(
n

p
− 1

)
= p.

Por tanto existe 1 6= σ ∈ N , es decir G tiene un elemento σ tal que Fσ = ∅. Del Lema 14.21 se deduce
que σ es un p-ciclo. Por tanto N = 〈σ〉 tiene orden p y del Lema 14.21 deducimos que N es un subgrupo
normal.

4 implica 2. Si G tiene un subgrupo normal N de orden p y 1 6= σ ∈ N , entonces del Lema 14.21
se deduce que σ es un p-ciclo. Por tanto existe τ ∈ Sp tal que τ−1στ = σ1,1 ∈ Afp. Si G1 = τ−1Gτ ,
entonces N1 = 〈σ1,1〉 es un subgrupo normal de G1 y del Lema 14.21 deducimos que G1 ⊆ Afn.

2 implica 5 es obvio pues |Afp| = p(p− 1).
5 implica 6. Supongamos que |G| ≤ p(p−1). Entonces |G| < p2. Por otro lado aplicando el Lema 14.21

y que G es transitivo deducimos que p = |G(x)| = [G : EstabG(x)] un divisor de |G|.
6 implica 4. Esta parte de la demostración utiliza los Teoremas de Sylow (Teorema 14.24).
Supongamos que n = pm < p2. Entonces p ∤ m y, por los Teoremas de Sylow, el número np de

p-subgrupos de G de orden p (p-subgrupos de Sylow) satisface np|m y np ≡ 1 mod p. O sea np =
1+kp|m < p para algún entero k, de donde se deduce que np = 1. Por tanto, G tiene un único subgrupo
de orden p, que ha de ser normal en G. �

Corolario 14.23. (Galois) Si f ∈ K[X ] es irreducible de grado primo entonces f es resoluble por
radicales sobre K si y sólo si K(α, β) es un cuerpo de descomposición de f para cada dos ráıces distintas
de α, β de f en una extensión de f .

Demostración. Sea L el cuerpo de descomposición de f sobre K. Obsérvese que G = Gal(f/K) =
Gal(L/K) es un subgrupo transitivo de SA, donde A es el conjunto de las ráıces de f . De los Teo-
remas 14.2 y 14.22 se deduce que f es resoluble por radicales sobre K si y sólo si G es resoluble por
radicales si y sólo |F (σ)| ≤ 1, para todo 1 6= σ ∈ G, si y sólo si Gal(L/K(α, β)) = 1, para cada elementos
diferentes α, β ∈ A si y sólo si L = K(α, β). �

Cerramos el caṕıtulo con el enunciado de los Teoremas de Sylow, que hemos utilizado en la demos-
tración del Teorema 14.22. La demostración de estos teoremas excede el ámbito de estos apuntes.
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Teorema 14.24 (Teoremas de Sylow). Sea G un grupo finito de orden n = pkm, con p primo y p ∤ m.
Un p-subgrupo de G es un subgrupo cuyo orden es una potencia de p y un p-subgrupo de Sylow de G
es un subgrupo de orden pk.

1. G tiene al menos un p-subgrupo de Sylow.

2. Si H es un p-subgrupo de G y S es un p-subgrupo de Sylow de G entonces g−1Hg ⊆ S para algún
g ∈ G. En particular todos los subgrupos de Sylow de G son conjugados en G.

3. Si np es el número de p-subgrupos de Sylow de G, entonces np divide a m y np ≡ 1 mod p.

14.5. Calculo efectivo del grupo de Galois

Si intentamos enfrentarnos al problema de si un polinomio p es resoluble por radicales sobre un
cuerpo K de caracteŕıstica 0 nos encontraremos con que la solución proporcionada por el Teorema 14.2
no termina de ser satisfactoria pues necesitamos calcular Gal(p/K) = Gal(L/K), donde L es el cuerpo
de descomposición de p sobreK, y a primera vista puede parecer que esto requiere calcular L, lo que nos
lleva a calcular las ráıces de L, que es el problema inicial. Por tanto, tenemos la impresión de encontrarnos
en un ćırculo vicioso. En esta sección vamos a ver un algoritmo que teóricamente proporciona un método
para calcular el grupo de Galois de un polinomio irreducible separable arbitrario.

Sea p = Xn − S1X
n−1 + S2X

n−2 + · · ·+ (−1)n−1S1 + (−1)nSn ∈ K[X ], un polinomio irreducible y
separable sobre K. Supongamos que α1, . . . , αn son las ráıces de p. Vamos a considerar

β = T1α1 + · · · + Tnαn,

donde T1, . . . , Tn son variables independientes y, para cada σ ∈ Sn, ponemos

σT (β) = Tσ(1)α1 + + · · · + Tσ(n)αn

σα(β) = T1ασ(1) + + · · · + Tnασ(n).

Obsérvese que σT (β) = σ−1
α (β) con lo que el siguiente polinomio podemos calcularlo de las dos siguientes

formas alternativas que se indican

Q =
∏

σ∈Sn

(X − σT (β)) =
∏

σ∈Sn

(X − σα(β)).

Si desarrollamos la segunda forma y lo ponemos como un polinomio en X,T1, . . . , Tn, observamos que
cada uno de sus coeficientes se obtiene al sustituir α1, . . . , αn en un polinomio simétrico y por tanto es
un polinomio en los coeficientes de p. En otras palabras

Q =

n!∑

j=0




∑

(i)

fj(S1, . . . , Sn)T i1
1 · · ·T in

n



Xj,

donde cada fi(S1, . . . , Sn) es calculable en términos de los coeficientes de p. Esta expresión es teóri-
camente calculable, utilizando el método de expresión de un polinomio simétrico en términos de los
polinomios simétricos elementales, por tanto teóricamente podemos calcular Q sin necesidad de conocer
las ráıces α1, . . . , αn de p. El siguiente paso consiste en factorizar Q en el anillo K[X,T1, . . . , Tn]:

Q = Q1 . . . Qk.

Como el conjunto de las ráıces de Q, como polinomio en X , es A = {σT (β) : σ ∈ Sn}, hay una partición
Sn = A1 ∪ · · · ∪Ak de forma que

Qi =
∏

σ∈Ai

(X − σX(β)).



179

Supondremos que 1 ∈ A1. Si consideramos Sn actuando en las variables T1, . . . , Tn, se tiene que σ(Q) =
Q y por tanto cada σ ∈ Sn produce una permutación de los Qi. El siguiente Teorema proporciona la
clave para calcular el grupo de Galois de p sobre K.

Teorema 14.25. Si p ∈ K[X ] es irreducible y separable sobre K, entonces Gal(p/K) ≃ EstabSn
(Q1),

donde Q1 es como antes.

Demostración. Obsérvese que

A1 = {σ ∈ Sn : X − σT (β) divide a Q1}
= {σ ∈ Sn : X − β divide a σ−1

T (Q1)}
= {σ ∈ Sn : Q1 = σ−1

T (Q1)}
= EstabSn

(Q1).

Sean G = Gal(p/K) y

P =
∏

σ∈G

(X − σα(β)) =
∏

σ∈G

(X − σT (β)).

Entonces P divide a Q, con lo que P es el producto de algunos de los Qi. Además β es una ráız de
P , con lo que uno de los divisores irreducibles de P es Q1. Por tanto Q1 divide a P . Esto prueba que
A1 ⊆ G.

Rećıprocamente, si τ ∈ G, entonces

τ (Q1) =
∏

σ∈A1
(X − τTσT (β))

=
∏

σ∈A1
(X − τ−1

α σT (β))

= τ−1
α

(∏
σ∈A1

(X − σT (β))
)

= τ−1
α (Q1) = Q1.

La última igualdad es consecuencia de que los coeficientes deQ1 pertenecen aK. Luego τ ∈ EstabSn
(Q1).

�

Está claro que el método proporcionado a pesar de ser algoŕıtmico es poco satisfactorio ya que
requiere unos cálculos enormes. Para el caso en que p sea un polinomio irreducible separable de grado
primo q, el Teorema 14.22, junto con el Teorema de Factorización de Resolvente proporciona un método
alternativo para estudiar si p es resoluble.

Proposición 14.26. Sean p sea un polinomio irreducible de grado primo q sobre un cuerpo K de
caracteŕıstica 0, f ∈ K[X1, . . . , Xn] un polinomio tal que EstabSq

(f) = Afq y R = Rf,p.

1. Si K no contiene ninguna ráız de R, entonces p no es resoluble por radicales sobre K.

2. Si K tiene una ráız simple de R, entonces p es resoluble por radicales sobre K.

Demostración. Sean α1, . . . , αn las ráıces de p en un cuerpo de descomposición de p sobre K y sea
θ = f(α1, . . . , αn).

1. Si p es resoluble por radicales sobre K, entonces G = Gal(p/K) es resoluble (Teorema 14.2) y por
tanto G es af́ın (Teorema 14.22), es decir existe σ ∈ G tal que σ−1Gσ ⊆ Afq = EstabSn

(f). Aplicando
el Teorema de Factorización de Resolventes deducimos que σ(θ) es una ráız de p que pertenece a K.

2. Si β ∈ K es una ráız simple de R entonces β = σ(θ) para algún σ ∈ Sn. Del Teorema de
Factorización de Resolventes deducimos que σ−1Gσ ⊆ Afq, con lo que G es un subgrupo af́ın de Sq.
Del Teorema 14.22 deducimos que G es resoluble y, del Teorema 14.2, concluimos que p es resoluble por
radicales sobre K. �
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Para fijar ideas supongamos que p tiene grado 5 y sea

f =
∑

σ∈Af5
σ(x3

1x
2
2x3)

= x3
1x

2
2x3 + x1x

2
2x

3
3 + x3

2x
2
3x4 + x2

1x
3
3x4 + x3

1x2x
2
4 + x1x

3
2x

2
4 + x2

1x3x
3
4+

x2x
2
3x

3
4 + x2

1x
3
2x5 + x3

1x
2
3x5 + x3

3x
2
4x5 + x2

2x
3
4x5 + x3

2x3x
2
5 + x2x

3
3x

2
5+

x3
1x4x

2
5 + x1x

3
4x

2
5 + x2

1x2x
3
5 + x1x

2
3x

3
5 + x2

2x4x
3
5 + x3x

2
4x

3
5

Entonces EstabS5(f) = Af5. Podemos ahora calcular Rf,p, que es un polinomio de grado 6 cuyos
coeficientes son polinomios en los coeficientes de p, observando que los coeficientes de Rf,p son polinomios
simétricos en las ráıces de p. Por tanto Rf,p es un polinomio de grado 6 cuyos coeficientes se pueden
expresar en términos de los coeficientes de p. Más concretamente, si

p = X5 + a1X
4 + a2X

3 + a3X
2 + a4X + a5

entonces Rf,p es igual al polinomio con el que cerramos esta sección. Puede parecer que esto es bastante
inútil por dos razones. En primer lugar por la longitud del polinomio y en segundo lugar porque
reducimos el problema de decidir sobre la resolubilidad de una ecuación de grado 5 a la búsqueda
de una ráız de un polinomio de grado 6. Sin embargo, el polinomio proporciona un método rápido
para descubrir si un polinomio de grado 5 es resoluble por radicales en algunos casos. Por supuesto
será necesario utilizar un ordenador para calcular la resolvente. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos 14.27. Si p = X5 + X2 − 1, entonces Rf,p = 1 + 6T + 15T 2 + 20T 3 + 15T 4 + 6T 5 + T 6,
que no tiene ninguna ráız en Q. Deducimos que p no es resoluble por radicales sobre Q de la De la
Proposición 14.26.

Sin embargo si ponemos p = −1 + 5X + 10X2 + 10X3 + 5X4 +X5, entonces Rf,p = −256000000−
60800000T − 5600000T 2− 240000T 3 − 4000T 4 + 20T 5 + T 6 = (T − 80)(T + 20)5. Como Rf,p tiene una
ráız simple en Q, de la Proposición 14.26 deducimos que p es resoluble por radicales sobre Q.
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La resolvente séxtica de la ecuación de quinto grado

T 6

+T 5 (−2a1a2a3 + 6a2
3 + 6a2

1a4 − 8a2a4 − 14a1a5)
+T 4 (a2

1a
2
2a

2
3 + 2a3

2a
2
3 + 2a3

1a
3
3 − 16a1a2a

3
3 + 15a4

3 + 2a2
1a

3
2a4 − 6a4

2a4 − 17a3
1a2a3a4 + 34a1a

2
2a3a4+

31a2
1a

2
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1a

2
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14.6. Problemas

1. Demostrar el Teorema 14.2 cambiando la hipótesis de que K tenga caracteŕıstica 0 por la de que
la caracteŕıstica de K no divide a n!; el Corolario 14.6 y los Teoremas 14.17 y 14.18, cambiando
la hipótesis de que K tenga caracteŕıstica 0 por la de que K tenga caracteŕıstica diferente de 2 y
3; y el Corolario 14.23, cambiando la hipótesis de que K tenga caracteŕıstica 0 por la de que la
caracteŕıstica de K sea mayor que el grado de f .

2. Sean K un subcuerpo de los números reales, p ∈ K[X ] irreducible de grado 3. Demostrar que el
discriminante de p es negativo si y sólo si p tiene una única ráız real y que en caso contrario p
tiene 3 ráıces reales.

3. Demostrar que para todo cuerpo K el polinomio X3 − 3X + 1 es irreducible o se descompone
completamente en K.

4. Sean K un cuerpo de caracteŕıstica diferente de 2 y p ∈ K[X ] un polinomio separable irreducible
con discriminante D tal que Gal(f/K) es ćıclico. Demostrar que

√
D ∈ K si y sólo si |Gal(p,K)|

es impar.

5. Sea L el cuerpo de descomposición de X3 −X + 1 sobre Q. Hacer un diagrama de los subcuerpos
de L y describir el grupo de Galois de L sobre cada uno de estos cuerpos.

6. Sea L el cuerpo de descomposición de un polinomio irreducible de grado 3 sobre un cuerpo K de
caracteŕıstica 0. Demostrar que L/K tiene tres o ninguna subextensión de grado 2.

7. Sean K un cuerpo de caracteŕıstica 0, f ∈ K[X ] irreducible de grado 4, L el cuerpo de descom-
posición de f sobre K, F el cuerpo de descomposición de la resolvente cúbica de f sobre K,
m = [F : K] y G = Gal(L/K). Demostrar

a) m = 1, 2, 3 ó 6.

b) Si m = 6, entonces G ≃ S4.

c) Si m = 3, entonces G ≃ A4.

d) Si m = 1, entonces G ≃ C2 × C2 (el producto directo de dos grupos ćıclicos de orden 2).

e) Si m = 2 y f es irreducible sobre F , entonces G ≃ D4, el grupo diédrico de orden 8.

f ) Si m = 2 y f es reducible sobre F , entonces G es ćıclico de orden 4.

8. Sea K un cuerpo irreducible de grado 4 sobre un cuerpo de caracteŕıstica 0 y α una ráız de K.
Demostrar que K y K(α) son las únicas subextensiones de L/K si y sólo si Gal(p/K) is isomorfo
a A4 ó S4.

9. Demostrar que si K es un subcuerpo del cuerpo de los números reales, p ∈ K[X ] es irreducible de
grado 4 y K tiene exactamente dos ráıces de p, entonces Gal(f/K) ≃ S4 ó D4.

10. Sean K un cuerpo de caracteŕıstica cero, p = X4 + aX2 + b ∈ K[X ] irreducible y G = Gal(p/K).
Demostrar

a) Si b es un cuadrado en K, entonces G ≃ C2 × C2.

b) Si b no es un cuadrado en K pero b(a2 − 4b) es un cuadrado en K, entonces G es ćıclico de
orden 4.

c) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica entonces G ≃ D4.
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11. Sean K un cuerpo de caracteŕıstica cero, p = X4 + bX3 + cX2 + bX + 1 ∈ K[X ] irreducible,
G = Gal(p/K), α = c2 + 4c+ 4 − 4b y β = b2 − 4c+ 8. Demostrar

a) Si α es un cuadrado en K, entonces G ≃ C2 × C2.

b) Si α no es un cuadrado en K pero αβ es un cuadrado en K, entonces G es ćıclico de orden
4.

c) Si ninguna de las dos condiciones anteriores se verifica, entonces G ≃ D4.

12. Determinar el grupo de Galois del polinomio X4 − 5 sobre cada uno de los siguientes cuerpos: Q,
Q(

√
5) y Q(i

√
5).

13. Determinar el grupo de Galois sobre los cuerpos indicados de cada uno de los siguientes polinomios:

X3 + 2X + 2 sobre Z3. X4 + 6X2 + 9 sobre Q. X4 − 4X2 + 2 sobre Q.
X5 + 4X3 +X sobre Q. X4 +X2 − 6 sobre Q. X4 − 4X2 + 16 sobre Q.
X4 −X2 − 2 sobre Q. X6 − 9 sobre Q. 4X4 − 8X2 + 1 sobre Q.

X5 − 3x3 − 2X2 + 6 sobre Q. X3 − 10 sobre Q(
√
−3). X4 − 5 sobre Q(

√
5).

X4 − 2 sobre Q(i).

14. Demostrar que si p ∈ K[X ] es irreducible, K tiene caracteŕıstica 0 y p es resoluble por radicales,
entonces |Gal(p/K)| divide a p(p− 1).

15. Sea f ∈ K[X ] irreducible de grado impar y resoluble por radicales sobre K, donde K es un
subcuerpo de R. Demostrar que el número de ráıces reales de f es 1 ó p.

16. Demostrar que el discriminante del polinomio p = X4 + aX3 + bX2 + cX + d es

D = a2b2c2 − 4b3c2 − 4a3c3 + 18abc3 − 27c4 − 4a2b3d+ 16b4d+ 18a3bcd− 80ab2cd
−6a2c2d+ 144bc2d− 27a4d2 + 144a2bd2 − 128b2d2 − 192acd2 + 256d3

y que si p es irreducible y separable sobre K entonces Gal(p/K) es isomorfo a A4 ó C2 × C2 si y
sólo si D es un cuadrado en K.

17. Sea f un polinomio separable con coeficientes reales y n el número ráıces no reales de f . Demostrar
que el discriminante de f es positivo si y sólo si n es múltiplo de 4. (Indicación: Obsérvese que si
α y β son dos ráıces de f que no son iguales ni conjugadas, entonces (α − β)(α − β) ∈ R y que
(α− α)2 < 0.)

18. Demostrar las siguientes propiedades para E/K una extensión de cuerpos (no necesariamente
finita) y f ∈ K[X ] un polinomio irreducible de grado primo p ≥ 5.

a) Si f es resoluble por radicales sobre K, entonces el número de ráıces de f en E es 1 ó p.
(Indicación: Utilizar el Teorema 14.23.)

b) Si f = Xp − aX + b ∈ Q[X ] con a > 0 entonces f no es resoluble por radicales sobre Q.

c) Si E = R, p ≡ 1 mod 4 y el discriminante de f es negativo entonces f no es resoluble por
radicales sobre K. (Indicación: Utilizar el Ejercicio 17).

19. Sean p =
∑n

i=1 piX
i y q =

∑n
i=1 qiX

i dos polinomios de grado n tales que qi = pn−i para todo i.
Demostrar que p es resoluble por radicales si y sólo si lo es q.

20. Decidir cuáles de los siguientes polinomios son resolubles por radicales sobre Q y si es posible
encontrar una extensión radical que contenga su cuerpo de escisión.

X5−2X4+2, X5−4X2+2, X5−4X+2, X5−4X+10, x6−10x2+5, X7−10X5+15X+5.
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máximo común divisor, 29
método de Kronecker, 55
mı́nimo común múltiplo, 29
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rećıproco del –, 78

de las irracionalidades accesorias de Lagrange,
131

de Ruffini, 36
de Wantzel, 139
de Wilson, 53
del Elemento Primitivo, 122
del Resto, 36
fundamental
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