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TRIGONOMETRIA

RAZONES Y FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Un angulo es la porcién de plano limitada por dos semirrectas con origen en un mismo punto. Las
semirrectas se llaman lado inicial y final. Al origen comun se le denomina vértice del angulo. Los angulos
positivos se miden en sentido contrario a las agujas del reloj y los negativos en el mismo sentido.

La trigonometria estudia las relaciones entre los lados y los angulos de los triangulos®. Su etimologia
proviene de trigono triangulo y metria medida.

Sea el siguiente triangulo rectangulo:

hipotenusa

b | cateto opuesto

a

cateto adyacente

Se definen las siguientes razones? trigonométricas directas para el angulo o:

_ cateto opuesto _ b _ cateto adyacente _ a
seno: send = —————— = — cotangente: €Ot O = =—
hipotenusa c cateto opuesto b

_ cateto adyacente _ a _ hipotenusa _a

coseno: €os O = 5 =— secante: Sec O = =
hipotenusa c cateto adyacente ¢

_ cateto opuesto _ b _ hipotenusa _ c
tangente: tan o = =— cosecante; ¢Sc0l = ————— = —
cateto adyacente a cateto opuesto b

En términos de variables, las funciones trigopnométricas son:

y =sen x y=cotx
y =cos x y =secx
y =tan x y=cCscx

! Recuérdese que la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°.
2 Se entiende como razén al cociente que compara dos cantidades.
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De las definiciones anteriores, se puede concluir que:

_sen x COoS X 1
tan x = cotx = =
CoS X sen x tan x
1
S€C x = cscCx=——
COS X sen x

En caso de tener el valor de la razén trigonométrica, para obtener el angulo, se aplica la razén
trigonométrica inversa. Las seis razones trigonométricas inversas para el angulo O son las siguientes:

. — -1 . — gl
senoinverso: 0 =sen ~ Xx cotangente inversa: 0 =cot 'x
. — -1 . -
coseno inverso: A =COs X secante inversa: O =sec ' x
. — -1 . — -1
tangente inversa: 0 =tan x cosecante inversa: 0 =CsC "X

En términos de variables, las funciones trigopnométricas inversas se definen como®:

| e
y=sen x y =cot 'x
y=cos 'x y=sec x
y =tan 'x y=csc'x

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Para resolver triangulos rectangulos, basta con conocer s6lo dos datos. Las demas caracteristicas se
pueden deducir aplicando las expresiones anteriores y el teorema de Pitdgoras que establece que el
cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectangulo equivale a la suma de los cuadrados de los catetos.

2_ 2,42
Estoes: ¢c“ =a” +b

Ejemplos.
Dados los siguientes tridngulos, obtener los datos que faltan:

1)

® Es importante sefialar que existen otras dos notaciones para las funciones trigonométricas inversas. Por ejemplo, para la funcién

. S . . _ -1 _ _ . R
trigonométrica inversa del seno es equivalente escribir: y =sen = x =ang sen x = arc sen x, que respectivamente significan
angulo cuyo seno y arco cuyo seno. Lo mismo sucede para las otras cinco funciones de este tipo.
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Solucién.
Se sabe que ¢* =a* +b* . Porlo tanto, despejando a se tiene:
a=+c? -b? =492 —42 =/81-16 = /65 =8.062

V65

seno ====0895 = a =sen 1(0.895) = 63.50°

2)

Solucién.

o_ @
Por la definicién de coseno: €035 =E = a =16(0.8191)=13.106

b=/c? —a® =162 =13.1064> =-/256-171.77 =-/84.23 =9.177

3)

Solucién.

Se sabe que C2 = a2 +b2. Por lo tanto, se tiene:
c =17 +20% =/289+400 =/689 =26.248

tan ot :%:1.176 = a =tan"'(1.176) = 49.63°

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

4) Determinar la longitud de la sombra que se proyecta en el suelo por una persona de 1.80 metros

parada cerca de un arbotante cuya iluminacion tiene un angulo 48° .



tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

Trigomonetria
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b:1.8m.|

sombra
a="?

Solucién.
Si se sabe que la suma de los angulos de un triangulo es 180°, y como O es 48°, el angulo que se

forma con el suelo es 180°—90° —48° =42° . Por lo tanto, se tiene:

tan42°=ﬂ = a= 1.80 = 1.80 = 2 metros

a " tan42°  0.900

MEDIDAS DE UN ANGULO

Las unidades de medida de angulos mas conocidas son los grados, minutos y segundos. Este tipo de
medidas estd basada en la division en partes iguales de una circunferencia. Las equivalencias son las

siguientes:

360° = un giro completo alrededor de una circunferencia

1
180° = B vuelta alrededor de una circunferencia

o 1
90 :Z de vuelta
1°‘—1 d |
360 e vuelta, etc.

j :. X
s
s

R
h:.
g
K
H
/ 1 radian % H / 57.29° %
U : U
3
3
. 5
2T radianes .
0.. “'
., “0“ “0‘. .‘0
., 04 3
“, o e, 04
..'. ““ .... ““
.....Il ll-‘-“ .....ll Il"“

360° = 2Tt radianes



Facultad de Contaduria y Administracion. UNAM Trigonometria Autor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

También se puede definir otra unidad angular, el radian, que en las aplicaciones fisicas es mas practico y
directo que trabajar con grados.

La magnitud de un angulo medido en radianes esta dada por la longitud del arco de circunferencia que
subtiende, dividido por el valor del radio. El valor de este angulo es independiente del valor del radio; por
ejemplo, al dividir una pizza en diez partes iguales, el angulo de cada pedazo permanece igual,
independiente si la pizza es chica, mediana o familiar.

De esta forma, se puede calcular faciimente la longitud de un arco de circunferencia; solo basta
multiplicar el radio por el &ngulo en radianes.

longitud de arco de la circunferencia = (dngulo en radianes)(radio de la circinf erencia)

Ya que se conoce el perimetro de una circunferencia de radio unitario (2ﬂr = 2TI), entonces el angulo de una
circunferencia completa, medido en radianes es 2T. Como ademas se sabe que este mismo angulo, medido

=57.29°

en grados mide 360°, entonces se puede definir una equivalencia: 1 radian = o

A partir de esta igualdad, se puede determinar que:

Grados [0 | 30|45 |60 |90 | 120 | 135 | 150 | 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 [ 330 | 360

2n [3n [5a |, [3a | 5a [ 4n | 3a | 5a | 7| 1in

n
— 27
21 3 4 6 6 4 3 2 3 4 6

Radianes | 0

ENN|
w N

I
6

Para convertir un angulo de grados a radianes o viceversa, lo que debe hacerse es una regla de tres,
considerando que: 360° = 2N  radianes

Ejemplo.
Transformar 15° aradianes.

Solucion.
360° =21 radianes 15°(2T| radianes) _n :
= E radianes

. Por lo tanto: X —

15°=x radianes 360°
Ejemplo.
2N
Transformar ? radianes a grados.
Solucién.
o _ . 2TT .
360° =211 radianes 360° s radianes
T X = =72°

x° = ? radianes |’ Por lo tanto: 2T radianes '

CIRCULO TRIGONOMETRICO

Se llama asi a una circunferencia de radio uno y con el centro en el origen de un sistema coordenado. Se

puede considerar que el punto P que se utiliza para calcular las razones trigonométricas es el de interseccion
de uno de los vértices un triangulo equilatero unitario con el circulo trigonométrico cuyo centro coincide con
otro de los vértices del triangulo. Esta consideracion permite determinar el comportamiento de los segmentos
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en el plano que representan graficamente las razones seno y coseno, tal y como se muestra en la siguiente
figura:

sen O = cateto opuesto

7

cos O = cateto adyacente

VALORES NOTABLES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

En la figura anterior, al mover el angulo en la direccion mostrada, los segmentos verticales representan
las razones seno y los horizontales las razones coseno. Estos valores dependen de la orientacion de los
segmentos, por lo que ellos determinan el signo de estas razones.

Ademas, debido a que la tangente es igual al cociente del seno entre el coseno, que la cotangente, la
secante y la cosecante son los reciprocos de la tangente, coseno y seno respectivamente, con saber la
magnitud y signo de estas Ultimas se pueden obtener los valores de las primeras.

Los valores notables de las funciones trigonométricas se obtienen a partir de sus definiciones
considerando los valores de los catetos y de la hipotenusa. Por ejemplo, para calcular los valores para

30° se puede construir la siguiente figura:

T

2

Teniendo en cuenta que se forma un triangulo equilatero unitario en el triangulo rectangulo, el valor de la
hipotenusa es uno, el del cateto opuesto es su mitad y, aplicando el teorema de Pitdgoras, se obtiene que
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V3

el valor del cateto adyacente que es . Por lo tanto, el valor del seno de 30° es 5, el valor del

2 2
1
3 ¢ 3Oo_sen30°_ b _ 1
coseno de 30° es 7 y en consecuencia: an - cos 30° - \/g _ﬁ . Aplicando las expresiones
2
cotx = senx’ S€C x = cos x Y CsCx = son x 5€ obtienen los valores respectivos.

La tabla siguiente condensa estas cifras, ademas de los valores mas notables de las funciones
trigonométricas”:

Grados 0° 30° 45° 60° 90° 120°  135° 150° 1B0°  2f0° 360°
Funcion
Radianes 0 n n n 7 z—n 3—72 S—H i 3—77 2n
6 4 3 2 3 4 6 2
sen x 0 1 b ﬁ 1 ﬁ b 1 0 -1 0
2 | 2 2 2 | 2| 2
COS X 1 ﬁ L l 0 —l —L _ﬁ -1 0 1
2 2 2 2 2 2
1 1
tan x 0 —= 1 00 - -1 i 0 —00 0
5 B 3 5
1 1
cot x 00 1 — 0 -—— -1 - —00 0 3
3 N N 3
SeC x 1 i [ 2 0 2 ( —i 1 —00 1
5|2 Bt e
csc x 2 2 2 1 > 2 2 1
(%) — = —© N o
2 ﬁ ﬁ 2

GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DIRECTAS

y=senx

A partir del comportamiento del cateto opuesto del circulo trigonométrico unitario, la grafica de la funcion
seno empieza de cero en 0°, va aumentando paulatinamente hasta llegar a uno en 90°. Después va
disminuyendo hasta llegar a cero en 180° . Posteriormente disminuye negativamente hasta llegar a —1

en 270°. Finalmente, va aumentando hasta regresar a cero en 360°, donde el proceso se repite
indefinidamente.

La siguiente figura muestra su grafica:

* Es importante sefialar que los datos que aparecen con el simbolo © es consecuencia de la division por cero que algebraicamente
no existe, pero que geométricamente implican que las graficas tienen discontinuidad en dichos puntos ya que tienden a infinito.
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El dominio de la funcién seno es el intervalo abierto (— 00,00) y el rango es [— 1,1].
y=cosx

De forma similar, el comportamiento del cateto adyacente del circulo trigonométrico unitario, la gréafica de la funcién
coseno empieza en uno en 0°, va disminuyendo paulatinamente hasta llegar a cero en 90°. Después sigue
disminuyendo hasta llegar a —1 en 180° . Posteriormente crece hasta llegar a cero en 270° . Finalmente, sigue
aumentando hasta regresar a 1 en 360° . Esto se repite indefinidamente, como muestra en la grafica siguiente:

0o
[SEE-

El dominio de la funcion coseno es el intervalo abierto (— 00,00) y el rango es [— 1,1].
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Considerando que las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante se pueden deducir a partir
del seno y coseno, se pueden graficar aplicando la relacion respectiva en cada punto. Estas graficas se
muestran a continuacion:

y =tan x

N‘;
S|
w
=

|
]

T
Por ser una funcién discontinua, el dominio de la funcién tangente es: D ={xDR |x ¢5+n t n DZ}
y el rango es (-, ).

Yy =cotx

w
=]

wlg

S

También, al ser wuna funcion discontinua, el dominio de la funcion cotangente es D
:{xDR|x¢nDT, nDZ}yeIrangoeS (- 00,00).,
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y =secx

n - 21

S
)
=

x

n
Por ser una funcion discontinua, el dominio de la funcion secante es D = {x OR |x 7 5+n v n DZ} y

el rango es (-, —~1]U[1,).

y=cscx

y
+ 1

t t t t

3n T i 3n

_on _ - I TT o X

-In 2 n 2 |2 2 n
También, al ser una funcién discontinua, el dominio de la funciébn cosecante es D

={xDR |x¢nD‘L nDZ} y el rango es (—m,—l]U[l,W).

10



Facultad de Contaduria y Administracion. UNAM Trigonometria Autor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

PARAMETROS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Una funcion periddica es aquella que cumple que: f(x) = f(x + p), donde p es el periodo diferente de
cero. En general, una funcion trigonométrica presenta tres parametros fundamentales: Amplitud (A)

Frecuencia k y Fase (G)S. La primera es la que cambia el tamafio de la funcién, la segunda modifica el
grado de repeticioén, y la dltima determina el desplazamiento de la funcion. Por ejemplo, especificamente
para la funcién seno se tiene: f(x) = Alsen (/CX + G). Cabe sefialar que un signo (+) en la fase,

implica que la funcion se adelante (o sea, se corre a la izquierda) y un signo (—) en la fase implica que la
funcién se atrase (o sea, se corre a la derecha).

Ejemplo.
Trazar las graficas de las siguientes funciones:

a) f(x)=2[sen (x)
Solucién:
Se aprecia como en la grafica la amplitud es el doble (dos veces mas grande) que la funcién

f(x) = S8en x , sin embargo la frecuencia y la fase no cambian

[S—

NS
0| o
|
[\
=

b) /(x) = sen (2x)
Solucién.

En este caso, en la gréafica la frecuencia es del doble (se repite mas), sin embargo la amplitud y la fase no
cambian

® En el caso que la amplitud sea uno, k sea cero, que no exista defasamiento y s6lo se sume una constante c, la forma de la gréfica
no cambia, sélo se desplaza c unidades (dependiendo de su signo) sobre el eje y.

11
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c) f(x)= sen (x+7t)

Solucioén.

utor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinosa

La gréafica muestra como la funcion se adelanta Tl unidades (por el signo +), sin embargo la amplitud y la

frecuencia no cambian

d) f(x) =5sen (4x —gj

Solucioén.

21

Aqui se modifican todos los parametros: la grafica tiene una amplitud de 5 (es muy grande), tiene una

frecuencia de 4 (se repite mas) y se atrasa

12

unidades (por el signo -).
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N3 T
)
=]

I VY

4 veces en 2Tl —-|

-
-
-
-
R
()]
-

w|

e) f{x)=2+sen (x)
Solucién.
En este caso no se modifica ningln parametro: la gréafica es igual a la funcion f(x)= sen (x) sélo que

se desplaza 2 unidades hacia arriba.

13
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GRAFICA DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS

Las funciones trigonométricas no son inyectivas, esto significa que para un cierto valor de la imagen existe un
namero infinito de valores de x . Esto significa que estas funciones no tienen inversa, sin embargo, pueden
tenerla si se consideran ciertos intervalos donde cumplan con la definicion de funcion y cuya tabulacion para
cada una se deduce a partir de los valores expuestos en la seccion 11.5. Esto se muestra a continuacion:

- T T
«  Funcién f(x) =sen”'x . Su dominio es [— 1,1] y su imagen es [_55} .

14
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).

!

- U
«  Funcion f(x) =tan"' x . Su dominio es (— °°,°°) y su imagen es(_E;

y
2 1
-------------------------------------- E e
2
1 1
1 1 X
e
_____________________________________ :.];[__-::___..____--____..____--____.-____--____.-___.
2
2 +

«  Funci6n f(x) =cot™' x . Su dominio es (— °°,0)U (0,00) y su imagen es{-g,ojU(O,g} .

15
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Funcion f(x) =sec™ x . Su dominio es (— ,— 1] U [1,00) y su imagen es {Ogj U [Eﬂ} .

Tt Tt
Funcién f(x)=csc™ x. Su dominio es (— 0, = 1] U [1,00) y su imagen es [_E’OJ U (05} :

16
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IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Trigomonetria

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

Se han mencionado algunas de las identidades trigonométricas, sin embargo es conveniente hacer un

sumario para tener una mejor referencia. No es necesario aprenderse todas las identidades de memoria,
por ello, se mencionan por grupos de importancia.

Considérese la siguiente figura:

IDENTIDADES PRINCIPALES ®

a) Relaciones inversas

sen x
tan x =
COS X
1
sec x = ——
COS X
Demostraciones:

Multiplicando por — en la definicién de tangente:
c

y
", R(ab)
o .,
:": s """
Py (v,v,) s c 57 %
:.. ........ b ’-,“
:, », n.,.... V/' . -“
H e, u H
[t m I
_ W:u_"\ ..'\"" a .'
i M -x X
".‘ “,«" c ::'
By (“1)“2) "‘." ‘,’:
....., .. S ) (a) b)
1 cos X
cotx = =
tanx senx
CSC X =
sen x
b
b _ . _senx
tanx =—=—==
a a cosx
c

¢ Utilizando con reiteracién una o méas férmulas del grupo c), conocidas como férmulas de reduccién, es posible calcular el seno de
X y el coseno de X, para cualquier valor de X, en funcién del seno y del coseno de angulos entre 0°y 90° Utilizando las férmulas
de los grupos a) se pueden calcular los valores de la tangente, cotangente, secante y cosecante de X en funcién del seno y del
coseno. Por tanto, es suficiente tabular los valores del seno y el coseno de X para valores de X entre 0°y 90° En la practica, para
evitar célculos tediosos, se suelen también tabular las otras cuatro funciones para los mismos valores de X . Sin embargo, desde la

popularizacién de las calculadoras y las computadoras, las tablas de funciones trigonométricas han caido en desuso.

17
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Multiplicando por — en la definicion de cotangente:
c

Aplicando el reciproco en la definicion de secante:

Aplicando el reciproco en la definicion de cosecante:

b) Identidad pitagérica

2

2 _
sen” x+cos” x =1

Demostracion:
Si en la expresion del teorema de Pitagoras se divide cada término entre ¢~ se tiene:

2 2 2 2 2
a*+br=c? = a—+b—:c—2 = (ﬁj +(éj =1
C C

2

= (senx)2 + (cosx)2 =1 O sen’x+cos’x=1

¢) ldentidades expresando funciones trigopnométricas en términos de sus complementos

T T T
cosx=sen|—-—x Sén X =Cos| ——Xx cotx=tan| ——x
2 2 2

T T Tt
tan x =cot| ——x cscx=sec| ——x secx=csc| ——x
2 2 2

Demostraciones:
. . . . . . . n
Si en el triangulo de la figura, el angulo en el cual se aplican las funciones trigonométricas es 5 -X,

entonces se tiene que el cateto opuesto y el cateto adyacente se intercambian, por lo tanto, se tiene que:

2
T a T
cot| ——x |=—=tan x| sec| ——x |=
(2 j b (2 j

d) Periodicidad de funciones trigonométricas. El seno el coseno, la secante y la cosecante tienen
periodos de 2T, mientras que la tangente y la cotangente tienen un periodo de T .

sen (x + 27t) =sen x cos (x + 27t) =cos x tan (x + TI) =tan x

cot (x + Tl) =cot x sec (x + 211) =sec x csc (x + 2n) =cscx

18
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Demostraciones:
En las gréaficas de las funciones ) =Ss€n X y y =COS X se aprecia como los valores se repiten cada

27 radianes, asi que al aplicar sus respectivas identidades reciprocas, las funciones y =CSC x y
Yy =se€C x también presentan esa misma periodicidad. Por su parte, en la gréafica de la funcién

y =tan x se muestra como los valores se repiten cada 7 radianes, asi que al aplicar su identidad
reciproca, la funcién y =cot x también posee esa misma periodicidad.

e) ldentidades para angulos negativos. El seno, la tangente, la cotangente y la cosecante son funciones
impares, es decir que cumplen con f (—x) =-f (x) Por su parte, el coseno y la secante son funciones

pares, es decir cumplen con f (x) =f (—x),

sen (—x)=-sen x cos (—x) =cosx tan (— x) = —tan x

cot (—x) =—cot x sec (— x) =sec x csc (—x) =-cscx

Demostraciones:
Si en la figura anterior, se hace crecer x desde 0 hasta 27, el punto B recorre la circunferencia en

sentido contrario a las manecillas del reloj y el punto P , correspondiente a —x , recorre la circunferencia
pero en el sentido inverso. Asi que aplicando las definiciones de las funciones trigonométricas se tiene:

- a -
sen(—x)=—=—senx cos(—x)=—=cosx tan(—x)=—=—tanx
c c c
c c c
cot(—x)=—=—tanx sec(—x)=—=secx csc(—x)=—=—cscx
- a -
f) Identidades trigonométricas de dos angulos
sen (x+y) =sen x [cos y +sen ycos x sen (x—y) =sen x[cos y —sen y[cos x
cos (x+y) =cos x[cos y—sen x[sen y cos (x —y) =cos x[cos y+sen x[sen y
tan x +tan tan x —tan
tan(x+y):—y tan(x—y):#
1—tan x[fan y 1+ tan x (fan y

Demostraciones:
Sean u y Vv dos numeros reales cualesquiera expresados en radianes y su diferencia se establece
como W =u — V. Silos puntos de los lados terminales de los angulos indicados en una circunferencia

unitaria (C = 1) son respectivamente P (ul,uz) B (Vsz) entonces, por definicion se tiene:

cos u =u;, €COSV=V, COS (u —v)= w)

senu =u,, senv=v, sen (u —v)=w2

Se aprecia que la distancia entre P y P debe ser igual a la distancia entre P y P, porque los
angulos miden lo mismo.

Aplicando el teorema de Pitagoras: \/(wl - 1)2 + (w2 - 0)2 = \/(ul -V )2 + (u2 -V, )2
elevando al cuadrado y simplificando las expresiones de los radicales:

2 2 2 2 2 2
Wl _2W1 +1 + W2 = ul _2M1V1 +V1 +u2 _2u2V2 +V2
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. . . 2 2 _ .2 2 _ 2 2 _
Por ser una circunferencia unitaria, se cumple que: w,” +w,” =u;” +u,” =v,” +v,” =1, entonces:
2=2w, =2-2upv, —2u,v, = w; =uv; tu,v,, asi que sustituyendo se tiene:
cos (u —v)= cos u[cos v+sen ulsen v
si se renombra a las variables como: ¥ =x y V=)  sellega a:

cos (x—y)= cos x[cos y +sen x[sen y

Ahora, si se hace que Y = —) vy se recuerda que S€n (—y) =-seny y cOS (—y) =CO0S ¥, entonces:
cos (x+y)= cos x [cos (—y)+ sen x [sen (—y) = cos (x+y)= cos x[cos y—sen x[sen y
Por otra parte, aplicando la identidad de complemento para el coseno:

sen (x+y)=cos [g—(x+y)}=cos Kg—xj—y}=cos(g—xjﬂtosy+sen(§—xj§eny

reduciendo:
sen (x +y) =sen x[cos y +sen ylcosx

Ahora, si se hace que ¥ = —) y se recuerda que S€n (—y) =—Sseny y cos (—y) =CO0s y , entonces:
sen (x—y)= sen x [cos (—y)+sen (— y)[cos X = sen (x+y)= sen x [cos y —sen y[cos x

Por otra parte, aplicando la identidad de la tangente:

tan (x+y): sen (x+y) _sen x[cos y +sen ylcos x

cos (x +y) cos x [¢os y —sen x [Sen y
Si se divide el numerador y el denominador entre cos x[cos y #0 :
sen x Epos y . seny Epos X
sen(x+y) _COsSx cosy cosx cosy _ tanx+tany
cos (x+y) cosx £0sy _senx sen y " 1-tan x(an y
COSX COSy COSX COSYy

tan (x+y):

Ahora, si se hace que Y = —J y se recuerda que tan (—y) =—tan y , entonces:

tan x + tan (—y) _ tan x—tan y

tan (x_y)zl—tanxﬂan (-») 1+tan xOan y

g) Identidades de doble dngulo

sen 2x =2 [sen x[cosx cos 2x = cos’x —sen’x =2 [dos’x —1=1-2[8en’x
2[tan x

tan 2x =
1—-tan” x

Demostraciones:
Sise hace y =x en laidentidad sen (x + y) =sen x[cos y +sen ylcos x, se tiene:

sen (x +x) =sen 2x =sen x[cos x +sen x[cos x =2sen x[cos x
Si se hace ¥ =x en la identidad cos (x + y) =cos x[cos y—sen x[sen y , se tiene:

_ _ _ 2 2
cos(x+x)—cos2x—costtosx—seanenx—cos x—sen- x

2 2

) 2 _ 2 —
pero ademas se sabe que: sen “x+cos” x=1 = cos “x—l=-sen” x

— 2 2 _ 2 2 _ 2
por lo tanto: €0s 2x =cos” x—sen” x =cos” x+cos” x—1=2cos” x—1
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- 2 2 _ 2. _ 2
pero también se sabe que: sen “x+cos” x=1 = cos “x=1-sen” x

por lo tanto: €Os 2x = 2cos? x-1= 2(1 —sen? x)—l =2-2sen’ x—1=1-2sen? x

tan x +tan y

Sise hace ¥ = x en laidentidad fan (x + y) =

ti :
I—-tan x{an y’ setiene
tan x +tan x 2tan x
tan 2x = = 3
I—tan x[fan x 1-tan” x
IDENTIDADES SECUNDARIAS
h) Identidades trigonométricas que involucran cuadrados
sec? x =1+tan’x csc? x =1+cot’x

Demostraciones:

. . . 2 2 . _ 2
Si en la identidad sen” x[d¢os” x =1, se divide cada término entre COS~ X :

2 2

sen” x  COs” x _ 1 2

= tan’ x+1=sec’x = sec’ x=1+tan’ x

COS2 X 0052 X COS2 X

. . . 2 2 _ . P 2
Si en la identidad sen” x[¢os” x =1, se divide cada término entre sen” x :

sen’ x+cos2 x 1

sen2 X sen2 X sen2 X

= l+cot> x=csc’ x = csc’x=1+cot’ x

i) Identidades que expresan funciones trigonométricas en términos de sus complementos

sen (1 x) =sen x cos (1 - x) = —cos x tan (N —x) = tan x
Demostraciones:
Si en la identidad sen (x —y) =sen x[cos y —sen y[cos x , se sustituye Xx=Tly y=Xx:

sen (ﬂ—x)=sen Tlcos x —sen x [cos N=0[cos x —sen x[(—1)=senx
Si en la identidad cos (x—y)= cos x[cos y+sen x[sen y, se sustituye x =Ty y=x:
cos (Tl—x)=cos Tlcos x +sen Tl[senx=—1[cosx+(0)[senx=—cosx

Sien la identidad tan (x - y)= —m X0 Y i =Ty y=x:
i en la identidal Y 1+mnxgtany,sesust|tuyex— yy :

tanm+tanx _ O+tanx _ tanx

tan (T[— x) = =
1—tan t#an x 1+tan 0 fan x 1

=tan x

j) Identidades trigonométricas de medio angulo

X /l—cosx X /l+cosx x _ |1—cosx
sen —=% |[—— coOsS —==x,|——— tan — = | ——
2 2 2 2 2 l+cos x
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Demostraciones:

. . . _ 2 . 2 _ > _1—cos2x
Si en la identidad cos 2x =1—2sen” x | se despeja Sen” X se tiene que: S€N~ x S—
ahora, si se sustituye ~ por X y si se considera que esta en un cuadrante cuyo signo es positivo:

> x _l—-cosx X l1-cosx
sen. —=— = sen—=,/—
2 2 2 2
. . . 5 . 2 _ > _1+2cos2x
Sien laidentidad cos 2x =2cos” x—1, se despeja COS~ X se tiene que: COS™ X T
. . x . . ’ . g
ahora, si se sustituye — por X y si se considera que esta en un cuadrante cuyo signo es positivo:
2 x _l+cosx X 1+cos x
coOs" —=—— = cos—=—* [———
2 2 2 2

. . . _sen x . X . _ )

Si en la identidad tan x = . se sustituye 5 por X Yy si se considera que estd en un cuadrante cuyo

signo es positivo:

x 1—cos x
x SNy 2 [l1-cosx
1+cos x

tan — = =

2 cos 1+cos x
2 2

TRIANGULOS OBLICUANGULOS

Un triangulo oblicuangulo es un triangulo que no es rectangulo. Puede ser un triangulo agudo (si sus tres
z [e] -z . z o
angulos son menores de 90°) o puede ser un triangulo obtuso (si uno de sus tres angulos es mayor de 90°).

Por convencion, se establece que los angulos de un triangulo oblicuo son 4, B, C vy sus lados
opuestos se identifican como @, by ¢ respectivamente. Esto se muestra en las siguientes figuras:

Triangulo agudo Tridangulo obtuso
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La trigonometria de los triangulos oblicuos no es tan facil como la de los triangulos rectangulos, pero hay
dos teoremas de la geometria que son muy utilizados en trigonometria. Estos son llamados la “ley de los
senos” y la “ley de los cosenos”.

LEY DE LOS SENOS

Dadas las figuras anteriores, la ley de los senos establece que:

sen A _sen B _sen C

a b c
Esta ley tiene tres igualdades y se puede usar en dos formas:
Primero, si se conocen dos angulos y el lado opuesto de ellos, se puede determinar el otro lado.
Ejemplo.

. . sen 30° _ sen 45°
Si 4=30° B=45° a=16, entonces, aplicando esta ley: = que resolviendo para

16 b
16[sen 45°
i b=———7"—=2262
b se tiene que sen 30° .

Segundo, si se conocen dos lados y el angulo opuesto de uno de ellos, entonces también se puede
determinar el angulo opuesto del otro lado.

Ejemplo.
sen 40° _sen B
Si a=25, b=15, 4=40°, entonces, aplicando esta ley: 25 = 5 resolviendo para B se
15[sen 40° _
tiene que: sen B :T =0.3856 . por Io tanto, B=sen”' (0.3856) =22.68°,

Nétese como puede no ser la respuesta correcta, ya que hay dos angulos entre 0° y 180° que tienen el
mismo valor del seno (el segundo es el complemento del primero). Asi que en este caso, también puede
ser el angulo obtuso 180°—22.68° =157.32° . Esta situacién es indeterminada, ya que conociendo dos
lados y el angulo opuesto de uno de ellos no siempre es suficiente para determinar el triangulo.

Ejemplo.
En una llanura, un nifio observa a 60° un globo aerostatico. A 2 kilémetros de distancia, su primo mira
el mismo globo pero a 35°

a) ¢a qué distancia esta cada nifio del globo?
b) ¢a qué altura se encuentra el globo del nivel de los nifios?

Solucion.
a) Haciendo un dibujo, es facil deducir que se forma un triangulo. El angulo faltante es

180°—-60°—-35°=85°. Por lo tanto: 4=60°, B=35°, C =85, ¢c=2 Km., entonces, aplicando esta

sen 85° sen 60° _ sen 35° b 2[sen 35° LIS K
. = = i i if -b=——=1. m.
ley: 5 p b . La distancia del globo y el nifio A es: son 85°
_2[8en 60° _
Por su parte, la distancia del globo y el nifio B es: 4 — —sen g5° =173 Km.
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A A

2 km.

b) En el triangulo de la izquierda se cumple que: S€N 60°=—— por lo que la altura pedida es:

1.15°
h=1.15[sen 60° =1 km.

LEY DE LOS COSENOS

Considerando las figuras anteriores, esta ley establece que:
¢ =a* +b* —2abcos C

Como puede apreciarse es semejante al teorema de Pitadgoras excepto por el Ultimo término. En el caso
de que C sea un angulo recto, el término desaparece (porque c0s90°=0). Asi que la ley de los
cosenos es una generalizacién del teorema de Pitagoras.

Como cada triangulo da tres ecuaciones para la ley de los cosenos, se pueden permutar las letras como
se quiera, esto significa que las otras dos versiones son:

a’ =b* +¢? =2bccos A y b* =c* +a* —2cacos B

Al igual que la ley de los senos, esta ley relaciona los tres lados del triangulo con los tres angulos, asi que
se puede usar en dos formas:

Primero, si se conoce un angulo y los dos lados adyacentes, se puede determinar el lado opuesto.

Ejemplo.
Si C=60° a=5, b=8
aplicando la ley de los cosenos se tiene:

¢? =57 +8% = 2(5)(8)cos 60°
2 =25+64-40=49 = c=4/49=7
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Segundo, si se conocen los tres lados de un triangulo, entonces se puede encontrar cualquier angulo.

Ejemplo.
Si a=5, b=6, ¢c =7 entonces, aplicando la ley de los cosenos se tiene: 72 =52 +6° =2(5)(6)cos C
= cosC= &5&36 =02 = C=cos(0.2)=78.46°

Es importante hacer notar que cuando un triangulo es obtuso, el coseno de C es negativo.

Ejemplo.

Supéngase que los tres lados son: a =5, b=6, ¢ =10 . entonces, aplicando la ley de los cosenos se

100-25-36 _ 49
-60 -60

= C=cos ' (— 0.8166). Pero como se sabe que el coseno de un angulo obtuso es negativo, se debe

tiene: 10?2 =52 +6% =2(5)(6)cos C = cosC = =-0.8166

calcular apropiadamente, esto es C =cos™' (— 0.8166)=144.75°. Si se tomara el valor positivo del

argumento, lo que se encuentra es el suplemento de C , esto es: cos ' (0.8166) =35.25°,

APLICACIONES

Las primeras aplicaciones de la trigonometria se hicieron en los campos de la navegacion, la geodesia y la
astronomia, en las que el principal problema era determinar una distancia inaccesible. Otras aplicaciones de
la trigonometria se pueden encontrar en la Fisica, Quimica y en casi todas las ramas de la Ingenieria, sobre
todo en el estudio de fendbmenos periddicos, como el sonido o el flujo de corriente alterna.

La trigonometria es de gran importancia para la teoria de la proyeccién estereogréafica y en la geodesia.
Es también el fundamento de los calculos astronémicos. Por ejemplo, la solucién del llamado triangulo
astronomico se utiliza para encontrar la latitud y longitud de un punto, la hora del dia, la posicién de una
estrella y otras magnitudes. Ademas, ha tenido gran utilidad para calcular la distancia que separa la
Tierra del Sol, distancias de los planetas al Sol, distancias a las estrellas, didmetros de los planetas,
confeccién de calendarios, etc.

La medida de angulos en grados es ampliamente usada en Ingenieria y en Fisica, principalmente en
Astronomia, navegacion y Topografia. El método mas corriente de localizar una estrella, o un punto en la
superficie de la Tierra, es utilizar su distancia angular en grados, minutos y segundos a ciertos puntos o
lineas de referencia fijadas. Los posiciones en la superficie de la Tierra se miden en grados de latitud
norte o sur del ecuador y grados de longitud este u oeste del meridiano principal, que normalmente es el
meridiano que pasa por Greenwich en Inglaterra.

Debido a que la trigonometria trabaja con angulos se necesitan instrumentos para medir estos, como el
gonidometro, el teodolito, la regla paralactica, etc. Hoy en dia resulta dificil imaginar cualquier actividad de
construccion en la que no intervenga la trigonometria. La imagen del topégrafo tomando angulos es muy comun.

Particularmente los conceptos vistos en esta unidad pueden aplicarse en:

«  En mecanica, los movimiento arménicos

+ Las poleas y movimientos rotativos.

« La construccion de un canal pluvial.

«  En acustica, las ondas de radio son un ejemplo de las funciones trigonométricas: el sonido generado
es la suma de las ondas producidas por ambas.

« La determinacion de superficies (por ejemplo en la agrimensura) y mediciones de tipo ciclicas.

- Latorre Eiffel, ademas de una bella y conocida obra de arte, es, toda ella, un compendio de propiedades
matematicas, entre otras, la de la indeformabilidad de los triangulos que constituyen su estructura.
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