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a ELIPSE

DEFINICION DE ELIPSE

Una elipse es el lugar geométrico de todos los puntos P del plano, tales que la suma de sus distancias a
dos puntos fijos en el plano es constante. Los puntos fijos F y F, se llaman focos. Graficamente esto
es:

d,+d,= constante

Con relacién a la figura, el segmento de recta ¥>V] que pasa por los focos es el eje mayor. La mediatriz

B, B, del eje mayor es el eje menor. Cada extremo del eje mayor ¥} y V5 se llama vértice. El punto

medio del segmento F>F| se llama centro de la elipse. La distancia del centro a cada vértice se llama
semieje mayor y la distancia del centro a cada extremo del eje menor se conoce como semieje menor.

Para dibujar una elipse lo que se necesita es una cuerda, dos alfileres y un lapiz. Se colocan los dos
alfileres en una hoja de papel (éstos son los focos de la elipse). Se toma un pedazo de cuerda mayor
gue la distancia entre los dos alfileres (ésta representa la constante de la definicion) y se sujetan sus
extremos a cada alfiler. Finalmente, se pone la punta del lapiz bajo la cuerda y se mueve hacia un
mismo lado. La figura resultante es (por definicion) una elipse. Se obtienen diferentes formas de
elipses segun la ubicacion de los alfileres y la longitud de la cuerda que los une.
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ECUACION ORDINARIA DE LA ELIPSE HORIZONTAL CON CENT RO EN EL ORIGEN

A partir de la definicién de la elipse y de la expresion para calcular la distancia entre dos puntos, se
puede deducir la ecuacion de una elipse en un sistema de coordenadas rectangulares.
Si los vértices se ubican en las coordenadas V) (a,O) y V, (— a,()), los focos estan en Fj (C,O) y

F, (— C,O), el eje mayor de la elipse es coincidente al eje X, y si su centro se ubica en el origen, tiene la
siguiente forma:

(0,-b)

Si el punto P esta en cualquiera de los vértices, la suma de distancias @, +d, da como resultado

a—c+a+c, porloque la suma constante se establece en 2a, a >0

El punto P(x,y) pertenecera a la elipse siy sélo si: d; +d, =2a,
por lo tanto:

S = (=) +(y=0)2 +-/(x=0)> +(y=0)* =24

que equivale a:

«/(x+c)2 +y2 =2a —«/(x—c)2 +y2

elevando ambos miembros al cuadrado:

(lovor s ) =(2afx-0r+)?)

desarrollando:

(x+c)2 +y2 =44° —4a«/(x—c)2 +y2 +(x—c)2 +y2
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x2 +2xc+c? +y2 = 44> —4a«/(x—c)2 +y2 +x% = 2xc +c? +y2

eliminando términos iguales:

2xc = 4a’ —4a«/(x—c)2 +y? —2xc

que equivale a:

4a«/(x—c)2 +y* =4a® - 4xc

dividiendo todo por 4 :

a (x—c)2 +y2 =a® - xc

elevando nuevamente al cuadrado ambos miembros:

(a (x—c)2 +y2 )2 = (a2 —xc)2
az((x—c)2 +y2)= (a2 —xc)z

a2(x2 —2xc+c? +y2): (a2 —xc)2

2.2 2 2.2 2.2 _ 4 2 2
a’x"—2a’xc+a’c"+a’y" =a —-2a"xc+x‘c
reduciendo términos semejantes:
a2x? +a2ct + azyz = 4% + x2c2
acomodando convenientemente:

xzaz—xzcz+a2y2:a4—azcz

2

factorizando x> en el primer miembro y a’ enel segundo miembro:
2(2 _ 2 2.2 _ 22 _ 2

x(a —c)+ay —a(a —c)

si se denota como b” ala expresion a’-c? y se sustituye se tiene:

+2h2 +a2y2 = 42b>

dividiendo por a’b® toda la expresion:

x2p2 . azyz _ a2b>

a’b?  a’b*  a’b?

finalmente queda como:

2
X

2
a

(3]

+

%,

ecuacion conocida como ecuacion ordinaria 0 canénica de la elipse horizontal con centro en el origen, de
semieje mayor d y de semieje menor b .

LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA ELIPSE HORIZONT AL

Para cualquier elipse, los segmentos perpendiculares al eje mayor que pasan por sus focos de la elipse
con extremos sobre la curva se denominan lados rectos (LR .

Gréaficamente es:
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LR LR

Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto, que pasa por el foco F|, se sustituye el
valor de x por C en la ecuacion despejada para y :

y=t— a’ -c?
a
2_ 2 2 ,
pero como b” =a” —c”, se tiene:
2
y=x-4/b? LS
a a

por lo cual, las coordenadas de los extremos £ y P, del lado recto asociado a F; son:

b? b2
Blc,— Ple—-2"
1 a Yy 2 c, a

Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco F5, el
procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos £ y P, son simétricos a los puntos F vy
P, con respecto al eje x, con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las
coordenadas de los extremos P y P, del lado recto asociado a £, son:
2

b bh?
Pl =c,~— |y p|-c-""

a a
La longitud, medida en unidades lineales (u) de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus
ordenadas. Por lo tanto:

_2b?

a

LR
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EXCENTRICIDAD DE UNA ELIPSE

Para cualquier elipse, a la relacién que existe entre C y @, se le conoce como excentricidad de una
elipse y se denota con la letra €:

_C
e=—
a

La excentricidad indica el grado de achatamiento que posea. Nétese como siempre se cumple que

0 <e<1. Esto se explica de la siguiente manera: si @ se mantiene constante y el valor de € se hace
muy pequefio, el cociente tiende a cero, entonces la elipse tiende a una redondez debido a que la
distancia interfocal es muy corta. Por el contrario, si @ se sigue manteniendo constante pero C se hace
muy grande, el cociente tiende a uno y la elipse toma una forma muy achatada. Graficamente, esto se
observa en las siguientes figuras:

y y

Fz _h ﬁ"-—_m
> b ) >

e - O e - l

Ejemplo.
Calcular las longitudes de los semiejes mayor y menor, las coordenadas de los vértices, focos, extremos

del eje menor, la longitud del lado recto y la excentricidad de la siguiente elipse: 9x? + 16y2 =144

Solucion.
Dividiendo toda la ecuacién entre 144 :

o’ 16 144 _ ¥’ 0"

= — =1
144 144 144 16 9
a* =16, b*=9 = a=4, b=3,
por lo tanto:

1/1(4,0) y V2 (_4:0), B (0:3) y B (0:_3)

por otra parte, c=-a*-b*>=16-9 :ﬁ

los focos se ubican en:
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REW7.0) y BvT0)
7 2(3)

4 La longitud del lado recto es: LR = A -4 1 3 u.

La excentricidad es: € =

Ejemplo.
Obtener la ecuacioén de la elipse y sus caracteristicas si se sabe que un extremo del eje menor esta en

(0,— 3) y un foco en (2,0).

Solucion.

De los datos se deduce que: b =3 y ¢ =2
Obteniendo a :

a=lp+e? =32 +22 = [9+4 =13
asi que la ecuacion buscada es:
2 2 2 2
(@)2 32 139
Los vértices se ubican en: V; (\/EO) y Vs (— \/EO)
El otro foco esta en: F, (—2,0).
2 2(3)F _2(9) _ 18

= u.
V13

La excentricidad es: € = . La longitud del lado recto es: LR = =
J13 g Vi3 13

ECUACION ORDINARIA DE LA ELIPSE VERTICAL CON CENTRO EN EL ORIGEN

El procedimiento para obtener la ecuacion de la elipse vertical es muy similar al que se hizo con la elipse
horizontal.
En este caso, los vértices y focos estan sobre el eje ¥ en las coordenadas V) (0,61), V, (0,—61),

K (O,C) y F, (O,—C), respectivamente, y aplicando la expresion de distancia entre dos puntos se tiene
que:

J@=02 +(y=(=0)? +(x=0)> +(y—c)* =2a
que equivale a:

X2+ (y+e)? =2a 47 +(y—c)2

después de desarrollar, eliminar radicales y simplificar, se llega a:

2 2
b a’

ecuacion conocida como ecuacion ordinaria o candnica de la elipse vertical con centro en el origen, de
semieje mayor d y de semieje menor b .

La elipse en este caso tendria la siguiente forma:
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(-b,0) (b,0)

V2(O,-a)

LONGITUD DE LOS LADOS RECTOS DE UNA ELIPSE VERTICAL

Para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto de una elipse vertical, que pasa por el
foco [}, se sustituye el valor de y por C en la ecuacion despejada para x :

x=t—/a? -c?
a
2_ 2_ 2 ,
pero como b” =a” —c”, se tiene:
2
b b b
x=x-Ab? =xTbh=x"
a a a

por lo cual, las coordenadas de los extremos £ y P, del lado recto asociado a F; son:

bZ 2
a a

Similarmente, para encontrar las coordenadas de los extremos del lado recto que pasa por el foco F5, el
procedimiento es idéntico al tomar en cuenta que los puntos £ y P, son simétricos a los puntos B y
P, con respecto al eje y, con lo que se tienen la mismas ordenadas respectivas, por lo que las
coordenadas de los extremos P y P, del lado recto asociado a £, son:

2 b2
a a
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LR

F1(0,c)

F2(0,-c)

LR

La longitud, medida en unidades lineales (u) de cada lado recto viene dado por la diferencia de sus
abscisas. Por lo tanto:

_2b*
—

LR

Ejemplo.
Obtener todas las caracteristicas de la elipse vertical con centro en el origen, que tenga un vértice en

2
(0, - 6) y excentricidad € = 3

Solucién:

Del vértice se deduce que a = 6 , por tanto:
c 2 _c¢ 12

e=— = —=— = c=—_—=4
a 3 6 3

por otra parte se sabe que:
c=va?-bp* = b=va®-c? =62 -42 =\36-16 =20 =245

por lo tanto el otro vértice se ubica en: V] (0,6)

las coordenadas de los extremos del eje mayor son: B(2ﬁ,0), B'(— 2%,0)
los focos se ubican en F (0,4) y F, (0,—4)

2(20f _ 2(20) _ 40 _ 20

La longitud del lado recto es: LR = p = p 6 3
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Ejemplo.
Obtener la ecuacion de la elipse y sus caracteristicas si se sabe que un vértice esta en (0,— 10) y posee
LR =5 u.

Solucién.
De los datos se deduce que: @ =10 y que:

2 2
=225 o P o5 g p= PO p5os
a 10 2
por lo tanto:

c=-la® —p* =10 =52 =/100-25 = /75 =53

asi que la ecuacion buscada es:
2 2 2 2

5% 107 25 100
por lo tanto el otro vértice se ubica en: V] (0,10)
Los focos se ubican en: F) (0,5\/5) y I, (0,— 5\/5)

53 3

10 2

La excentricidad es: € =

ECUACION DE LA ELIPSE HORIZONTAL CUANDO SU CENTRO E S CUALQUIER
PUNTO DEL PLANO

Si el centro de la elipse horizontal es el punto C(h,k), que es el origen del sistema coordenado X'—)",
su ecuacion ordinaria viene dada por:

1\2 1\2
LN
Tty
a b
pero teniendo en cuenta las férmulas de traslacion:
X'=x-h y Y=y-k
y sustituyendo en la ecuacién anterior se tiene que:

Y Y
=P biF
a b

gue es la ecuacion ordinaria de la elipse horizontal con centro en C(h,k), de semieje mayor @ y de
semieje menor b.

La siguiente figura muestra este caso:
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V,(h-a k) EC(h,k) V,(h+a,k)
e -.!.. e S

>

F ,(h+c,k) X

De la figura se puede apreciar que los vértices estan en: 7} (h +a,k) y ", (h —a,k), los extremos del eje

menor estan en: B, (h,k +b) y B, (h,k —b), por su parte, los focos se ubican en F| (h +c,k) y
2
F, (h —c,k). La longitud del lado recto sigue siendo LR =—— y los extremos de los lados rectos son:
a

2
[hic,kib}
a

Ejemplo.

(-3f L o)
4 1 '

Encontrar todos los elementos de la elipse cuya ecuacion es:

Solucion.

De la ecuacién se aprecia que 2 =3 y k =-1 por lo que el centro se ubica en C(3,—1) y que
a>=4, b*=1 = a=2, b=1.

los vértices se ubican en: V} (3 +2,—1) y V, (3 —2,—1) que equivale a V) (5,—1) y v, (1,—1)

Obteniendo c:

c=va’-b* = c=+22-1*> =4- =\/§

los focos estan en: F (3+\/§,—1) y F, (3—\/5,—1)

3 2(1)* _ 21
la excentricidad es: € = B la longitud del lado recto es: LR = (2) = % =lu.

10
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ECUACION DE LA ELIPSE VERTICAL CUANDO SU CENTRO ES CUALQUIER
PUNTO DEL PLANO

Si el centro de la elipse vertical es el punto C(h,k), que es el origen del sistema coordenado x'=)", su
ecuacion ordinaria viene dada por:

r\2 \2
(Y L O)
== 1
b a
pero teniendo en cuenta las férmulas de traslacion:
X'=x-h y y=y-k
y sustituyendo en la ecuacidén anterior se tiene que:

(-, ok
b? a’

que es la ecuacion ordinaria de la elipse vertical con centro en C(h,k), de semieje mayor 4 y de

semieje menor b.
La siguiente figura muestra este caso:

y y 3

é Vl(h!k+a)

11
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De la figura se puede apreciar que los vértices estan en: V; (h,k +a) y V, (h,k —a), los extremos del eje

menor estan en: B, (h +b, k) y B, (h —b,k), por su parte, los focos se ubican en F; (h,k +c) y
2
F, (h,k —c). La longitud del lado recto sigue siendo LR =—— |y los extremos de los lados rectos son:
a

2
(hib,kic}
a

Ejemplo.

Encontrar la ecuacién de la elipse cuyos vértices son: V) (— 2,1) y Vs (— 2,9) y que tiene excentricidad
1

e —_——

5

Solucién.
Como las abscisas de los vértices no cambian, se trata de una elipse vertical. El centro se ubica en

9+1
C(_Z’Tj = C(_2,5),est0e5:h=—2, k=5

obteniendo a :

a=9-5=4
de la ecuacion de la excentricidad, se despeja c:
c_1 _c 4
- —_ - = DD c¢c=—=
a 2 4 2

ECUACION GENERAL DE LA ELIPSE HORIZONTAL

Sea la ecuacion ordinaria trasladada de la elipse horizontal:
2 2
(c=nf , G-k
2 2
a b
desarrollando se tiene:
x* =2xh+h* + y2 —2yk+k2 _
a’ b*
multiplicando por a’b?:
azbz(xz — 2xh +h2) azbz(yz - 2yk +k2) _ 2,2
> + > =ab (1)
a b

1

= b2 —2xh+ 12 )+ a2(y2 — 29k +K7)= a2

= b*x? =2b*xh+b*h? +azy2 —2azyk+azk2 =a’b?
acomodando:

b*x? +a?y? = 2b%hx =24’ ky +b*h* +a*k* - a*b* =0

12
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realizando los siguientes cambios de variable:
A=b*, C=a®, D=-2bh, E=-2a’k, F=b’h*+a’k’-a’h’
la expresién queda como:

Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0

que es la ecuacion general de la elipse horizontal. 4# C, pero del mismo signo.

Ejemplo.
Obtener la ecuacién general de la elipse con vértices en V) (2,5) y V, (10,5) y que pase por el punto

(6.7).

Solucion.
Como las ordenadas no cambian, se trata de una elipse horizontal con centro en:

C(zzlo,sj = (65)

obteniendo a :
a=10-6=4
sustituyendo el punto (6,7) en la ecuacion ordinaria trasladada queda:

AY _\ 2

(6 26) N 25) =1 = 221 = p=4 = b=2
4 b

la ecuacién ordinaria es:

(-0F L b-5F -, _ =oF (5P _

42 2?2 16 4
multiplicando por 64 :
AT AV
64();6 o), 64(y4 P oos = 4(x—6) +16(y -5) =64

alv? —12x+36)+16(y> ~10y +25)=64 = 4x® ~48x+144 +16y> 160y + 400 = 64
acomodando se llega a la ecuacion general pedida:
4x% +16y% —48x—160y +480 =0

ECUACION GENERAL DE LA ELIPSE VERTICAL

Sea la ecuacion ordinaria trasladada de la elipse vertical
2 2
(=P, (=k) _,
b? a’
desarrollando se tiene:
x> =2xh+h? . v =2yk+k*
b? a?

multiplicando por @b :

1

13
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azbz(xz —2xh+h2)+ azbz(yz —2yk+k2)_ 2,2

2 3 =a’b (1)
= (v —2xh+ )+ b2(y2 —29k +k2)= a7
= a’x? -2da*xh+a’h* +l)2y2 —2b2yk +b%k? = a’b?
acomodando:
a’x? +b*y* = 2a’hx = 2b%ky + a*h* +b*k* - a’b* =0
realizando los siguientes cambios de variable:
A=a*, C=b* D=-2a’h, E=-2b"%k, F =a’h*>+b*k*-a’b’
la expresién queda como:

Ax* +Cy2 +Dx+Ey+F =0

que es la ecuacion general de la elipse vertical. 4 # C, pero del mismo signo.

Ejemplo.

tor: Dr. Jost Manuel Becerra Espinesa

Obtener la ecuacion general de la elipse con focos en £} (3,8) y F, (3,2) y con excentricidad € = Z

Solucioén.

Al no cambiar las abscisas de los focos, se trata de una elipse vertical con centro en:

0(3,8’;2j = C(3.5)

Obteniendo c:
c=8-5=3
de la expresién de la excentricidad, se despeja a :
c_3 _4c _ 4(3) _
= a=—=—+=4

a 4 3 3
obteniendo b:

b=\/a2 -c? =\/42 -32=/16-9=1/7
D A O S () S ()
(\/7)Z 42 7 16
multiplicando por 112 :
12(x-3  112(y-5)°
7 16

=112 = 16(x-3)* +7(y-5)* =112

16(x2 —6x +9)+7(y2 ~10y +25)=112 = 1622 —96x+144+ 75> =70y +175 =112

acomodando se llega a la ecuacion general pedida:
16x% +7y% =96x =70y +207 =0

CARACTERISTICAS DE LA ELIPSE A PARTIR DE SU ECUACIO N GENERAL

Sea la ecuacion general de la elipse:
Ax* +Cy* +Dx+Ey+F =0
acomodando convenientemente:

14
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Ax? +Dx+Cy2 +Ey=-F

tomando a 4 como factor comun a los primeros dos términos y a C como a los dos siguientes:
D E

A xX*+=x|+Cl y*+=y|=-F
A C

completando los trinomios cuadrados perfectos:

DY EY by (EY
Ax2+2x+ A e y2+£y+ Cllz-F+a 4| + €
A 2 C 2 2 2

factorizando los trinomios:

DYy EY D* E
AX+A +C y+£ =A+L_F =
2 4 4

2 2 2 2
A x+£4j +C(y+ Ej :D7+E——F

20) 44 4C
si se hace el cambio de variable:
D* E?
= +- -
44 4C

la ecuacion toma la forma:

2 2
Ax+2 +C y+£ =M
24 2C

dividiendo todo entre M ,si M #0:

2 2
A x+ 2 C y + i
24 + 2C
M M
esto equivale a:

DY EY
X+ — y+
24 2c) _,

gue es una ecuacion de la forma:

2 2
(x—h) +(y—k) =1 g M M
A C

M
M

a’ b?
o de la forma:
I "
b* a’ 4 C
en ambos casos se aprecia que:
h= —E y k=- E
2A 2C

15
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lo implica que el centro se ubica en:
o-D _E
24 2C

Por lo tanto:
Si M >0 la elipse es real en cualquiera de sus dos versiones

D E
Si M =0 la ecuacién es un punto de coordenadas ( 4 ZCJ

Si M <0 no hay gréfica posible.

Ejemplos.

Determinar si la gréafica de las siguientes ecuaciones corresponde a una elipse, un punto o si no hay
grafica alguna. De existir la elipse, obtener su ecuacion ordinaria, las coordenadas de su centro, sus
vértices y focos; las longitudes de sus lados rectos, su excentricidad y trazar su grafica.

1) 4x* +9y? —=8x 18y -23=0

Solucion.

A=4, C=9, D=-8, E=-18, F=-23
el centro tiene coordenadas:

M= (;(i))z +(_41(§;2 —(-23)=4+9+23=36,

% = ﬁ =9 y % = ﬁ =4
A 4 c 9
M M
Como j > F se tiene una elipse horizontal con ecuacion ordinaria:
Y Y
) Gof
3 2
por tanto:
a=3, b=2

obteniendo c¢:

c=vNa?-b* = c=+32-22=,9-4 :\/g

los vértices se ubican en:

Vi(1+31) y 7, (1-3,1), que equivalen a: ¥; (4.1) y ¥, (-2,1)
los focos estan en:

Fl+51)y £ [1-45.1)

5 2(2)* _2(4) _8
la excentricidad es: € = 5V la longitud del lado recto es: LR = (3) = (3) = 5 u.

su gréfica es:

16



2) 2x% +8y% +12x—16y+26=0

Solucion.

A=2, C=8, D=12, E=-16, F =26
el centro tiene coordenadas:

() = ot

a = 128 (16) ~(26)=18+8-26=0

42) ~ 46)

Como M =0, la ecuacién representa al punto (—3,1).

3) 9x? +12p? +36x-96y +552 =0

Solucion.

A=9, C=12, D=36, E=-96, F =552
el centro tiene coordenadas:

C(—(36) —(—96)j = C(-24)

2(9) * 2(12)

M = (38; + (;(9162))2 ~(552) =36 +192 -552 = -324

Como M <0, no existe lugar geométrico que corresponda a esta ecuacion.

17
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APLICACIONES

Las aplicaciones que posee esta cOnica son muy diversas en muchos de los &mbitos de la ciencia. Entre
las mas relevantes, se pueden citar las siguientes:

+ La caracteristica de la elipse en un espejo de forma elipsoidal permite que un haz de luz que se
origina en uno de sus focos y se impacte contra el espejo, se refleja en direccion del otro foco.

«  En la construccion, algunos puentes se disefian con arcos semielipticos. Un arco con la forma de una
elipse de la parte superior se usa para soportar la estructura del puente.

- La propiedad acustica de la elipse se aplica en algunas construcciones. Por ejemplo, existe un
famoso inmueble conocido como la galeria de los murmullos localizado en el Ex Convento del
Desierto de los Leones', en la que una persona ubicada en uno de sus focos y que murmura, su voz
puede escucharse por otra persona que se localice en el otro foco, a pesar que sea imperceptible
para otras personas que estén en dicha galeria.

- Existen algunos hornos construidos en forma de elipsoides. La fuente de calor se ubica en uno de
sus focos y los elementos por calentar se colocan en el otro foco, aprovechando que la transferencia
térmica se concentra ahi.

« Una de las leyes de Kepler acerca del movimiento de los planetas del sistema solar plantea que los
planetas describen trayectorias elipticas y que en uno de sus focos se localiza el Sol.

« Los cuerpos que giran alrededor de otros, también describen trayectorias elipticas, tal es el caso de
algunos asteroides, los cometas que giran alrededor del Sol, y las lunas girando alrededor de sus
respectivos planetas.

! Este lugar se ubica en la delegacién Cuajimalpa, al poniente de la Ciudad de México.
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