owensior | Grado polinomial y
7.1 diferencias finitas

En esta leccion

e Aprenderds la terminologia asociada con los polinomios

e Usaras el método de diferencias finitas para determinar el grado de un
polinomio

e Encontrards una funcién polinomial que modele un conjunto de datos

Un polinomio con solamente una variable es cualquier expresiéon que se puede
escribir de la forma

n n—1 .. 1
ax + a, ,x + + a;x + a,

donde x es una variable, los exponentes son nimeros enteros no negativos,
y los coeficientes son nimeros reales. Una funcién de la forma
flx) =ax"+a,_x"1'+---+ ax' + a;es una funcién polinomial.

El grado de un polinomio o de una funcién polinomial es la potencia del
término que posee el exponente mayor. Si los grados de los términos de un
polinomio disminuyen de izquierda a derecha, el polinomio se encuentra en
la forma general. Los polinomios siguientes estdn en la forma general.

1¢r grado 2do grado 3¢t grado 4% grado
3x — 7 —x?+2x— 1.8 9x? — 4x? + x + 11 —5x*

Un polinomio con un solo término, como —5x4, se llama un monomio. Un
polinomio con dos términos, como 3x — 7, se llama un binomio. Un polinomio
con tres términos, como —x? + 2x — 1.8, se llama un trinomio. Los polinomios
con mds de tres términos, como 9x> — 4x? + x + 11, por lo general se llaman
simplemente polinomios.

En las funciones lineales, cuando los valores x estin espaciados de manera
uniforme, las diferencias entre los correspondientes valores y son constantes. Esto
no es cierto para las funciones polinomiales de grado superior. Sin embargo, para
los polinomios de segundo grado, las diferencias entre las diferencias, llamadas
segundas diferencias y abreviadas como D,, son constantes. Para los polinomios
de tercer grado, las diferencias entre las segundas diferencias, llamadas terceras
diferencias y abreviadas como D, son constantes. Esto se ilustra en las tablas en
la pagina 361 de tu libro.

Si tienes un conjunto de datos con valores x igualmente espaciados, puedes
encontrar el grado de la funcién polinomial que se ajusta a los datos (si existe
una funcién polinomial que se ajuste a los datos) analizando las diferencias entre
los valores y. El ejemplo en tu libro ilustra esta técnica, que se llama el método
de diferencias finitas. Lee dicho ejemplo atentamente. Observa que el método de
diferencias finitas s6lo determina el grado del polinomio. Para hallar la ecuacién
exacta para la funcién polinomial, necesitas encontrar los coeficientes, resolviendo
un sistema de ecuaciones o usando algiin otro método.

En el ejemplo, los valores D, son iguales. Cuando utilizas datos experimentales,
tal vez tengas que conformarte con diferencias que son casi iguales.
(continda)
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Leccién 7.1 « Grado polinomial y diferencias finitas (continuacion)

Investigacion: Caida libre

Paso1 Si ‘Fienes un sensor de movimiepto, reuine Tiempo (s) | Altura (m)
los datos (tiempo, altura) como se describe en el x y D, D,
Paso 1 en tu libro. Si no, usa esta muestra de datos.
1 0.00 2.000
(Los valores de las dos ultimas columnas se calculan —0.012
en el Paso 2.) 0.05 1.988
—0.037
Completa los Pasos 2 a 6 en tu libro. Los resultados 0.10 1.951 —0.025
) —0.061
dados estdn basados en la muestra de datos. 0.15 1.890 —0.024
. . . —0.086
Paso 2 Las primeras y segundas diferencias, D, y D,, 0.20 1.804 —0.025
se muestran en esta tabla. —0.110
0.25 1.694 —0.024
—0.135
Pflra est(')s datos, podemos'detenernos en las segundas 0.30 1559 0,025
diferencias porque son casi constantes. —0.159
) L 0.35 1.400 —0.024
Paso 3 Las tres gréficas se muestran a continuacion. —0.184
0.40 1.216 —0.025
—0.208
0.45 1.008 —0.024
(L1, L2) (L3, La) (Ls, Le)
-]
a
" ““u oDoooooon
uﬂ
[0, 1, 0.5, 0, 2.5, 0.5] [0, 1, 0.5, —0.25, 0.25, 0.25] [0, 1, 0.5, —0.25, 0.25, 0.25]

Paso 4 La grafica de (L1, L2) parece ser parabdlica, lo que sugiere que el modelo
correcto puede ser una funcién polinomial de 29° grado. La grafica de (L3, L4)
muestra que las primeras diferencias no son constantes, pues disminuyen de forma
lineal. La grafica de (Ls, Le) muestra que las segundas diferencias son casi constantes,
asi que el modelo correcto debe ser una funcién polinomial de 29° grado.

Paso 5 Un polinomio de segundo grado de la forma y = ax? + bx + ¢ se ajusta
a los datos.

Paso 6 Para escribir el sistema, escoge tres puntos. Por cada punto, escribe una
ecuacion sustituyendo los valores x y y por los valores del tiempo y de la altura
en la ecuacién y = ax? + bx + c. El siguiente sistema se basa en los valores (0, 2),
(0.2, 1.804), y (0.4, 1.216).

c = 2.000
0.04a + 0.2b + ¢ = 1.804
0.16a + 0.4b + c=1.216

Una manera de resolver este sistema es escribir la ecuacién matricial

0 0 1 a 2.000
0.04 0.2 1 b |=] 1.804
0.16 0.4 1 c 1.216
y resolverla con una matriz inversa. La solucién es a = —4.9, b =0,y c = 2,
de modo que la ecuacion que se ajusta a los datos es y = —4.9x% + 2.
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CONDENSADA

En esta leccion

e Aprenderds sobre la forma de vértice y la forma factorizada de una
ecuacion cuadratica, y sobre la informacién que cada forma proporciona
relacionada a la gréfica

e Usards la propiedad del producto cero para hallar las raices de una ecuacién
factorizada

e Escribirds un modelo cuadrético para un conjunto de datos en las formas de
vértice, general, y factorizada

Una funcién polinomial de 24° grado se llama una funcién cuadratica. En la

Leccién 7.1, aprendiste que la forma general de una funcién cuadritica es

y = ax?* + bx + c. En esta leccién exploras otras formas de una funcién cuadratica.

Sabes que cada funcién cuadritica es una transformaciéon de y = x?. Cuando una
., L. . y—k x—h\2 , x— h\2

funcién cuadratica se escribe de la forma —— = (“5—) 6 y = a( 5 ) + k, sabes

que el vértice de la parabola es (h, k) y que los factores de escala vertical y

horizontal son ay b. A la inversa, si conoces el vértice de una pardbola y conoces

(o puedes hallar) los factores de escala, entonces puedes escribir su ecuacién en

una de estas formas.

. " — n\2 "
La funcién cuadratica y = a xibh + k se puede reescribir de la forma

y= %(x — h)? + k. El coeficiente % combina los dos factores de escala en

un factor de escala vertical. En la forma de vértice de una ecuacién cuadritica,
y = a(x — h)?> + k, este tnico factor de escala se denota simplemente con a. De
esta forma puedes identificar el vértice, (h, k), y el factor de escala vertical, a. Si
conoces el vértice de una pardbola y el factor de escala vertical, puedes escribir

una ecuacién en forma de vértice.

La propiedad del producto cero establece que para todos los nimeros reales a 'y
b, si ab = 0, entonces a = 0 6 b = 0, o alternativamente a = 0 y b = 0. Por
ejemplo, si 3x(x — 7) = 0, entonces 3x =06 x — 7 = 0. Por tanto, x =06 x = 7.
Las soluciones de una ecuacién de la forma f(x) = 0 se llaman las raices de la
ecuacién, de modo que 0 y 7 son las raices de 3x(x — 7) = 0.

Las intersecciones x de una funcién también se llaman los ceros de la funciéon
(porque los valores y son 0). Se dice que la funcién y = —1.4(x — 5.6)(x + 3.1),
en el Ejemplo A de tu libro, estd en forma factorizada porque se escribe como el
producto de factores. Los ceros de la funcién son las soluciones de la ecuacién
—1.4(x — 5.6)(x + 3.1) = 0. En el Ejemplo A se muestra cdmo puedes usar la
propiedad del producto cero para hallar los ceros de la funcién.

En general, la forma factorizada de una funcién cuadratica es

y= a(x — rl)(x - rz). En esta forma puedes identificar las intersecciones

x (o ceros), 1, y 1,, y el factor de escala vertical, a. A la inversa, si conoces

las intersecciones x de una pardbola y conoces (o puedes hallar) el factor de
escala vertical, entonces puedes escribir la ecuacién en forma factorizada. Lee
el Ejemplo B atentamente.

Investigacion: Rodando

Lee Procedure Note (la nota de procedimiento) y los Pasos 1-3 en tu libro.
Asegtirate de que puedes imaginar como funciona el experimento. Usa esta
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Lecciéon 7.2 « Formas cuadraticas equivalentes (continuacion)

muestra de datos para completar los Pasos 4-8, y después compara tus resultados
con los siguientes. (Se han ajustado estos datos a la posicién de la linea de inicio,

928

como se describe en el Paso 3.)

Tiempo (s) | Distancia desde Tiempo (s) | Distancia desde Tiempo (s) | Distancia desde
X la linea (m), y x la linea (m), y x la linea (m), y
0.2 —0.357 2.2 3.570 4.2 3.309
0.4 —0.355 2.4 3.841 4.4 2.938
0.6 —0.357 2.6 4.048 4.6 2.510
0.8 —0.184 2.8 4.188 4.8 2.028
1.0 0.546 3.0 4.256 5.0 1.493
1.2 1.220 3.2 4.257 5.2 0.897
1.4 1.821 3.4 4.193 5.4 0.261
1.6 2.357 3.6 4.062 5.6 —0.399
1.8 2.825 3.8 3.871 5.8 —0.426
2.0 3.231 4.0 3.619 6.0 —0.419

Paso 4 He aqui una gréfica de los datos, que tienen una forma
parabolica. Pueden modelarse con una funcién cuadratica. Ignorando
los primeros y los tltimos datos (cuando la lata empieza a moverse y

cuando se detiene), las segundas diferencias, D,, son casi constantes, nn“
lo cual implica que un modelo cuadrético es apropiado. 2

A,

Paso 5 Las coordenadas del vértice son (3.2, 4.257). Considera

(5.2, 0.897) como la imagen de (1, 1). Las distancias horizontal y vertical
de (1, 1) desde el vértice de y = x? son ambas 1. La distancia horizontal
de (5.2, 0.897) desde el vértice, (3.2, 4.257), es 2 y la distancia vertical es
—3.36. Asi pues, los factores de escala horizontal y vertical son 2 y —3.36,
respectivamente. Esto se puede representar como el factor de escala
vertical _2'236 = —0.84. Por tanto, la forma de vértice de un modelo de los

datos es y = —0.84(x — 3.2)% + 4.527.

Paso 6 Sustituyendo los puntos (1, 0.546), (3, 4.256), y (5, 1.493) en la forma
general, y = ax? + bx + ¢, se obtiene el sistema

a+ b+ c=0.546
9a + 3b + c = 4.256
25a 4+ 5b + ¢ = 1.493

La solucién de este sistema es a = —0.81, b = 5.10, y ¢ = —3.74, de modo que la
forma general de la ecuacién es y = —0.81x> + 5.10x — 3.74.

Paso 7 Las intersecciones x estin en aproximadamente (0.9, 0) y (5.5, 0). El
factor de escala, hallado en el Paso 5, es —0.84. De modo que la forma factorizada
de la ecuacién es y = —0.84(x — 0.9)(x — 5.5).

(-1 7,1,

—1,7,1]

Paso 8 Utilizas la forma de vértice cuando conoces el vértice y el

factor de escala, o el vértice y algtin otro punto que puedas usar para
determinar el factor de escala. Utilizas la forma general cuando conoces
cualesquiera tres puntos. Utilizas la forma factorizada cuando conoces las

intersecciones x y al menos un punto para determinar el factor de escala.

R

R =

1,7, 1,

-1,7,1]
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CONDENSADA

7.3 | Completar el cuadrado

En esta leccion

e Usards el método de completar el cuadrado para hallar el vértice de una
parabola cuya ecuacién se da en forma general

e Resolverds problemas que implican el movimiento de proyectiles

Muchos problemas reales implican encontrar el valor minimo o maximo de una
funcién. Para las funciones cuadriticas, el valor mdximo o minimo se presenta en
el vértice. Si tienes una ecuacién en forma de vértice, facilmente puedes hallar las
coordenadas del vértice de una pardbola. También es bastante sencillo hallar el
vértice si la ecuacién estd en la forma factorizada. La cosa se complica si la
ecuacion estd en forma general. En esta leccién aprenderds una técnica para
convertir una ecuaciéon cuadratica de la forma general a su forma de vértice.

El movimiento de proyectiles—el lanzamiento o la caida de objetos bajo la influencia
de la gravedad—puede modelarse mediante funciones cuadraticas. La altura de un
proyectil depende de la altura de que se tir6, la velocidad hacia arriba con que se tir6,
y el efecto de la gravedad en el objeto. La altura se puede modelar por la funcién

y = —%gxz + vx + s,

donde x es el tiempo en segundos, y es la altura (en metros o en pies), g es la
aceleracion debida a la gravedad (9.8 m/s? 6 32 pies/s?), v, es la velocidad inicial
hacia arriba del objeto (en m/s o pies/s), y s, es la altura inicial del objeto (en
metros o en pies).

Lee el Ejemplo A en tu libro, que ilustra cémo escribir una ecuacién de
movimiento de proyectil cuando conoces solamente las intersecciones x (las dos
ocasiones en que la altura es 0) y como usar las intersecciones x para encontrar
las coordenadas del vértice. Es importante entender que la coordenada x del
vértice de la pardbola es la media de las intersecciones x. Este hecho te permite
hallar el vértice de una pardbola a partir de la forma factorizada de su ecuacién.

Observa los diagramas correspondientes a (x + 5)? y (a + b)? en tu libro.
Asegtirate de entender el patrén descrito después de los diagramas.

Investigacion: Completa el cuadrado

Completa la investigacion en tu libro. Cuando hayas terminado, compara tus
respuestas con las siguientes.

Paso 1

a. Debes sumar 9.

b. x*+6x=x2+6x+9—-9=(x+3)2-9

c. Introduce x?> + 6x como Y1y (x + 3)> — 9 como Y2, y verifica que los

valores de la tabla o las gréficas son las mismas para ambas expresiones.

Paso 2

a. 9

b. > +6x—4=x>+6x+9—-9—4=(x+3)2—-13

c. Introduce x> + 6x — 4 como Y1y (x + 3)> — 13 como Y2, y verifica que

los valores de la tabla o las graficas son las mismas en ambas expresiones.
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Lecciéon 7.3 « Completar el cuadrado (continuacion)

Paso 3

a. Pon la atencién en x> — 14x. Para completar un cuadrado perfecto, necesitas
sumar 49. (Esto resulta en una expresion de la forma a?> + 2ab + b?, donde

a=xy b= —7.) Necesitas restar 49 para compensar. Asi pues,
X2 —l4x+3=x*—14x+49 — 49+ 3 = (x— 7)2 — 46
b. Para hazcer x> + bx un cuadrado perfecto, debes sumar (;)2 6 %2. Necesitas
restar % para compensar. Asi pues,
b b\ b?
2 — 42 _ o~ o —,_ 0 o
x2—bx+ 10 =x bx+4 4-1—10 xX—5 +10-i-4
Paso 4
a. 2x2—6x+1= 2(x2 — 3x) + 1 Factoriza 2x% + 6x.
= 2<x2 —3x + %) — 2(%) +1 Completa el cuadrado. Debido a que sumas
9 9
, 2 * 7, debes restar 2 * 7.
= 2<x - %) — % Escribe la expresion en la forma a(x — h)? + k.
) . >, 10 )
b. ax* + 10x+ 7 = a| x* + X + 7 Factoriza ax? + 10x.
= a<x2 + mx + 2—2> — a(2—2> + 7  Completa el cuadrado. Debido a que
a a a .25 .25
sumas a * 3, debes restar a * 3.
_ 5\ 25 . y
=alx+ " + |7 — >y Escribe la expresion de la forma a(x — h)? + k.
Paso 5
ax2+bx+c=a<x2+%)+c
b b? b?
— 24 0 07 )\ 07
a(x +a+4a2) 4a+c

Paso 6 Usando los resultados del Paso 5, puedes escribir y = ax? + bx + ¢ como

2 2 )
y= a<x + 2%) + <c - %). Esto estd en forma de vértice, y = a(x — h) + k,

. 2
en laque h = —2% yk=c— %. Asi que el vértice es (—2%, c— %).

Debido a tu trabajo en la investigacién, ahora conoces dos formas de encontrar
el vértice, (h, k), de una funcién cuadrética dada en forma general, y = ax? + bx + ¢

1. Puedes usar el proceso de completar cuadrados para reescribir la ecuacion
en forma de vértice, y = a(x — h)? + k, y después leer el vértice en la
ecuacion modificada.

2

2. Puedes usar las formulas h = —2% yk=c— %a para calcular las coordenadas

del vértice directamente.

Puedes usar cualquiera de los dos métodos, pero asegurate de conocer bien la
técnica de completar cuadrados, pues tendrds que utilizarla en tu trabajo futuro.
En el Ejemplo B en tu libro se muestran ambos métodos. Trabaja ese ejemplo
meticulosamente.

En el Ejemplo C se aplica lo que aprendiste en la investigaciéon para resolver un
problema de movimiento de proyectiles. Intenta resolver el problema por tu cuenta.
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CONDENSADA

7.4 | Lafoérmula cuadratica

En esta lecciéon
e Aprenderds cdmo se deriva la formula cuadratica
e Usards la formula cuadratica para resolver problemas de movimiento de proyectiles

Puedes usar una gréfica para aproximar las intersecciones x de una funcién
cuadridtica. Si puedes escribir la ecuacién de una funcién en forma factorizada,
puedes hallar los valores exactos de sus intersecciones x. La mayoria de las ecuaciones
cuadriticas no se pueden convertir ficilmente a su forma factorizada. Aprenderas
como encontrar las intersecciones x exactas de cualquier funcién cuadritica.

Lee el Ejemplo A en tu libro atentamente, y después lee el ejemplo siguiente.

EJEMPLO | Encuentra las intersecciones x de y = 2x* — 7x + 1.

Solucion Las intersecciones x son las soluciones de 2x> — 7x + 1 = 0. Intenta proporcionar
el motivo de cada paso de la solucién siguiente. Observa que los primeros cuatro
pasos implican reescribir el lado izquierdo de la forma a(x — h)? + k.

2> —=7x+1=0
2(x2—%x>+1=0
7 49 49
2 _ L = — == =
2<x 5 + 1 6) 3 +1=0
7V 41
2<x - 4) - 0
7V} _ 41
2<x - 4> =3
VAR
*T4) T 16
_7_ V4l
YTy 4
_ 7, N4 _7+V4a1
YTy T4 T s
Las intersecciones x son x = +4\/H ~ 335lyx= ! _;/H ~ (.149.

La serie de ecuaciones que viene después del Ejemplo A en tu libro muestra cémo
puedes derivar la férmula cuadratica siguiendo los mismos pasos del Ejemplo A.
La férmula cuadratica,

_ —b* Vb — dac

2a

da la soluci6n general de una ecuacién cuadrética de la forma ax? + bx + ¢ = 0.

X

Sigue los pasos de la derivacion, usando papel y lapiz. Para asegurarte de que
entiendes la férmula cuadrdtica, dsala para verificar que las soluciones de

7 + V4l 7 — V4l
2 — _ _
2x 7x+ 1=0son x = y yx= VR (continda)
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Leccion 7.4 » La formula cuadratica (continuacion)

Investigacion: jHasta qué altura?

Completa la investigacion en tu libro, y después compara tus respuestas con las
siguientes.

Paso 1 La ecuacion es y = —16x> + 88x + 3, donde y es la altura y x es el
tiempo en segundos. (Si respondiste a esta pregunta erréneamente, regresa al
andlisis del movimiento de proyectiles en la Lecciéon 7.3.)

Paso 2 La ecuacién es 24 = —16x> + 88x + 3.

Paso 3 En la forma ax? + bx + ¢ = 0, la ecuaciéon es —16x% + 88x — 21 = 0.
Para esta ecuacién, a = —16, b = 88, y ¢ = —21. Sustituyendo estos valores en la
formula cuadratica, se obtiene

—88 + /882 — 4(—16)(—21) _ —88 + \/6400 _ —88 * 80

2(—16) —32 —32

Entonces, x = L;ZSO =0256x= LS_ZSO = 5.25. Asi que la pelota se encuentra a

24 pies por encima del suelo a los 0.25 segundos después de golpeada (en su trayectoria
de subida) y a los 5.25 segundos después de golpeada (en su trayectoria de bajada).

Paso 4 El vértice es el maximo. La pelota alcanza la altura méxima una sola vez.
La pelota alcanza otras alturas una vez cuando sube y otra vez cuando baja, pero
el punto maximo es la altura donde la pelota cambia de direccién, asi que es
alcanzado solamente una vez.

Paso 5 La ecuacién es 124 = —16x% + 88x + 3. En la forma ax? + bx + ¢ = 0,

la ecuacién es —16x2 + 88x — 121 = 0. Para esta ecuacién, a = —16, b = 88, y
¢ = —121. Sustituyendo estos valores en la férmula cuadriética, se obtiene

_ —88*1\/882—4(—16)(—121)  —88*V0  —88 _ -
*= 2(—16) - =32 T =3~

La pelota alcanza una altura méxima a los 2.75 segundos después de golpeada. Se
hace evidente que hay una sola solucién cuando te das cuenta de que el valor que
estd dentro del signo de raiz cuadrada es 0.

Paso 6 La ecuacién es 200 = —16x% + 88x + 3. En la forma ax? + bx + ¢ = 0,

la ecuacién es —16x2 + 88x — 197 = 0. Para esta ecuacién, a = —16, b = 88, y
¢ = —197. Sustituyendo estos valores en la formula cuadriética, se obtiene

_ —88 = 1\/882— 4(—16)(—197)  —88 * \/—4864

- 2(—16) - —32

El valor dentro del signo de raiz cuadrada es negativo. Debido a que la raiz
cuadrada de un nimero negativo no es un numero real, la ecuacién no tiene
soluciéon que sea numero real.

I

Tu trabajo en la investigacién muestra que cuando el valor que estd dentro del
signo de raiz cuadrada, b?> — 4ag, es 0, la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 tiene una
sola solucién y que cuando el valor que esta dentro del signo de raiz cuadrada,
b? — 4ac, es negativo, la ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 no tiene solucién dentro de
los nimeros reales. Esto significa que si tienes una ecuacion cuadrdtica en forma
general, puedes usar el valor b> — 4ac para determinar si la gréfica tendrd cero,
una, o dos intersecciones x.

El Ejemplo B en tu libro muestra la importancia de escribir una ecuaciéon en su forma
general, antes de intentar aplicar la férmula cuadrética. Lee el ejemplo atentamente.
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CONDENSADA

7.5  Nameros complejos

En esta leccion

e Aprenderds que algunas ecuaciones polinomiales tienen soluciones que son
numeros complejos

e Aprenderds cdmo sumar, restar, multiplicar, y dividir los nimeros complejos

La grifica de y = x> + x + 2.5 no tiene intersecciones x.

Si usas la férmula cuadratica para intentar encontrar las intersecciones X, obtienes

—1*=\V1%—4(1)(2.5) —1*xV-9

*= 2(1) - 2

Los nimeros — +2VT9 y = 72\/7_9 no son numeros reales porque contienen la
raiz cuadrada de un nimero negativo. Los nimeros en los que estdn incluidos los
numeros reales, ademds de las raices cuadradas de nimeros negativos, se conocen
como numeros complejos. La definicién del conjunto de los nimeros complejos
hace posible resolver ecuaciones como x> + x + 2.5 = 0y x> + 4 = 0, que no
tienen soluciones en el conjunto de los ndameros reales.

Las raices cuadradas de numeros negativos se expresan usando una unidad
imaginaria que se llama iy se define como i2 = —1 6 i = \/—1. Puedes
reescribir vV—9 como V9 + vV—1, 6 3i. Por tanto, las dos soluciones de la

. " . s —1+3i —1-3i . _1_ 3.
ecuacion cuadrdtica anterior se pueden escribir como —5—~y —5—, 6 —5 + 5i

1_ 3. . . .2

y —3 — 5i. Estas dos soluciones son un par conjugado, lo que significa que una
estd en la forma a + biy la otra en la forma a — bi. Los dos nimeros de un par

conjugado son conjugados complejos.

Las raices de las ecuaciones polinomiales pueden ser nimeros reales o nimeros
complejos no reales, o los dos. Sin embargo, siempre que el polinomio tenga
coeficientes de ntimeros reales, cualquier raiz no real aparecerd en par conjugado,
como 3iy —3i6 6 + 5iy 6 — 5i.

En tu libro se define un nimero complejo como un ntimero de la forma a + b3,

donde a y b son nimeros reales y i = \/—1. El ntimero a se conoce como la

parte real y el nimero b se conoce como la parte imaginaria. El conjunto de

numeros complejos incluye todos los nimeros reales y todos los nimeros

imaginarios. Observa el diagrama en la pagina 392, donde se muestra la relacién

entre estos nimeros y algunos otros conjuntos de niimeros que tal vez ya

conozcas, asi como ejemplos de ntiimeros de cada conjunto. Después lee el

ejemplo en tu libro, donde se muestra cémo resolver la ecuacién x> + 3 = 0. (continta)
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Leccion 7.5 - Numeros complejos (continuacion)

Investigacion: Aritmética compleja

104

En esta investigacion descubrirds las reglas para realizar cdlculos con ntimeros
complejos.
Parte 1: Adicidn y sustraccion

Sumar y restar nimeros complejos es parecido a combinar términos semejantes.
Usa tu calculadora para sumar o restar los niumeros de las Partes la—d en tu libro.
Después haz una conjetura sobre cémo sumar los nimeros complejos sin
calculadora. A continuacion estan las soluciones y una posible conjetura.

a. 5+

b. 5+ 3i

c —1—09i

d.3—1i
Posible conjetura: Para sumar dos nimeros complejos, suma las partes reales y las
partes imaginarias. En simbolos, (a + bi) + (¢ + di) = (a + ¢) + (b + d)i.
Parte 2: Multiplicacién

Multiplicar los nimeros complejos a + biy ¢ + di es muy parecido a multiplicar
los binomios a + bxy ¢ + dx. S6lo necesitas tener en mente que i = —1.
Multiplica los niumeros complejos de las Partes 2a—d, y expresa las respuestas en la
forma a + bi. Las respuestas se muestran a continuacion.

a. 2—4i))(3+5i)=2+3+2+5{—4i+3—4i+5i Desarrolla como lo harias para un producto
de binomios.

=6+ 10i —12i — 202 Multiplica dentro de cada término.
=6 — 2i — 204 Combina 107y —12i.
=6 —2i—20(—1) i2=-1
=26 — 2i Combina 6 y 20.
b. —16 + 3i
c. —12 — 161
d. —8 — 161

Parte 3: Los conjugados complejos

Completa las Partes 3a—d, que implican hallar la suma o el producto de un
numero complejo y su conjugado. Las respuestas se muestran a continuacion.
4

14

20

d. 32

IS

Posibles generalizaciones:

La suma de un ntimero y su conjugado es un ndmero real:
(a + bi) + (a — bi) = 2a.

El producto de un ntimero real y su conjugado es un numero real:
(a + bi)(a — bi) = a*> + b~

(continuta)
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Leccion 7.5 « Numeros complejos (continuacion)

Parte 4: Division

Para dividir dos ntiimeros complejos, escribe el problema de divisién como
conjugado del denominador
conjugado del denominador

fraccién, multiplica por (para cambiar el denominador

a un numero real) y después escribe el resultado de la forma a + bi. Divide los

numeros de las Partes 4a—d. Aqui tienes las respuestas.

7+2i_7+2i 1+ Multipli
1= 1= 1+ ultiplica por

conjugado del denominador
conjugado del denominador *

= % Multiplica. El denominador se vuelve un nimero real.
= 2.5+ 451 Divide.

b. —0.56 — 0.92i

c. 0.22 — 0.04:

d. 0.6 — 0.81

L

Los nimeros complejos pueden graficarse en un plano complejo, en el cual el eje
horizontal es el eje real y el eje vertical es el eje imaginario. El nimero a + bi se
representa mediante el punto cuyas coordenadas son (a, b). He aqui la grifica de

los nimeros 3 + 4iy —4 + i

Eje imaginario

’ N
3+ 44
7‘—4 + 1
l Eje real
-5 _
_‘5
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CONDENSADA

En esta leccion

e Aprenderds sobre las funciones ciibicas

e Usards las intersecciones x de una funcién polinomial para ayudarte a
escribir la funcién en forma factorizada

Las ecuaciones polinomiales y = x> + 6x + 9y y = (x + 3)(x + 3) son
equivalentes. La primera estd en forma general y la segunda esta en forma
factorizada. Escribir una ecuacién polinomial en forma factorizada es 1til para
encontrar las intersecciones x, o ceros, de la funcién. En esta leccién aprenderds
algunas técnicas para escribir los polinomios de grado superior en forma
factorizada.

Una funcién polinomial de 3¢ grado se llama una funcién cubica. Aqui
se ve una grafica de la funcién cubica y = —4x3 — 16x? + 9x + 36.

Las intersecciones x de la funcién son —4, —1.5, y 1.5, de modo que su
ecuacion factorizada debe estar en la forma y = a(x + 4)(x + 1.5)(x — 1.5).
Para hallar el valor de a, puedes sustituir las coordenadas de otro punto de
la curva. La interseccidn y es (0, 36). Sustituyendo este punto en la ecuacién,
se obtiene 36 = a(4)(1.5)(—1.5). Entonces, a = —4 y la forma factorizada
de la ecuacién es

y = —4(x + 4)(x + 1.5)(x — 1.5)

Investigacion: La fabrica de cajas

Puedes hacer una caja a partir de una hoja de papel de 16 por

(_4) 0)

7.6 | Factorizacion de polinomios

20 unidades, cortando cuadrados de longitud x en las esquinas y ~ * _‘

doblando los lados hacia arriba.

Sigue Procedure Note en tu libro para construir cajas de diferentes

—
@)

valores enteros de x. Registra las dimensiones y el volumen de
cada caja. (Si no deseas construir las cajas, intenta dibujarlasen | !
tu mente.) Completa la investigacién y después compara tus x I— *
resultados con los siguientes. . 2 X
Paso 1 Aqui se presentan los resultados para los valores enteros
de x, de 1 hasta 6.
Volumen

x | Longitud | Ancho | Altura y

1 18 14 1 252

2 16 12 2 384

3 14 10 3 420

4 12 8 4 384

5 10 6 5 300

6 8 4 6 192

(continua)
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Leccidn 7.6 « Factorizacion de polinomios (continuacion)

Paso 2 Las dimensiones de las cajas son 20 — 2x, 16 — 2x, y x. Por tanto,
la funcién del volumen es y = (16 — 2x)(20 — 2x)(x).

Paso 3 Los puntos de datos se encuentran en la gréfica de la funcién.

™

[—2, 12, 1, —200, 500, 100]

Paso 4 Si desarrollaras (16 — 2x)(20 — 2x)(x), el resultado seria un polinomio, y
la mayor potencia de x serfa 3. Por consiguiente, la funcién es una funcién
polinomial de tercer grado.

Paso 5 Las intersecciones x de la gréfica son 0, 8, y 10, de modo
que la funcién es y = x(x — 8)(x — 10).

Paso 6 Las graficas tienen las mismas intersecciones x y la
misma forma general, pero sus factores de escala verticales

son diferentes. Un factor de escala vertical de 4 las hace ,f/fi[
equivalentes: y = 4x(x — 8)(x — 10).

[—2, 12, 1, —200, 500, 100]
Paso 7 Si x = 0, no hay lados para doblar y no se puede formar

una caja. Para x = 8, se cortarfan tiras de 8 unidades de ancho 8 8 T
de los lados de la hoja. Doblar los “lados” significaria doblar la
tira restante a la mitad, lo cual no formarfa una caja.

8 Corta Corta |8

Un valor de x = 10 es imposible porque es mds de la mitad de 16
la longitud del lado mas corto de la hoja. En esta situacion, s6lo
tiene sentido un dominio de 0 < x < 8. Al hacer un zoom y
rastrear la grafica para hallar las coordenadas del punto mas alto,
puedes hallar que el valor x de aproximadamente 2.94 maximiza 8 8
el volumen.

.

Trabaja el ejemplo en tu libro, que te pide encontrar la forma factorizada

de una funcién polinomial usando las intersecciones x de la grafica. Este
método funciona bien cuando los ceros de una funcién son valores enteros.
Desafortunadamente, éste no es siempre el caso. En ocasiones, los ceros de un
polinomio no son “agradables” valores racionales o enteros, y a veces ni siquiera
son numeros reales.

(o]

Corta Corta |8

En las funciones cuadrdticas, si no puedes hallar los ceros factorizando o trazando
la gréfica, siempre puedes usar la férmula cuadratica. Ya que conoces los ceros,

1, y 1, puedes escribir el polinomio de la forma y = a(x — rl)(x — rz). Lee el
resto de la leccion en tu libro, y después lee el ejemplo siguiente.

(continua)
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Leccién 7.6 « Factorizacion de polinomios (continuacion)

EJEMPLO Escribe la ecuacién de la funcién siguiente en forma factorizada.
y
-2
X
- 2 4ff‘6 8
=2 < \
TR
——4
R A
Solucion La ecuacién factorizada estd en la forma y = a(x - rl)(x - rz), donde r; y r,
son los ceros. De la grafica, puedes ver que el tnico cero real es 3. Si el otro
cero fuera un nimero no real, entonces su conjugado también seria un cero.
Esto significarfa la existencia de tres ceros, lo cual no es posible. Asi pues,
3 debe ser un “doble cero”. Esto quiere decir que la funcién estd en la forma
y = a(x — 3)(x — 3), 0 y = a(x — 3)% Para hallar el valor de a, sustituye
(2, —=2): =2 = a(—1)?%, de modo que a = —2. La forma factorizada de la
funcién es y = —2(x — 3)2
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CONDENSADA

7.7 | Polinomios de grado superior

En esta leccion
e Describiras los valores extremos y el comportamiento extremo de las
funciones polinomiales
e Resolverds un problema que implica la maximizacién de una funcién polinomial

e Escribirds ecuaciones para unas funciones polinomiales con intersecciones dadas

A menudo los polinomios con grado 3 o mayor se conocen como los polinomios Y

de grado superior. Aqui se muestra la grafica del polinomio y = —x(x — 3)?, |l

6y = —x>+ 6x> — 9x. La propiedad del producto cero te dice que los ceros |

son x = 0y x = 3, los valores de x para los que y = 0. Las intersecciones x de

la gréfica lo confirman. T2

La grafica tiene otras caracteristicas claves, ademds de las intersecciones x. El punto == A
(1, —4) se llama un minimo local porque es mds bajo que los otros puntos A \
cercanos a él. El punto (3, 0) se llama un maximo local porque es mas alto que i \

los otros puntos cercanos a él. Puedes describir el comportamiento extremo de 77_}4 (1,-4)

la gréfica, es decir, lo que sucede en la grafica a medida que los valores x aumentan 61|

en las direcciones positiva y negativa. En esta grafica, a medida que x toma valores
positivos mas grandes, y se vuelve cada vez mds negativa. A medida que x toma
valores negativos mds grandes, y se vuelve cada vez mds grande.

En la introduccién a la Leccién 7.7 en tu libro, se da otro ejemplo de un
polinomio de tercer grado y su gréfica.

La grafica de una funcién polinomial con coeficientes reales tiene una interseccion
¥, posiblemente una o mds intersecciones x, y otras caracteristicas como maximos
o minimos locales y su comportamiento extremo. Los maximos y minimos se
llaman valores extremos.

Investigacion: El triangulo mayor
Empieza con una hoja de papel de T
8.5 por 11 pulg. En centimetros, las =
dimensiones son 21.5 por 28 cm. -
Orienta el papel de modo que el lado
largo quede horizontal. Dobla la
esquina superior izquierda de modo A
que toque algin punto del lado x>
inferior. Encuentra el area, en cm?,
del triangulo que se forma en la esquina inferior izquierda.

;Qué distancia, x, a lo largo del lado inferior de la hoja, produce el tridngulo con
mayor area?

Para responder esta pregunta, primero encuentra una férmula -7

para el drea del tridngulo en términos de x. Trata de hacerlo T

por tu cuenta, antes de seguir leyendo. i

21.5—
) . h

He aqui una manera de encontrar la formula: sea h la altura del

tridngulo. Entonces la hipotenusa tiene una longitud de 21.5 — h.

(;Por qué?) e

¢ ques (continua)
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Leccion 7.7 « Polinomios de grado superior (continuacion)

Usa el teoréma de Pitdgoras para ayudarte a escribir h en términos de x.

)
x2 + h? = (21.5 — h)?2, entonces h = 46224%

Ahora puedes escribir una férmula para el érea, y.

_ 1 (46225 — &2
2% 43

Aqui se presenta una grafica de la funcion del drea. Si rastreas la grafica,
encontrards que el punto mdximo se ubica en aproximadamente (12.4,
44.5). Por tanto, el valor de x que da la mayor area es aproximadamente

12.4 cm. El drea méaxima es aproximadamente 44.5 cm?. i 0
[—5, 25,5, —10, 50, 10]

El Ejemplo A en tu libro muestra cémo encontrar la ecuacién para un polinomio
dadas las intersecciones x y una interseccion y. Lee el ejemplo atentamente.

Para evaluar tu comprehension, encuentra una funcién polinomial con las
intersecciones x de —6, —2, y 1, y la interseccién y de 60. (Una respuesta es
y==5x+6)(x+ 2)(x—1).)

Las Graficas A a D en la pagina 407 de tu libro muestran las formas posibles de la
gréfica de una funcién polinomial de tercer grado. La Gréfica A es la gréfica de la
funcién madre y = x. La gréfica de cualquier otro polinomio de tercer grado
serd una transformacion de la Gréfica A.

El Ejemplo B en tu libro muestra cémo encontrar una funcién polinomial con
ceros dados, cuando algunos de ellos son ceros complejos. La clave para encontrar
la solucién es recordar que los ceros complejos vienen en pares conjugados. Lee
ese ejemplo atentamente, y después lee el ejemplo siguiente.

EJEMPLO Encuentra una funcién polinomial de cuarto grado con coeficientes reales y ceros
x=-2,x=3yx=1—1i

Solucion Los ceros complejos se presentan en pares conjugados, de modo que x = 1 + i
también debe ser un cero. Asi pues, una posible funcién, en forma factorizada, es

y=x+2)(x-3)x—-010-))x—-(1+1)

Multiplica los factores para obtener un polinomio en forma general.

y=&+2)(x—-3)x—- 00—k (1+10)
=(2—x—6)(x> = (1 +Dx— (1 —ix+ (1 -1+ i)
=(x2—x—6>(x2—x— ix — x + ix+2)
= (xz—x—6)(x2—2x+2)

x*—2x3 4+ 2xr — X3+ 2x%2 — 2x — 6x2 + 12x — 12

xt —3x3 —2x2 4+ 10x — 12

Verifica la solucién haciendo una gréfica. (S6lo verds los ceros reales.)

Observa que una funcién polinomial de grado n siempre tiene #n ceros. Sin
embargo, algunos ceros pueden ser nimeros no reales, y es posible que la funcién
no tenga n intersecciones x.
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owensior | Mas sobre cOmo encontrar
7.8 soluciones

En esta leccion

e Usaras la division larga para hallar las raices de un polinomio de grado
superior

e Usards el Teorema de la raiz racional para encontrar todas las posibles raices
racionales de un polinomio

e Usaras la division sintética para dividir un polinomio entre un factor lineal

Puedes encontrar los ceros de una funcién cuadrética factorizando o usando la
féormula cuadrética. En ocasiones puedes usar una gréfica para hallar los ceros de
los polinomios de grado superior, pero este método puede darte solamente una
aproximacioén de los ceros reales, y no funcionara en lo absoluto para encontrar
los ceros no reales. En esta leccién aprenderas un método para hallar los ceros
exactos, reales y no reales, de muchos polinomios de grado superior.

El Ejemplo A en tu libro muestra que, si conoces algunos de los ceros de una
funcién polinomial, en ocasiones puedes usar la division larga para hallar las
otras raices. Sigue este ejemplo usando papel y lapiz. Asegtrate de entender
cada paso.

Para confirmar que un valor es un cero de una funcién polinomial, sustitayelo
en la ecuacion, para verificar que el valor de la funcién es cero. En este proceso
se utiliza el Teorema del factor, que establece que (x — r) es un factor de una
funcién polinomial P(x) si y solamente si P(r) = 0.

Cuando divides los polinomios, asegtrate de escribir tanto el divisor como el
dividendo de modo que los términos estén en orden decreciente segin el grado.
Si no estd presente ningun grado, inserta un término con coeficiente 0, para
preservar el lugar. Por ejemplo, para dividir x* — 13x? + 36 entre x> — 9,
reescribe x* — 13x? + 36 como x* + 0x*> — 13x? + Ox + 36 y x> — 9 como
x? + 0x — 9. El problema de divisién siguiente muestra que x* — 13x? + 36 =

(xz - 9)(x2 - 4).

x:—4
X2+ 0x—9)x%+ 0x3 — 13x2 + 0x + 36
x4+ 0x3 — 9x2
—4x2 + 0x + 36
—4x* + 0x + 36
0

En el Ejemplo A, encontraste algunos ceros a partir de la grafica. Si las
intersecciones x de una gréfica no son enteras, la identificacién de los ceros puede
resultar dificil. El Teorema de la raiz racional te dice cudles nimeros racionales
podrian ser ceros. Establece que si la ecuacién polinomial P(x) = 0 tiene raices
racionales, entonces son de la forma B, donde p es un factor del término
constante y g es un factor del coeficiente del término de mayor grado. Observa
que este teorema te ayuda a encontrar solamente las raices racionales. El

Ejemplo B muestra como se utiliza el teorema. Trabaja ese ejemplo y después

lee el ejemplo siguiente.

(continua)
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Leccion 7.8 - Mas sobre como encontrar soluciones (continuacion)

EJEMPLO | Encuentra las raices de 75> — 3x2 — 56x + 24 = 0.

Solucion Aqui se muestra la gréfica de la funcién
y = 7x3 — 3x> — 56x + 24. /

Ninguna de las intersecciones x son enteras. El Teorema de i H\/;'ll

la raiz racional te dice que cualquier raiz racional serd un

factor de 24 dividida entre un factor de 7. Los factores de

24 son *1, £2, £3, =4, +6, =8, +12, y £24. Los factores

de 7 son *£1 y *=7. Sabes que no hay raices enteras, de modo
que s6lo necesitas considerar los nimeros i%, i%, i%, i%, tg,
8 412 24 fica ind; ) B
*+2, X,y =5 La gréfica indica que una de las raices se encuentra entre —3 y
—2. Ninguna de las posibilidades se encuentra en ese intervalo. Otra raiz es un

1 5 ) 3 . 3 . :
poco menor que 5. Esta podria ser <. Intenta sustituyendo 3 en el polinomio.

3V _ o3V _ (3 _27 27 _ _
7<7) 3<7> 56<7>+24—49 49 24 +24 =0

[—3, 3, 1, =60, 60, 10]

3 . . 3 o
Entonces, > es una raiz, lo cual significa que <x - 7) es un factor. Usa la division
para separar este factor del polinomio.

7x* — 56
x—2)7x% — 3x2 — 56x + 24
7x3 — 3x%
—56x + 24
—56x + 24
0

Asi que 7x3 — 3x2 — 56x + 24 = 0 es equivalente a <x - %)(7962 - 56) = 0.
Para hallar las otras raices, resuelve 7x2 — 56 = 0. Las soluciones son x = =1/8.
Por tanto, las raices son x = 2, x = V/8,y x = —\/3.

La divisién sintética es un método corto para dividir un polinomio entre un
factor lineal. Lee el resto de la lecciéon en tu libro para ver como usar la divisiéon

sintética. A continuacién se presenta un ejemplo en el que se usa la divisién

7x> — 3x2 — 56x + 24
3

sintética para hallar . Observa que en el ejemplo anterior,

. .7 e
encontraste este mismo cociente usando la divisién larga.

Cero
ConocidO\ Coeficientes de 7x3 — 3x2 — 56x + 24
3 .

3l 7 -3 —-56 24
@ Baja @Sumal B Sumal @ Sumal

l 3 .0, —24
@317y @307} @7 567

7~ 0— —56 0

7x3 — 3x* — 56x + 24
3

El resultado demuestra que = 7x3 — 56, de modo que

7
73> = 3> = 56x + 24 = (x — 3)(7x* — 56).
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