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Prodlogo

Las paginas que siguen constituyen una parte de las exposiciones tedricas y practicas de
asignaturas que se han impartido a lo largo de algunos anos en varias licenciaturas y
cursos de doctorado. En particular en la licenciatura de Matematicas, la licenciatura de
Biologia y la diplomatura de Estadistica de la Universidad de Barcelona. Se ha inten-
tado un cierto equilibrio entre las explicaciones tedricas y los problemas practicos. Sin
embargo, nuestra intencion siempre ha sido fundamentar sélidamente la utilizacion de los
modelos lineales como base de las aplicaciones de la regresion, el andlisis de la varianza y
el disenio de experimentos. Por ello, en este libro la base matematica y estadistica es con-
siderable y creemos importante la correcta definicion de los conceptos y la rigurosidad de
las demostraciones. Una sélida base impedird cometer ciertos errores, habituales cuando
se aplican los procedimientos ciegamente.

Por otra parte, la aplicacion practica de los métodos de regresion y andlisis de la varianza
requiere la manipulacién de muchos datos, a veces en gran cantidad, y el calculo de algunas
formulas matriciales o simples. Para ello es absolutamente imprescindible la utilizacién
de algin programa de ordenador que nos facilite el trabajo. En una primera instancia es
posible utilizar cualquier programa de hojas de céalculo que resulta sumamente didactico.
También se puede utilizar un paquete estadistico que seguramente estara preparado para
ofrecer los resultados de cualquier modelo lineal estandar como ocurre con el paquete
SPSS. En cambio, en este libro se ha optado por incluir algunos ejemplos con el programa
R. Las razones son varias. En primer lugar, se trata de un programa que utiliza el lenguaje
S, esta orientado a objetos, tiene algunos médulos especificos para los modelos lineales y
es programable. R utiliza un lenguaje de instrucciones y al principio puede resultar un
poco duro en su aprendizaje, sin embargo superada la primera etapa de adaptacion, su
utilizacién abre todo un mundo de posibilidades, no sélo en los modelos lineales, sino en
todo calculo estadistico. Ademas, la razén mas poderosa es que el proyecto R es GNU vy,
por tanto, de libre distribucién. De modo que los estudiantes pueden instalar en su casa
el programa R y practicar cuanto quieran sin coste econémico alguno. Por otra parte, el
paquete S-PLUS es una versién comercial con el mismo conjunto de instrucciones basicas.

El tratamiento de algunos temas tiene su origen en unos apuntes de C.M. Cuadras y Pedro
Sanchez Algarra (1996) que amablemente han cedido para su actualizacién en este libro
y a los que agradezco profundamente su colaboracién. También es evidente que algunas
demostraciones tienen su origen en el clasico libro de Seber.

Por 1ltimo, este libro ha sido escrito mediante el procesador de textos cientifico IMTEX y
presentado en formato electronico. Gracias a ello este libro puede actualizarse con relativa
facilidad. Se agradecerd cualquier la comunicacion de cualquier errata, error o sugerencia.

Barcelona, 19 de diciembre de 2003.
Dr. Francesc Carmona
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Capitulo 1

Las condiciones

1.1. Introduccion

Los métodos de la Matematica que estudian los fendmenos deterministas relacionan, por
lo general, una variable dependiente con diversas variables independientes. El problema se
reduce entonces a resolver un sistema lineal, una ecuacion diferencial, un sistema no lineal,
etc.. Sin embargo, la aplicaciéon de los métodos cuantitativos a las Ciencias Experimentales
ha revelado la poca fiabilidad de las relaciones deterministas. En tales Ciencias, el azar,
la aleatoriedad, la variabilidad individual, las variables no controladas, etc. justifican el
planteo, en términos muy generales, de la ecuaciéon fundamental

“observacion” = “modelo” + “error aleatorio”

El experimentador puede, fijando las condiciones de su experimento, especificar la estruc-
tura del modelo, pero siempre debe tener en cuenta el error aleatorio o desviacién entre
lo que observa y lo que espera observar segin el modelo.

Los modelos de regresion utilizan la ecuacion anterior fijando el modelo como una funcion
lineal de unos pardmetros. El objetivo consiste, casi siempre, en la prediccién de valores
mediante el modelo ajustado.

El Andlisis de la Varianza es un método estadistico introducido por R.A. Fisher de gran
utilidad en las Ciencias Experimentales, que permite controlar diferentes variables cua-
litativas y cuantitativas (llamadas factores), a través de un modelo lineal, suponiendo
normalidad para el error aleatorio. Fisher(1938) definié este método como “la separacién
de la varianza atribuible a un grupo de la varianza atribuible a otros grupos”. Como
veremos, los tests en Andlisis de la Varianza se construyen mediante estimaciones inde-
pendientes de la varianza del error.

Ambos conjuntos de modelos se pueden abordar con una teoria comun: los modelos li-
neales.

Iniciaremos este capitulo con un ejemplo de modelizacion de un problema y su aplicacion
practica. A continuacién explicaremos en qué consiste esencialmente el método de los
minimos cuadrados y estableceremos las condiciones para que este método sea valido
para su utilizaciéon en Estadistica.



1.2. Un ejemplo

En el libro de Sen and Srivastava en [66, pag. 2] se explica este ejemplo que nosotros
hemos adaptado a las medidas europeas.

Sabemos que cuantos mas coches circulan por una carretera, menor es la velocidad del
trafico. El estudio de este problema tiene como objetivo la mejora del transporte y la
reduccién del tiempo de viaje.

La tabla adjunta proporciona los datos de la densidad (en vehiculos por km) y su corres-
pondiente velocidad (en km por hora).

Dato Densidad Velocidad | Dato Densidad Velocidad
1 12,7 62,4 13 18,3 51,2
2 17,0 50,7 14 19,1 50,8
3 66,0 17.1 15 16,5 54,7
4 50,0 25,9 16 22,2 46,5
5 87,8 12,4 17 18,6 46,3
6 81,4 13,4 18 66,0 16,9
7 75,6 13,7 19 60,3 19,8
8 66,2 17,9 20 56,0 21,2
9 81,1 13,8 21 66,3 18,3
10 62,8 17,9 22 61,7 18,0
11 77,0 15,8 23 66,6 16,6
12 89,6 12,6 24 67,8 18,3

Cuadro 1.1: Datos del problema de trafico

Como la congestion afecta a la velocidad, estamos interesados en determinar el efecto
de la densidad en la velocidad. Por razones que explicaremos més adelante (ver ejercicio
9.2), tomaremos como variable dependiente la raiz cuadrada de la velocidad.

El gréfico 1.1 presenta la nube de puntos o diagrama de dispersién (scatter plot) con
la variable independiente (densidad) en el eje horizontal y la variable dependiente (raiz
cuadrada de la velocidad) en el eje vertical.

Grafico de dispersion
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RAIZ(vel)

O
o
41 QD@ CQOCO

0 20 40 60 80 100
densidad

Figura 1.1: Nube de puntos del problema de trafico
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Como primera aproximaciéon podriamos tomar, como modelo de ajuste, la recta que une
dos puntos representativos, por ejemplo, los puntos (12, 7,+/62,4) y (87,8,1/12,4). Dicha
recta es y = 8,6397 — 0, 0583z.

Inmediatamente nos proponemos hallar la mejor de las rectas, segiin algtin criterio. Como
veremos, el método de los minimos cuadrados proporciona una recta, llamada recta de
regresion, que goza de muy buenas propiedades. Este método consiste en hallar a y b tales
que se minimice la suma de los errores al cuadrado.

n

> (i~ (a+bw))
i=1
En este caso la recta de regresion es y = 8,0898 — 0, 0566z.

Para estudiar la bondad del ajuste se utilizan los residuos
e =Y —Yi

donde g; = 8,0898 — 0,0566x;. Los graficos de la figura 1.2 nos muestran estos residuos.
Para mejorar el modelo podemos anadir el término cuadratico y considerar el modelo
parabdlico

y; = a + br; + cx?

También aqui, el método de los minimos cuadrados proporciona un ajuste que es 6ptimo
en varios aspectos. Se trata de hallar los valores de a, b y ¢ que minimizan la suma de los

errores al cuadrado
n

Z(yZ — (a + bx; + cx?))?

i=1

El calculo de estos valores con los datos del tréifico se deja como ejercicio (ver ejercicio
1.3).

La figura 1.3 muestra los graficos de los residuos para el modelo parabdlico.

Finalmente, podemos utilizar el modelo concreto que hemos obtenido para sustituir la
velocidad en la ecuacion
flujo = velocidad x densidad

de modo que el flujo queda en funcién de la densidad. Por 1ltimo, el maximo valor de
esta funcién es la capacidad de la carretera.

0,6 1

0,6

04+ 04+
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02+ o Q 02+ 8 o
3 Q 9 )
2 o oto | —0 | 2 0 Oo 1 oto
o 20 40 60 8 o8 100 e 048 5 _ 6 7

02t o ° 5 [ 0.2+ 8 o o

o 9 9 o
04+ © 04 4 °
-0,6 + -0,6 1
densidad prediccion

Figura 1.2: Graficos de los residuos del modelo recta de regresion.
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Figura 1.3: Graficos de los residuos del modelo parabdlico.

1.3. El modelo

Cuando en el ejemplo anterior ajustamos los datos a una recta, implicitamente estamos
asumiendo la hipotesis de que los datos siguen un patrén lineal subyacente del tipo

y = B+ Bix

Pero el ajuste no es perfecto y contiene errores. La ecuacion que define el modelo es
Yi=Po+ biri+e t=1,...,n

donde ¢; son los errores aleatorios. Este es el modelo de regresion simple o con una sola
variable independiente.

En el mismo ejemplo anterior, ajustamos mejor con el modelo
Yi = Bo+ Bizi + Bl +& i=1,...,n

que contintda siendo un modelo lineal.

Un modelo es lineal si lo es para los parametros. Por ejemplo, el modelo Iny; = Sy +
B11n(z;) + €; es lineal, mientras que y; = [y exp(—pF1z;)€; no.

En general, suponemos que una cierta variable aleatoria Y es igual a un valor fijo n més

una desviacion aleatoria e
Y=n+e

7 representa la verdadera medida de la variable, es decir, la parte determinista de un
experimento, que depende de ciertos factores cualitativos y variables cuantitativas que
son controlables por el experimentador.

El término e representa el error. Es la parte del modelo no controlable por el experi-
mentador debido a multiples causas aleatorias, inevitables en los datos que proceden de
la Biologia, Psicologia, Economia, Medicina,. .. El error € convierte la relacion matemati-
ca Y = n en la relacién estadistica Y = n + ¢, obligando a tratar el modelo desde la
perspectiva del analisis estadistico.

En particular, los modelos de la forma
Yi = Po+ brxa + Pavio + -+ Brri + & 1=1,...,n

con k > 1 variables independientes, predictoras o regresoras, se llaman modelos de regre-
sion maultiple. La variable cuyos datos observados son y; es la llamada variable dependiente
0 respuesta.
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Los pardmetros 3; son desconocidos y nuestro objetivo principal es su estimacién. En
cuanto a los errores ¢;, su calculo explicito nos permitird, como veremos extensamente, la
evaluacién del modelo.

Observacion:

En el modelo de regresién simple puede suceder que los datos z; ¢ = 1,...,n correspondan
a los valores observados de una v.a. X o de una variable controlada no aleatoria. En
cualquier caso, vamos a considerar los valores x; como constantes y no como observaciones
de una variable aleatoria.

En la regresién simple
Y = ¢(z) + ¢

donde Y es aleatoria y € es aleatoria con E(e) = 0. De manera que, para cada valor
X =z, Y es una v.a. con esperanza ¢(z). Si asumimos

¢(r) = EY|X = z] = fo + iz

podemos proceder considerando las inferencias como condicionadas a los valores observa-
dos de X.

En cualquier caso, también en regresion multiple, vamos a considerar los valores de las
variables regresoras X1, ..., X} como simplemente niimeros.

1.4. El método de los minimos cuadrados
La paternidad de este método se reparte entre Legendre que lo publicé en 1805 y Gauss

que lo utilizé en 1795 y lo publicé en 1809.

Obviamente, cuanto menores son los residuos, mejor es el ajuste. De todos los posibles
valores de los 3}, el método de los minimos cuadrados selecciona aquellos que minimizan

S=3"= (5~ (Bo+ iz + - + Bra))?
i=1 i—1
En el caso de la regresion lineal simple

S = Z 6? = Z(yz — Bo — 51-%’)2
i=1 i=1

de modo que derivando e igualando a cero, se obtienen los estimadores MC (minimo-
cuadréticos) 6 LS (least squares)

BU = Y- 5z
B, = Say _ Yo (yi — 9) (i — 7)
SR SN A

También se puede considerar el modelo centrado, que consiste en centrar los datos de la
variable regresora
Y=+ (e, —2)+e¢ i=1,....n

La estimacién MC' de 7, 41 es equivalente a la estimaciéon de [y, 81, ya que 7o = Gy + S12.
De modo que 79 = y v la estimacion de ; es la misma que en el modelo anterior.

13



Con las estimaciones de los parametros, podemos proceder al calculo de predicciones ;
y residuos e;

Ui = BO"‘lei Z?J—i—ﬁl(% —T)

~

& = Yi—Ui=y —y— Pz, — )

Como consecuencia resulta que
n

261':0

i=1
lo que no ocurre en un modelo sin (.
Finalmente, si queremos una medida del ajuste de la regresion podemos pensar en la
suma de cuadrados Y . eZ, pero es una medida que depende de las unidades de y; al

cuadrado. Si By # 0, la medida que se utiliza es el coeficiente de determinacién
R2—1_ D i €
> i (Wi — )
Sabemos que 0 < R? < 1y cuando R? ~ 1 el ajuste es bueno.

En el caso By = 0, el coeficiente de determinacién es

R2—1— D6
— S
i=1Yi

de modo que los modelos que carecen de término independiente no se pueden comparar
con los que si lo tienen.

1.5. Las condiciones de Gauss-Markov

Hasta aqui, el método de los minimos cuadrados es analitico jdonde estd la estadistica?

A lo largo de los siguientes capitulos vamos a ver que un modelo estadistico y la imposicién
de algunas condiciones, hacen que podamos utilizar el modelo con toda la potencia de los
métodos estadisticos y calibrar la bondad del ajuste desde esa 6ptica.

Una primera pregunta es ;qué tan bueno es el método de los minimos cuadrados para
estimar los parametros? La respuesta es que este método proporciona un buen ajuste y
buenas predicciones si se verifican las condiciones de Gauss-Markov.

En el modelo lineal que hemos definido anteriormente, se supone que los errores ¢; son
desviaciones que se comportan como variables aleatorias. Vamos a exigir que estos errores
aleatorios verifiquen las siguientes condiciones:

1. E(e;) =0 i=1,...,n
2. var(e;) =0 i=1,...,n

Veamos con detalle estas condiciones:
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Primera condicién

Se trata de una condicién natural sobre un error.

De este modo nos aseguramos que E(y;) = o+ 512, el
modelo lineal es correcto y la situacién que representa
el grafico no se puede dar.

var(e;) = E(e?) = o constante i=1,...,n

Es la propiedad de homocedasticidad.

En el gréafico se representa una situaciéon anémala lla-
mada de heterocedasticidad, en la que la var(e;) crece
con ;.

El pardmetro desconocido o2 es la llamada varianza
del modelo.

Otras situaciones extranas, que también se pretende prevenir, son:

o

o]

Tercera condicion

El punto I del grafico representa un punto influyente y
atipico (outlier). En general es un punto a estudiar, un
error o incluso una violacién de la primera condicion.

El punto I del gréfico es claramente influyente, aunque
no es atipico (outlier), ya que proporciona un residuo
pequeno.

E(€i€j> =0 \4) # j

Las observaciones deben ser incorrelacionadas. Con dos puntos tenemos una recta de
regresion. Con 20 copias de esos dos puntos, tenemos 40 puntos y la misma recta, poco

fiable.
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Tales condiciones pueden expresarse en forma matricial como
E(e)=0 var(e) = 0’1,

donde E(€) es el vector de esperanzas matemadticas y var(e) es la matriz de covarianzas
de e = (e1,...,€6,)"

Como demostraremos en los siguientes capitulos, la adopcién de estas condiciones evi-
tard tedricamente las situaciones anémalas que aqui hemos esquematizado.

1.6. Otros tipos de modelos lineales

Por suerte, con el mismo tratamiento podremos resolver otros modelos lineales, que aun-
que tienen diferentes objetivos, gozan de las mismas bases tedricas.

Por ejemplo, el Andlisis de la Varianza con un factor (one-way Analysis of Variance),
representado por el modelo lineal

Yyij = b+ a; +¢; con e ~ N(0,0°) indep.,

se resuelve de forma similar al modelo de regresion.

El Andlisis de la Covarianza, que utiliza como variables independientes tanto variables
cuantitativas como factores, y el Analisis Multivariante de la Varianza, con varias variables
dependientes, son dos de los analisis que generalizan el estudio y aplicaciones de los
modelos lineales que vamos a investigar.

1.7. Algunas preguntas

Un tipico problema de estadistica consiste en estudiar la relacién que existe, si existe,
entre dos variables aleatorias X e Y. Por ejemplo, altura y peso, edad del hombre y la
mujer en una pareja, longitud y anchura de unas hojas, temperatura y presion de un
determinado volumen de gas.

Si tenemos n pares de observaciones (z;,v;) i = 1,2,...,n, podemos dibujar estos puntos
en un grafico o scatter diagram y tratar de ajustar una curva a los puntos de forma que
los puntos se hallen lo més cerca posible de la curva. No podemos esperar un ajuste
perfecto porque ambas variables estan expuestas a fluctuaciones al azar debido a factores
incontrolables. Incluso aunque en algunos casos pudiera existir una relacién exacta entre
variables fisicas como temperatura y presién, también aparecerian fluctuaciones debidas
a errores de medida.

Algunas cuestiones que podemos plantearnos en nuestras investigaciones son:

» Si existe un modelo fisico tedrico y lineal, podemos utilizar la regresién para estimar
los parametros.

= Si el modelo tedrico no es lineal, se puede, en muchos casos, transformar en lineal.
Por ejemplo:
PV'=c¢ — logP =logc—ylogV

= Si no es una recta, se puede estudiar un modelo de regresiéon polinémico. De
qué grado?
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= En el modelo multiple intervienen varias variables “predictoras” ;son todas necesa-
rias? ;json linealmente independientes las llamadas “variables independientes”?

= ;Se verifican realmente las condiciones de Gauss-Markov?

= ; Qué ocurre si las variables predictoras son discretas?

= ;Qué ocurre si la variable dependiente es discreta o una proporcion?
= ;Y sifaltan algunos datos?

= ;Qué hacemos con los puntos atipicos y los puntos influyentes?

Algunas de estas preguntas las iremos trabajando y resolviendo en los siguientes capitulos,
otras pueden quedar para una posterior profundizacion.

1.8. Ejemplos con R

En esta seccién vamos a ver como se calculan las regresiones que se han sugerido a partir
del ejemplo inicial con los datos de la tabla 1.1.

En primer lugar procedemos a introducir los datos en los vectores correspondientes.

dens<-c(12.7,17.0,66.0,50.0,87.8,81.4,75.6,66.2,81.1,62.8,77.0,89.6,
18.3,19.1,16.5,22.2,18.6,66.0,60.3,56.0,66.3,61.7,66.6,67.8)
vel<-c(62.4,50.7,17.1,25.9,12.4,13.4,13.7,17.9,13.8,17.9,15.8,12.6,
51.2,50.8,54.7,46.5,46.3,16.9,19.8,21.2,18.3,18.0,16.6,18.3)
rvel<-sqrt(vel)

VvV + VvV + V

Las siguientes instrucciones generan el grafico de puntos para estos datos.

> par (pty=l|mll
> plot(dens,rvel,type="p",xlab="densidad",ylab="RAIZ(vel)")

El calculo de la regresion simple se realiza con la funcién 1sfit(x,y) que asignamos al
objeto recta.ls

> recta.ls<-1lsfit(dens,rvel)

Aunque esta tltima instruccién no muestra ninguna informacién en pantalla, ahora ya
podemos utilizar su resultado. Por ejemplo, podemos anadir la recta de regresién al grafico
anterior.

> abline(recta.ls)
Los coeficientes de la recta son:

> recta.ls$coef
Intercept X
8.08981299 -0.05662558

También se puede obtener una informacion mas completa con la instruccién 1s.print,
aunque su resultado no se explicara hasta el capitulo correspondiente.
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> ls.print(recta.ls, digits=4, print.it=T)
Residual Standard Error=0.2689
R-Square=0.9685

F-statistic (df=1, 22)=676.3944

p-value=0

Estimate Std.Err t-value Pr(>ltl)
Intercept 8.0898 0.1306 61.9295 0
X -0.0566 0.0022 -26.0076 0

La estimacion de la desviacion estandar de los errores y otros elementos de diagnosis del
modelo se obtienen con la funcién 1s.diag como

> ls.diag(recta.ls)$std.dev
[1] 0.2689388

Con el vector de residuos y las predicciones se pueden dibujar unos graficos similares a
los de la figura 1.2. La instruccién par (mfrow=c(1,2)) permite dos graficos en la misma
figura.

> e<-recta.ls$residuals

> par (mfrow=c(1,2))

> par(pty="s")

> plot(dens,e,type="p",xlab="densidad",ylab="residuos",ylim=c(-0.6,0.6))
> abline(h=0)

> pred<-rvel-e

> plot(pred,e,type="p",xlab="prediccién",ylab="residuos",ylim=c(-0.6,0.6))
> abline(h=0)

Finalmente, podemos repetir los cédlculos para el modelo parabdlico. Simplemente debe-
mos introducir los valores de la variable densidad y sus cuadrados en una matriz de datos.
El resto es idéntico al modelo de regresion simple.

> matriz.frame<-data.frame(dens,dens”~2)
> parabola.ls<-lsfit(matriz.frame,rvel)
> parabola.ls$coef
Intercept dens dens.2
8.8814208199 -0.1035152795 0.0004892585
> round(parabola.ls$coef,5)
Intercept dens dens.2
8.88142 -0.10352 0.00049
e<-parabola.ls$residuals
par (mfrow=c(1,2))
par (pty="s")
plot(dens,e,type="p",xlab="densidad",ylab="residuos",ylim=c(-0.6,0.6))
abline (h=0)
pred<-rvel-e
plot(pred,e,type="p",xlab="prediccién",ylab="residuos",ylim=c(-0.6,0.6))
abline (h=0)

V V V V V V V V
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Los graficos seran muy similares a los de la figura 1.3.

En los siguientes capitulos veremos otras instrucciones de R, en especial la funcién 1m,
que permiten ajustar un modelo de regresion a unos datos.
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1.9. [Ejercicios

Ejercicio 1.1

Hallar las estimaciones de los pardmetros en un modelo de regresién lineal simple, mini-
mizando la suma de los cuadrados de los errores:

n
S = Z(% — Bo — fri)°
i=1
Hallar una expresion para las predicciones g; y los residuos e; = y; — 9;.

Ejercicio 1.2

Hallar las estimaciones de los parametros en un modelo de regresiéon parabdlico, minimi-
zando la suma de los cuadrados de los errores:

n
S = Z(Z/z — Bo — brxi — 52%2)2
i=1
Hallar una expresion para las predicciones g; y los residuos e; = y; — 9;.

Ejercicio 1.3
Consideremos el problema de trafico planteado en el apartado 1.2 de este capitulo, con la

variable independiente densidad y la variable dependiente raiz cuadrada de la velocidad.
Con los datos proporcionados en la tabla 1.1 realizar el siguiente proceso:

(a) Dibujar la nube de puntos y la recta que pasa por los puntos (12,7,1/62,4) y
(87,8,/12,4). Dibujar el gréfico de los residuos con la densidad y el grafico con
las predicciones. Calcular la suma de cuadrados de los residuos.

(b) Hallar la recta de regresién simple. Dibujar el gréfico de los residuos con la densidad
y el grafico con las predicciones. Calcular la suma de cuadrados de los residuos.

(c¢) Mejorar el modelo anterior considerando una regresiéon parabdlica. Dibujar el gréfico
de los residuos con la densidad y el grafico con las predicciones. Calcular la suma
de cuadrados de los residuos.

(d) Calcular la capacidad de la carretera o punto de maximo flujo. Recordar que flujo =
vel X densidad.
Ejercicio 1.4

La siguiente tabla contiene los mejores tiempos conseguidos en algunas pruebas de velo-
cidad en atletismo en los Juegos Olimpicos de Atlanta:

hombres ] mujeres
distancia tiempo

100 9,84 10,94

200 19,32 22,12

400 43,19 48,25

800 102,58 | 117,73

1500 215,78 | 240,83

5000 787,96 | 899,88

10000 | 1627,34 | 1861,63

42192 | 7956,00 | 8765,00
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Si tomamos como variable regresora o independiente la distancia (metros) y como variable
respuesta o dependiente el tiempo (segundos):

(a) Calcular la recta de regresiéon simple con los datos de los hombres y dibujarla.
Dibujar el grafico de los residuos con la distancia y el grafico con las predicciones.
Calcular la suma de cuadrados de los residuos y el R?.

(b) Repetir el apartado anterior utilizando los logaritmos de las variables tiempo y
distancia.

(c¢) Repetir los dos apartados anteriores utilizando los datos de las mujeres.
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Capitulo 2

Estimacion

2.1. Introducciéon

En primer lugar concretaremos la definicién general de un modelo lineal y hallaremos la
estimacion por minimos cuadrados de los parametros del modelo.

Veremos que la estimacion serd unica si la matriz de diseno es de rango maximo. En
caso contrario, resulta importante definir el concepto de funcién paramétrica estimable
y probar, para estas funciones, la unicidad del estimador minimo-cuadratico, como estu-
diaremos en el siguiente capitulo.

Estudiaremos las propiedades de estos estimadores, entre las que destacaremos el Teorema
de Gauss-Markov que demuestra que los estimadores minimo-cuadraticos son los mejores,
en el sentido de que son insesgados y de minima varianza.

Ademas, con la introduccién de la hipdtesis de normalidad de los errores, podremos
estudiar las distribuciones de los estimadores y de otros estadisticos, asi como la relacién
con los estimadores de maxima verosimilitud.

Mas adelante, trabajaremos la generalizacion del método de los minimos cuadrados cuan-
do la matriz de varianzas-covarianzas de los errores no es o?I. Por otra parte, también
profundizaremos el caso de matrices de diseno de rango no maximo.

2.2. El modelo lineal

Sea Y una variable aleatoria que fluctia alrededor de un valor desconocido 7, esto es
Y=n+e

donde € es el error, de forma que n puede representar el valor verdadero e Y el valor
observado.

Supongamos que 7 toma valores distintos de acuerdo con diferentes situaciones experi-
mentales segtin el modelo lineal

n:ﬁlx1++ﬁmxm

donde (3; son parametros desconocidos y x; son valores conocidos, cada uno de los cuales
ilustra situaciones experimentales diferentes.
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En general se tienen n observaciones de la variable Y. Diremos que y1,vs, . .., ¥, obser-
vaciones independientes de Y siguen un modelo lineal si

Vi =T+ T + € 1=1,...,n

Estas observaciones de Y se pueden considerar variables aleatorias independientes y dis-
tribuidas como Y (son copias) o también realizaciones concretas (valores numéricos) para
los célculos.

La expresién del modelo lineal en forma matricial es

U1 11 Ti2 .. Tim B €1
Y2 To1 T2 ... T2m B2 €2
= +
yn Tplt Tp2 --- Tam ﬁm €n

0 en forma resumida
Y=XB+¢€ (2.1)

Los elementos que constituyen el modelo lineal son:
1. El vector de observaciones Y = (y1,¥2,-..,Yn)".
2. El vector de pardmetros 3 = (01, B, - , Bm)’-

3. La matriz del modelo

11 12 ... Tim

o1 X922 ... Tom
X =

Tl Tp2 .. Tpm

cuyos elementos son conocidos.

En problemas de regresién, X es la matriz de regresiéon. En los llamados disenos
factoriales del Anadlisis de la Varianza, X recibe el nombre de matriz de diseno.

4. El vector de errores o desviaciones aleatorias € = (€1, €s,...,¢€,)", donde ¢; es la
desviacién aleatoria de ;.

Ejemplo 2.2.1

El modelo lineal mds simple consiste en relacionar una variable aleatoria Y con una
variable controlable x (no aleatoria), de modo que las observaciones de Y wverifiquen

yi = Bo+ bz + & i=1,...,n

Se dice que Y es la variable de prediccion o dependiente y x es la variable predictora,
por ejemplo Y es la respuesta de un farmaco a una dosis x. Hallar By y (1 es el cldsico
problema de regresion lineal simple.

Ejemplo 2.2.2

El modelo anterior se puede generalizar a situaciones en las cuales la relacion sea po-
linomica.
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Consideremos el modelo
yz‘Zﬁo—i‘ﬁwri—ﬁzm?—l—---—kﬂpr—ke 1=1,...,n

Observemos que es lineal en los pardmetros 3;. La matriz de diseno es

p
1 = ... o3

P
1 xo ... @
1 z, P

Ejemplo 2.2.3

En general, cualquier variable Y puede relacionarse con dos o mas variables control. Asi,
son modelos lineales:

a) Y= Po+ fiwia + BaTio + €
b)  yi = Bo+ Bixin + Poio + Bsxaio + Baxd + Psa + €
¢) i = o+ Bz + Pacos(wio) + Pzsen(xiz) + &
Sin embargo, no es modelo lineal
Yi = Bo + B log(Bain) + 5335?24 + €&
Ejemplo 2.2.4

Supongamos que la produccion Y de una planta depende de un factor F (fertilizante) y
un factor B (bloque o conjunto de parcelas homogéneas). El llamado modelo del diseno
del factor en bloques aleatorizados es

Yij =+ i + B + €5
donde

i es una constante (media general)
a; el efecto del fertilizante
B el efecto del bloque

St tenemos 2 fertilizantes y 3 bloques, tendremos en total k = 2 x 3 = 6 situaciones
experimentales y la siguiente matriz de diseno:

pooy ax By o B3
1 1 0 1 0 O
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1

La utilizacion del fertilizante 1 en el bloque 3 queda descrita a través de la fila 5 de X.
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Ejemplo 2.2.5
Para predecir la capacidad craneal C, en Antropologia se utiliza la formula
C = alPr AP HPs

donde L = longitud del crdneo, A = anchura parietal mazxima y H = altura basio bregma.

La formula anterior se convierte en un modelo lineal tomando logaritmos
logC' =loga + (1 log L 4 B2 log A + (B3log H

El parametro o expresa el tamano, mientras que los pardmetros (3 expresan la forma del
craneo.

2.3. Suposiciones basicas del modelo lineal

En el modelo lineal definido en el apartado anterior, se supone que los errores €; son
desviaciones que se comportan como variables aleatorias que verifican las condiciones de
Gauss-Markov:

1. Ble)=0 i=1,....n
2. var(e;) = o2 i=1,...,n

Como sabemos, la condicién (2) es la llamada condicién de homocedasticidad del modelo y
el pardmetro desconocido ¢ es la llamada varianza del modelo. La condicién (3) significa
que las n desviaciones son mutuamente incorrelacionadas.

Estas condiciones pueden expresarse en forma matricial como
E(e)=0  var(e) = 0’1,

donde E(€) es el vector de esperanzas matemadticas y var(e) es la matriz de covarianzas
de e = (e1,...,€6,)"

Si ademds suponemos que cada ¢; es N(0,0) y que €, ..., €, son estocasticamente inde-
pendientes, entonces diremos que el modelo definido es un modelo lineal normal. Asi ten-
dremos que

Y ~ N,(X83,0%1,)
es decir, Y sigue la distribuciéon normal multivariante de vector de medias X3 y matriz
de covarianzas o?1,,.

Se llama rango del diseno al rango de la matriz X
r =rango X

y es un elemento muy importante en la discusién de los modelos. Evidentemente r» < m.
El valor de r es el nimero efectivo de parametros del diseno, en el sentido de que sir < m
es posible reparametrizar el modelo para que r sea igual al nimero de parametros. En
muchos casos el diseno verifica directamente que » = m y entonces se dice que es de rango
maxrimo.

El modelo lineal que verifique las condiciones aqui expuestas, salvo la normalidad, diremos
que esta bajo las condiciones de Gauss-Markov ordinarias.
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2.4. Estimacién de los parametros

La estimacion de los pardmetros 3 = (1, ..., 3,)" se hace con el criterio de los minimos
cuadrados. Se trata de hallar el conjunto de valores de los pardmetros 8 = (81, ..., Bn)
que minimicen la siguiente suma de cuadrados

e = (Y -XB)(Y -XB) (2.2)

n

= Z(yz —xpf — - — Iimﬁm)2

=1

La estimacion 8 de 3 la llamaremos estimacién MC, abreviacién de minimo-cuadréatica,
o LS del inglés least squares.

Teorema 2.4.1

Toda estimacién MC de 3 es solucién de la ecuacién
X'X3=XY (2.3)

Demostracion:

Si desarrollamos la suma de cuadrados €'e tenemos

de = (Y —XBY(Y - XB)
= Y'Y -208XY + 3X'X3
y si derivamos matricialmente respecto a 3 resulta
O€'e
op

De modo que, si igualamos a cero, obtenemos la ecuacién enunciada en el teorema. Wl

— 9X'Y +2X'XJ3

Las ecuaciones 2.3 reciben el nombre de ecuaciones normales.

Si el rango es maximo y r = m, entonces X'X tiene inversa y la tnica solucién de las
ecuaciones normales es

B =(X'X)"'X'Y

Si r < m el sistema de ecuaciones 2.3 es indeterminado y su solucién no es unica. En
estos casos, una posibilidad (ver Apéndice A) es considerar

B=(X'X)"XY
donde A~ = (X’X)~ es una g-inversa de A = X'X es decir, A~ verifica
AATA=A

Entonces se puede demostrar que la solucién general es

~

B=XX)"XY+(I-AA)z

siendo z un vector paramétrico.
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Ahora podemos definir la suma de cuadrados residual como
SCR = e'e = (Y — XB)' (Y — X33)

Como veremos, SCR entendido como un estadistico funcién de la muestra Y, desempena
un papel fundamental en el Anélisis de la Varianza.

El modelo lineal Y = X3 + €, bajo las hipdtesis de Gauss-Markov, verifica
E(Y)=Xp
Teorema 2.4.2

Sea 2 = (X) C R" el subespacio vectorial generado por las columnas de X de dimensién
dim(X) = r = rango X.
Entonces se verifica:

(i) E(Y) € (X)

(ii) Si B es una estimacién MC, el vector de residuos e = Y — X3 es ortogonal a (X).

Demostracion:
En efecto,
i) SiX(1),...,X@m) son las columnas de X, entonces
E(Y)=xm0i + 4+ Xm)bm € (X)
i) Xe=X(Y-XB3)=XY -XX3=0 |

Teorema 2.4.3
Para cualquier B solucion MC de 2.3 se verifica que
Y=X3 e=Y-Y SCR=(Y-XB)(Y-Xp)

son unicos.

Adems3s R
SCR=Y'Y - XY (2.4)

Demostracion:
Si desarrollamos la suma de cuadrados residual SCR resulta
SCR=Y'Y - XY - Y'XB + 3X'X3
y como X' X,/[; = XY, obtenemos
SCR=Y'Y - 28XY +8XY =YY - 3X'Y
Consideremos ahora los vectores ?1 = XB1 y 372 = X,@Q, donde Bl y BQ son dos solu-

ciones MC. Entonces ?1 y Y5 pertenecen al subespacio (X) generado por las columnas
de X y su diferencia Y; — Y, también. Por otra parte, observamos que

X'(Y)—Ys) =X'XB, - X'XB, =XY-XY=0

de modo que Y;—Y pertenece al ortogonal de (X). Asi pues, necesariamente Y;—Y, = 0
y el vector de errorese =Y — Y; =Y — Y, es unico.
En consecuencia, la suma de cuadrados de los errores SCR también es tnica. ]
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Interpretacién geométrica

El modelo tedrico es
Y=XB8+e=0+¢€ si 0 =X3

Entonces E(Y) = X3 = 6 significa que el valor esperado de Y pertenece al subespacio
1 = (X) y para estimar los parametros (3 debemos minimizar

€e=]Y—-0|* conBcQ=(X)

Como el vector concreto de observaciones Y se puede considerar un vector de R", el
problema anterior se puede resolver en términos geométricos. Asi se sabe que cuando
0 € Q, |[Y — 0]]? es minimo para § =Y = PY, donde P es la matriz de la proyeccién
ortogonal en Q2 = (X) (ver Apéndice B). La estimacién MC es equivalente a hallar la
proyeccion ortogonal Y de Y sobre (X), es decir, la norma euclidea de e =Y — Y es
minima:

SCR =€e = |le|? = |Y - Y|]?

Se comprende que cualquier otra proyeccion no ortogonal daria una solucién menos ade-
cuada.

Comoe=Y —Y es ortogonal a €, se verifica que
X(Y-Y)=0 ¢ XY=XY

donde Y estd determinada por ser la tnica proyeccién ortogonal de Y en (2. Cuando las
columnas de X son linealmente independientes, forman una base y existe un unico vector
B tal que Y = X3 de manera que

XY=XY = XXB=XY

son las ecuaciones normales. En caso contrario, es decir, cuando las columnas de X son de-
pendientes no podemos concretar una solucién tinica para los parametros 3. Sin embargo
todas las soluciones deben verificar la siguiente propiedad.

Teorema 2.4.4

B es una estimacion MC de 3 si y sélo si XB = PY, donde P es la proyeccién ortogonal
en Q) = (X)
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Demostracion:
Una estimacién B de B es MC si y sdlo si

(Y = XB)(Y = XB) = min (Y - XB) (Y — X0

Sea E una estimacién cualquiera de 3, entonces
(Y = XB) (Y —XB) = (Y = PY + PY — X3) (Y — PY + PY — X3)

— (Y —PY) (Y —PY) + (Y - PY)(PY — X03)
+(PY — XB) (Y — PY) + (PY — XB) (PY — X03)

Sin embargo

(Y —PY)(PY —-X3) =Y (I-P)PY - Y'(I-P)XB=0
ya que P es idempotente y ademéds PX = X. De forma que
(Y = XB) (Y —XB) = (Y = PY) (Y - PY) + (PY — XB8)(PY — X3)
donde ambos términos son positivos, el primero no depende de ,B y el segundo se minimiza
si es cero, luego PY = X(. [ |

En resumen y como ya hemos visto, la soluciéon del problema se basa en la proyeccion
ortogonal sobre el subespacio {2 que garantiza la unicidad del vector de predicciones
Y = PY y por ende del vector de residuos e =Y — Y y de la suma de cuadrados de los
residuos

SCR=¢€e=(Y -PY)(Y-PY)=Y'(I-P)Y
ya que I — P es idempotente (ver Apéndice B).
La solucién para los parametros 3 debe salir de las ecuaciones normales o de la ecuacion
X3 =PY y solo es tnica cuando el rango de la matriz X es maximo.

Ejemplo 2.4.1

Consideremos el modelo lineal conn =3, m=1yr =1

yi o= O0+e
Yo = 20+ €
ys = —0+¢€3

que en expresion matricial escribimos

n 1 €1
Y3 —1 €3
de modo que X' = (1,2, —1).
Las ecuaciones normales son
1 Y1
(12 —1) 2 |6=(12 -1)| »
-1 Y3



es decir
60 = y1 + 2y2 — y3

y la estimacion MC de 0 es g = (y1 + 2y2 — y3)/6.

La suma de cuadrados residual es
SCR=Y'Y —0X'Y = > + 42 + 2 — (y1 + 2y2 — y3)/6
Ejemplo 2.4.2

Supongamos que se desea pesar tres objetos cuyos pesos exactos son [y, Po y (3. Se
dispone de una balanza de platillos con un error de pesada que podemos considerar con
distribucion N(0,0). Un artificio para mejorar la precision y ahorrar pesadas consiste en
repartir los objetos en uno o en los dos platillos y anotar las sumas o diferencias de pesos:

2101 + 222 + 2303 =y

donde y es el peso observado y x; = 0,1, —1.
Consideremos las siguientes pesadas:

B+ 05+ 0 = 553
fr— P2+ 05 = 1,72
B+ 05— 0B = 0,64
P+ 5+ 0 = 548
fr— P2+ 03 = 1,70

A partir de estos datos, las ecuaciones normales son

561+ 02+ 3035 = 15,07
f1+562—p0s = 823
301 — B+ 503 = 13,79
La estimacion de los parametros proporciona
Bi=1175 B, =1898  [B5=2433

y la suma de cuadrados residual es

SCR = (5,53 — (By + o + B3))2 + - - - = 0,00145

2.5. Estimacion de la varianza

La varianza de los errores del modelo lineal
o? = var(e;) = var(y;) i=1,...,n

es otro parametro que debe ser estimado a partir de las observaciones de y1,...,yn.
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Teorema 2.5.1

Sea Y = X3 + € el modelo lineal con las hipdtesis impuestas en la seccion 2.3. Entonces
el estadistico®
02 = ECM = SCR/(n — )
es un estimador insesgado de la varianza o2. En este estadistico SCR es la suma de

cuadrados residual, n el nimero total de observaciones y r el rango del diseno.

Demostracion 1:

Las columnas X(1), . .., X(m) de la matriz de disenio X generan el subespacio de dimension
r que escribimos

(X) = (X(1), -+ X(m))

Sea ahora V una matriz ortogonal, es decir, tal que VV’' = V'V =1, cuyas columnas
V(1)s - V(r)s V(r41), - - - » V(n) forman una base ortogonal de R™. Es posible construir V de
modo que las r primeras columnas generen el subespacio (X)

Por otra parte, Y = (y1,...,yn)" es un vector aleatorio de R"™ que, mediante V, transfor-
mamos en Z = (z1,...,2,) = V'Y

Zi = VY1 + 0+ Unin 1=1,...,n
Para las variables transformadas se verifica que

sie<r
sit>r

Blz) = S unB() = vy X8 = { g@'

h=1

pues X3 € (X) que es ortogonal a v(;y para i > 7.

Sea B una estimacién MC. Entonces
Y=XB+(Y-XB)=XB+e

donde obviamente X3 € (X) y como sabemos e € (X)1, de manera que la transformacién
ortogonal V' aplicada sobre e proporciona

Vie=(0,...,0,2,01,...,2,)

Luego, en funciéon de las variables z; tenemos

n

SCR =¢€'e=(V'e)V'e = Z 22

i
1=r+1

Ademas, por ser una transformacion ortogonal, las variables z1, ..., z, siguen siendo in-
correlacionadas y de varianza o2. As{ pues

E(z)=0 E(z}) = var(z;) = var(y;) = o*

7

'En muchos de los libros clésicos escritos en inglés este estadistico se llama MSE, siglas de mean
square error.
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y por lo tanto
E(SCR) = Z E(z})=(n—r)o?
1=r+1
La expresion
SCR=z2,+- +2. (2.5)

T

se llama forma candnica de la suma de cuadrados residual del modelo lineal bajo las
hipétesis de Gauss-Markov. ]

Demostracion 2:

Se puede hacer una demostracién mucho mas directa a partir de la propiedad 2 explicada
en el Apéndice C1 de Estadistica Multivariante:

Para un vector aleatorio Y con esperanza E(Y) = p y matriz de varianzas y covarianzas
var(Y) =V, se tiene que

E(Y'AY) = tr(AV) + p/Ap

donde A es una matriz constante.
En nuestro caso E(Y) = p = X0y var(Y) = V = 021, de forma que

E(SCR) = E(Y(I1-P)Y) =tr(c*I1-P))+BX'(I-P)Xp3
= o tr(I — P)
=o’rg(I-P)=c*(n—7)

gracias a las propiedades de la matriz I — P. |

2.6. Distribuciones de los estimadores

Vamos ahora a establecer algunas propiedades de los estimadores MC para un modelo de
rango maximo.

Si asumimos que los errores son insesgados E(€) = 0, que es la primera condicién de
Gauss-Markov, entonces 3 es un estimador insesgado de 3

E(B) = (X'X)'X'B(Y) = (X'X)"'X'X8 =

Si asumimos ademds que los errores ¢€; son incorrelacionados y con la misma varianza, es
decir var(€) = oI, resulta que

var(Y) = var(Y — X3) = var(e) = o1
ya que X3 no es aleatorio y en consecuencia
var(8) = var((X'X)"'X'Y) = (X'X) ' X'var(Y)X(X'X) !
— 2(X'X) N (X'X)(X'X) ! = 02(X'X)!

Veamos a continuaciéon algunos resultados acerca de la distribuciéon de B y SCR bajo las
hipétesis del modelo lineal normal en el caso de rango méximo.
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Teorema 2.6.1

Sea’Y ~ N(Xg,0%I,) con rango X = m. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i)

i

iii

v

i)
y
iv)
)

La estimacion MC de 3 coincide con la estimacién de la maxima verosimilitud.
Ademas es insesgada y de minima varianza.

B~ N(B, 2(X’X)‘l)

(B~ BYX'X(B - B)/0? ~ X2,
B es independiente de SCR
SC

Demostracion:

i)

ii)

iii)

iv)

La funcion de verosimilitud es

L(Y:8,0%) = (V2ro®) "exp |~ 5(Y ~ XB) (Y — Xp)

o2
de modo que el minimo de (Y — X3) (Y — X3) es el maximo de L.

Ya hemos visto que 3 es insesgado y ademas, cada (3; es un estimador lineal de va-
rianza minima de [3;, ya que es centrado y de maxima verosimilitud, luego suficiente.
Se llegara a la misma conclusién como consecuencia del Teorema 3.2.1.

Por otra parte, si sustituimos B por 3 en la funciéon de verosimilitud y derivamos
respecto a o2 resulta que el el estimador de méxima verosimilitud de la varianza es

Este estimador es sesgado y en la practica no se utiliza, ya que disponemos del
estimador insesgado propuesto en el apartado anterior. Ademas, bajo ciertas condi-
ciones generales se puede probar que 62 = SCR/(n—m) es un estimador de varianza
minima de o2 (véase Seber [65, pdg. 52]).

Como B = [(X'X)"'X']Y, B es combinacién lineal de una normal y, por tanto,
tiene distribucion normal multivariante con matriz de varianzas-covarianzas
(X,X)_l 2

Es consecuencia de las propiedades de la normal multivariante del apartado anterior
ya que R R R R R
(B—B)X'X(B~B)/0* = (B~ B)var(B)" (B~ B) ~ x
Si calculamos la matriz de covarianzas entre B iY — XB tenemos
cov(B,Y — X3) = cov((X'X)"'X'Y, (I - P)Y)
= (X'X) ' X'var(Y)(I - P)’
A(X'X)"'X'I-P)=0

de modo que efectivamente B es independiente de (Y — XB)’ (Y — XB), ya que la
incorrelacién entre normales multivariantes implica su independencia.

Este resultado se ampliara en el Teorema 3.4.1.
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v) Aplicando la ecuacién 2.5
SCR/0? = (2ms1/0)* + -+ + (2,/0)?

obtenemos una suma de cuadrados de n — m variables normales independientes, es
. . . ., 2
decir, una distribucion x;_,,.

Ejemplo 2.6.1
La distribucién de 0 del ejemplo 2.4.1 es N(0,0//6)

= E((y142ys —y3)/6) = (1/6)(0 + 40 +6) = 0
= (0* +40% +0?)/6* = 5%/6

~
~

E(0)
var ()

La distribucion de SCR/0? es x3, siendo
SCR = (1 = 0)* + (42— 20)° + (3 + )’

Ejemplo 2.6.2

2

La estimacion de la varianza del error o en el ejemplo 2.4.2 es

52 =0,00145/(5 — 3) = 0,725 x 107*

Observemos que el numero de pesadas necesarias para obtener la misma precision seria
mayor si pesaramos cada objeto individualmente.

2.7. Matriz de diseno reducida

Supongamos que varias observaciones y; han sido obtenidas bajo las mismas condiciones
experimentales. Para estas observaciones, el modelo que liga y; con las 8 es el mismo, lo
que se traduce en que las filas de la matriz de disefio correspondientes estan repetidas.
Para evitar la redundancia que esto supone nos serd muy ttil, a efectos tedricos y de
calculo, introducir el concepto de matriz de diseno reducida.

Definicién 2.7.1

Dado el modelo lineal Y = XB+€, llamaremos matriz de diseno reducida X g a la matriz
k x m obtenida tomando las k filas distintas de la matriz de diseno original X. Diremos
entonces que k es el numero de condiciones experimentales.

Las matrices de diseno original o ampliada y reducida las indicaremos por X y Xpg
respectivamente, cuando convenga distinguir una de otra.

Si la fila i-ésima de Xy estd repetida n; veces en X, significa que se han obtenido n;
réplicas de la variable observable bajo la i-ésima condicién experimental. Si estos niimeros
de réplicas son nq,ng, ..., n;, entonces

n=ny+ns+---+ng
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Ademas de la matriz reducida Xp, utilizaremos también la matriz diagonal
D = diag(nq,na, ..., ng)

y el vector de medias ~
Y = (ghg% R 7gk)/
donde cada y; es la media de las réplicas bajo la condicién experimental 7.

En una experiencia bajo la cual todas las observaciones han sido tomadas en condiciones
experimentales distintas (caso de una sola observacién por casilla), entonces

Xr=X Y=Y D=1 n; =1

Como veremos mas adelante (ver seccién 10.7), la utilizacién de Xz, D e Y nos permi-
tird abordar disenos no balanceados y el caso de observaciones faltantes.

Teorema 2.7.1

La solucién de las ecuaciones normales y la suma de cuadrados residual en términos de
la matriz de diseno reducida Xz, de D e Y es

B = (X,DXp) 'X,DY
~/ —
SCR=Y'Y - 3X,DY

Demostracion:
Sea M una matriz n x k de forma que cada columna 7 es

(0,...,0,1,...,1,0,...,0)
——— N N —

n’ ng n'!

donde k es el numero de condiciones experimentales (nimero de filas distintas de X), n;
el nimero de réplicas bajo la condicion i, y ademés

n'=ny+--+niq n =mngq 4+
Se verifica
MY = DY MXg =X MM =D XY =X,MY = X,DY
de donde se siguen inmediatamente las formulas del teorema. [

Ejemplo 2.7.1

Con los datos del ejemplo 2.4.2

1 1 1 5,53
1 -1 1 1,72
X=|1 1 -1 Y= 064
1 1 1 5,48
1 -1 1 1,70
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Agrupando las filas 1,4 y 2,5 obtenemos

1 1 1 2 00
Xp = 1 —1 1 D=]10220
1 -1 0 01
donde ny =ny =2, n3=1, k=3.
~ (5,53 + 5,48) /2 5,505
Y = (1,724 1,70)/2 | = 1,710
0,64 0,640
La matriz M es
1 00
1 00
M=| 010
010
0 01

Ejemplo 2.7.2

Consideremos el modelo
Yij = B+ a; + B + €
correspondiente al diseno de dos factores sin interaccion.

Supongamos que el primer factor tiene 2 niveles y el sequndo tiene 3 niveles, y que los
numeros de réplicas son

nip=2 nog=1 np=3 np=3 n3z=>5 npy=4

La matriz de diseno reducida es

pooy ax By PBo B3
1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 O
1 1 0 0 1 O
1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1

Sin embargo, la matriz de disenio ampliada tiene 6 columnas y > n;; = 18 filas.

2.8. Matrices de diseno de rango no maximo

Cuando el modelo lineal corresponde al analisis de los datos de un disenio experimental,
la matriz X tiene todos sus elementos con valores 0 6 1 y sus columnas acostumbran a ser
linealmente dependientes. Ya sabemos que en este caso es posible hallar el estimador MC
de 6 = X pero, por desgracia, hay multiples estimaciones de los pardmetros 3 que més
bien podemos considerar como soluciones 3 de las ecuaciones normales. En todo caso y
como veremos en el proximo capitulo estamos interesados en concretar una estimacion
de los parametros B aunque no sea tnica. A continuacién se comentan algunos métodos
para hallar una solucién 3 o para hallar la SCR directamente.
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2.8.1. Reduccion a un modelo de rango maximo

Sea X; la matriz n X r con las r = rg X columnas linealmente independientes de la matriz
de diseno X, entonces P = X (X|X;) !X/ de forma que

SCR=Y'I-P)Y =Y'Y - &a'X|Y

donde @ = (X} X;)"'X,Y es la solucién del modelo Y = X, + € de rango maximo.

Podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que X estd formada por las r primeras filas
de X de manera que X = (X, X5). Entonces Xy = X F ya que las columnas de X5 son
linealmente dependientes de las de X y, por tanto, X = X;(I,, F). Asi, éste es un caso
especial de una factorizacion més general del tipo

X =KL
donde K es n x r de rango r, y L es r x m de rango r. Entonces podemos escribir
X8 =KLgE =Ka

y estimar o.

2.8.2. Imposicion de restricciones

Este método consiste en imponer un conjunto de restricciones del tipo H3 = 0 para
evitar la indeterminacion de (3. Las restricciones apropiadas, llamadas identificables, son
aquellas que, para cada 6 € Q) = (X), existe un unico 3 que satisface @ = X3y 0 = Hg,

es decir, que satisface
0 X
(0)-(5)s-co

La soluciéon es simple. Debemos elegir como filas de H un conjunto de m — r vectores
m X 1 linealmente independientes que sean también linealmente independientes de las
filas de X. Entonces la matriz G de orden (n+m —r) x m tendrd rango m de modo que
G'G = X'X + H'H es m x m de rango m y en consecuencia tiene inversa. Luego hemos
salvado la deficiencia en el rango de X’X introduciendo la matriz H'H.

Asi pues, si anadimos HHB = 0 a las ecuaciones normales tenemos
G'GB=X'Y

cuya solucion es ,CAi = (G'G)'X'Y. Se puede ver, a partir de 0 = X,@ = PY, que
P = X(G'G) X' ya que P es unica.

La demostracién de todos los detalles aqui expuestos puede verse en Seber [65, pag. 74].
Es interesante comprobar que, si HB = 0, entonces

E(B) = (G'G)"'X'Xp
= (GG) ' XX+HH)B3 =73

de modo que B es un estimador insesgado de 3.

Este método es particularmente 1til en los modelos de andlisis de la varianza para los que
H se halla con mucha facilidad.
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Ejemplo 2.8.1
Consideremos el modelo correspondiente al diseno de un factor con, por ejemplo, 3 niveles
Yij = U+ Q; + € 1=1,2,3 j57=1,...,n

entonces, tenemos m = 4 y una matriz de diseno de rango 3. La estimacion de los
pardmetros resulta indeterminada.

Sin embargo, si anadimos la restriccion Y o; = 0, es decir, si hacemos H = (0,1,1,1),
el sistema conjunto es de rango 4 y podemos determinar una solucion o calcular la suma
de cuadrados residual.
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2.9. Ejercicios

Ejercicio 2.1

Una variable Y toma los valores y;, y» v y3 en funcion de otra variable X con los valores
x1, 2 y x3. Determinar cuales de los siguientes modelos son lineales y encontrar, en su
caso, la matriz de diseno para x1 =1, 19 =2 y x3 = 3.

a) yi = Po + Biw; + Po(z? — 1) + ¢
b) y; = Bo + Bizi + B2e™ + €

c¢) yi = Broi(Botang(z;)) + &

() =)+ (2)

hallar la estimacién MC de 6 y la suma de cuadrados residual.

Ejercicio 2.2

Dado el modelo lineal

Ejercicio 2.3

Si B es una estimacion MC, probar que
(Y = XB) (Y - XB) = (Y = XB) (Y - XB) + (B - B)X'X(B - B)

Ejercicio 2.4

Cuatro objetos cuyos pesos exactos son (31, B2, 83 v (4 han sido pesados en una balanza
de platillos de acuerdo con el siguiente esquema:

B B2 fP3 Bi peso
1 1 1 9,2
—1 1 1 8,3
0 0 1 5,4
0 0 -1 —1,6
0 1 1 8,7
1 -1 1 3,5

1
1
1
1
1
1

Hallar las estimaciones de cada (3; y de la varianza del error.

Ejercicio 2.5
Sea B la estimacién MC de 3. Si Y = XB = PY, probar que la matriz P verifica

P:=P I-P?*=1I-P
Ejercicio 2.6

La matriz de disefio reducida de un modelo lineal normal es

Xp =

O = =
—_ O
O = =
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Se sabe ademas que

Se pide:
a) Hallar la expresién general de las estimaciones MC de los parametros 3.
b) Calcular SCR. Estimar la varianza del disefio o2.

c¢) Estudiar si la hipétesis nula Hy : 02 = 3 puede ser aceptada.

Ejercicio 2.7

Consideremos el modelo lineal
vi=0o+biza+ -+ BnTimte  i=1,....n
Sean 30, 31, - ,Bm las estimaciones MC de los parametros y sea
9= Do+ Bz 4+ Buzim i=1,....n

Probar que
n

Z(yi—@)zzeizo

=1
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Capitulo 3

Funciones parameétricas estimables

3.1. Introducciéon

En los modelos lineales, ademds de la estimacién de los pardmetros 3; v de o2, interesa
también la estimacién de ciertas funciones lineales de los pardmetros. Como vamos a ver,
esto es especialmente necesario cuando los parametros carecen de una estimacién tunica.

Definicién 3.1.1

Llamaremos funcion paramétrica a toda funcion lineal ¢ de los parametros

wzalﬁl‘i_"'"i_amﬁm:alﬁ

y diremos que una funcion paramétrica v es estimable si existe un estadistico 1, combi-
nacion lineal de las observaciones vy, ..., Yn

~

V="biyr+ 4 bpyn = DY

tal que R
E()) =14
es decir, QZ es estimador lineal insesgado de 1.
Estas funciones paramétricas tienen la siguiente caracterizacion
Teorema 3.1.1

Sea 1) = a’(3 una funcién paramétrica estimable asociada al modelo lineal Y = X3 + €.
Se verifica:

i) 1) es estimable si y s6lo si el vector fila a’ es combinacién lineal de las filas de X.

ii) Siy,...,1, son funciones paramétricas estimables, entonces la combinacion lineal
Y =191 + - + gy es también funcién paramétrica estimable.

iii) El nimero méaximo de funciones paramétricas estimables linealmente independientes
es r = rango(X).

Demostracion:
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i)

ii)

Sea, 1}\ = b’Y tal que E({b\) = 1). Entonces
a8 =EDLY)=bEY)=bX3

cualquiera que sea 3, luego

a =b'X
lo que nos dice que a’ es combinacion lineal de las filas de la matriz de diseno X.
Reciprocamente, si suponemos que b’X = a’, entonces basta tomar ) = b"Y como

estimador lineal insesgado de .

y iii) para el lector (ver ejercicio 3.4) [

Observaciones:

)

Si rango X = m, entonces todos los parametros (3; y todas las funciones paramétri-
cas 1 son estimables, pues el subespacio generado por las filas de X coincide con
R™.

Si rango X < m, pueden construirse funciones paramétricas que no son estimables.

Una caracterizacién algebraica de que 1» = a’(@ es estimable viene dada por la
identidad

a(X'X)"X'X =4’
donde (X'X)~ representa una g-inversa de X'X.

En efecto, consideremos las matrices
S =X'X S™=(X'X)" H=S"S
entonces se comprueba facilmente que
H*=H SH =S
Puesto que H es idempotente
rango H = traza H = rango S = rango X =r
Por otra parte tenemos

0 = S—SH=(I, — H)(S— SH) = (I, - H)(X'X — X'XH)
= (I, - H)Y(X(X - XH)) = (X — XH)(X — XH)

luego
X =XH

Entonces, si ¢ = a’3 es estimable, a’ = b'X y
aH=bXH=b'X=2a'
Reciprocamente, si a’H = a’, resulta que
a =aS S=(aSX)X=bX
siendo b’ = a’S™X’.
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3.2. Teorema de Gauss-Markov

Vamos a ver en primer lugar que, cuando el rango de la matriz de diseno no es maximo
y, por tanto, la estimacion MC de los parametros no es unica, la estimacién de cualquier
funcion paramétrica estimable utilizando cualquiera de los estimadores MC si es unica.

Teorema 3.2.1

Si ¢ = &' una funcién paramétrica estimable y B es un estimador MC de 3, entonces
el estimador ¢ = a’3 de v es tnico.

Demostracion:

Si ¢ es una funciéon paramétrica estimable, tiene un estimador lineal insesgado b'Y,
donde b es un vector n x 1. Consideremos el subespacio €2 = (X) de R™ generado por las
columnas de X. El vector b se puede descomponer de forma tnica

b=b+c beQ clQ

de modo que c es ortogonal a todo vector de ).

Consideremos ahora el estimador lineal b’Y y veamos que es insesgado y que su valor es
unico. Sabemos que b'Y es insesgado

w=a'B=EDbY)=EDbLY)+ECY)=EDbY)=bX3 (3.1)
luego E(E/Y) = a'[, pues
E(Y)=cdE(Y)=cXB=08=0
Supongamos que b*'Y es otro estimador insesgado para ¢ y b* € Q. Entonces
0=EMDY) - EDb”Y)=(b-b")X3

luego _
(b'—=b")X =0

lo que quiere decir que (b’ b*') es ortogonal a Q. Como también pertenece a €, debe
ser b — b* = 0, es decir, b = b*.

Por 1ltimo, sabemos que para cualquier estimador MC de B e =Y — XB es ortogonal a
), de manera que B B R
0=be=bY -b'Xg3
y asi b'Y = E’X,[Ai Ademsds, por 3.1 sabemos que b'X = b'X = a, luego
b'Y = a3
para cualquier B [ |
A continuacién se demuestra la principal ventaja de la utilizacién de los estimadores MC.

Teorema 3.2.2 (Gauss-Markov)

Si ¢ = a’B una funcién paramétrica estimable y ﬁ es un estimador MC de 3, entonces
¢ = a’ B es el estimador de varianza minima' en la clase de los estimadores lineales
insesgados de 1.

IBLUE: best linear unbiased estimate
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Demostracion:

Con la notacién
bl = b7+ + 0y

tenemos que
var(b'Y) = bjo? + - + b2o” = ||b|*c”

Si consideramos la descomposicion de cualquier estimador insesgado de 1 que hemos
utilizado en el teorema anterior y dado que

Ib]|* = [Ib]|* + [|c||?
resulta R B B B
var(a’8) = var(b'Y) = [|b[|*s? < (|[b]|* + [|c[|*)o* = var(b"Y)

Observaciones:

1) Estos resultados son vélidos incluso para un modelo lineal sin la hipdtesis de nor-
malidad.

2) La estimacién con varianza minima es
¥ =a(X'X)"X'Y
3) Como la varianza de b'Y es b’bo?, resulta que la varianza minima es
var(¢) = var(a'B8) = o2a'(X'X)"a
4) Utilizando la matriz de diseno reducida tenemos
) = a'(X;;DXz) XzDY
var(¢) = o%a' (X, DX ) a

De aqui deducimos que 1) es combinacién lineal de las medias de las k condiciones

experimentales R B B B
Yp=cV14- -+ Y=Y
donde ¢ = (¢q,...,¢x) es
C = DXR( ’RDXR)_a
Entonces

k
var(@Z) = (Z C?/?’LZ> o? = §%0?
i=1

Por otra parte, todo estimador lineal insesgado @/D\ = b’Y de 1) = a’3 se descompone como

hemos visto en _
bY =bY+cY

Diremos que b’Y (donde b es tinico) pertenece al espacio estimacion y que 'Y pertenece
al espacio error.
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Mas explicitamente, la descomposicién de b’ es
b’ =b'P+b'(I-P)

siendo P = X(X'X)~ X’ la matriz del operador que proyecta b en = (X) (ver Apéndice
B). El vector proyectado es b’ = b’P. Asimismo, I — P es otro operador que proyecta b
en el espacio ortogonal a Q. La proyeccién es ¢’ = b’(I — P). Como b’c = 0, se verifica

cov(b'Y,c'Y) =0
Asi pues, todo estimador lineal insesgado b"Y se descompone en
b'Y =b'PY +b'(I-P)Y

donde b’PY es el estimador de Gauss-Markov, mientras que b’(I — P)Y tiene esperanza
cero y provoca un aumento de la varianza minima del mejor estimador ¢ = b’PY.
Finalmente, observemos que

¥ =bPY =b'X(X'X)" XY = bX(X'X)"X'X3 = 5.
= b'XHB = a3 '
Siendo H = (X'X)~X'X, que verifica XH = X, y siendo a’ = b'X.
El aspecto geométrico de las estimaciones se puede resumir en el hecho que el espacio
muestral R™ al que pertenece el vector de observaciones Y, se descompone en

R" = Q4+ Qt

donde ) representa el espacio estimacion. Toda estimacion de los parametros de regresion
estd ligada a 2. Toda estimacion de la varianza del modelo esta ligada al espacio error
Q+. Ambos espacios son ortogonales y bajo el modelo lineal normal, como veremos mas
adelante, ambas clases de estimaciones son estocasticamente independientes.

Ejemplo 3.2.1

Sea y1, ..., Yy, una muestra aleatoria simple procedente de una poblacion N(u, o). El mo-
delo lineal asociado es

Y1 1

: = | mte

Yn 1

El estimador MC de pv es i = (1/n) > y; que también es de Gauss-Markov (centrado y
de varianza minima,).

En este caso R™ = Q + QF, siendo
Q={(1,...,1))
QF = {(z1,...,2,)| Zmz =0}

Sea a'Y =Y a;y; otro estimador centrado de . Entonces E(a'Y) = p implica Y a; = 1.
Luego se verifica a=a+ b, es decir,
a 1/n a; —1/n
: = : + :
G, 1/n Ay — 1/77,
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cona €O, be Q. Es ficil ver que a'b = 0. Ademds

Z a;iy; = (1/n) Zyi + Z(ai —1/n)y;

El primer término es estimador centrado y de varianza minima o2 /n. El sequndo término
verifica

E() (a;—1/n)y;) =0
cov(l/nZyi, Z@Li —1/n)y;) =0

La matriz del operador que proyecta a en €2 es

1 1/n ... 1/n
P=1/n| | (1,...,1) = : :

siendo facil ver que
aP=(1/n,...,1/n)
a(I-P)=(a;—1/n,...,a, —1/n)
Ejemplo 3.2.2

Ver especialmente el final del ejemplo 5.5.2.

3.3. Varianza de la estimacién y multicolinealidad

Sabemos que a’3 se dice estimable si tiene un estimador lineal insesgado b’Y o, equiva-
lentemente, cuando a = X’'b. Es decir, cuando a es combinacién lineal de las filas de la
matriz X.

Teorema 3.3.1

La funcién paramétrica a’3 es estimable si y sélo si
a € (X') = (X'X)

Demostracion:

Como sabemos, la funcién paramétrica a’3 es estimable si y sélo si a es combinacién
lineal de las filas de X, es decir, cuando a € (X'). De modo que sélo queda probar que

(X) = (X'X)

Pero X'Xc = X'd para d = Xc, de forma que (X'X) C (X'). Ademaés, las dimensiones de

ambos subespacios son iguales ya que rg X’ = rg X’X, de donde se deduce la igualdad.
Los detalles pueden verse en Seber [65, pag. 385]. [ |

En el apartado anterior hemos demostrado que para una funcion paramétrica estimable
a’3, su estimador MC a’3 es el de minima varianza. Pero, jcuanto vale esta varianza?
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Supongamos que X'X tiene como valores propios Ai,...,\,. todos positivos no nulos
asociados a los correspondientes vectores propios ortonormales vy, ..., Vv,, es decir

X,XVZ‘:/\Z‘VZ‘ i:17...,T

y tales que viv; = 0;;.
Si a’3 es estimable, entonces a € (X'X) y este subespacio esta generado por los vectores
propios. Asi pues, a se puede expresar en la forma

r
a = E C;'V;
i=1

Entonces
var(a'B) = var Z v B
i
= Z c?var(vg,@)
i
oy
i

ya que

cov(vg,@,V;B) =\ 1/\] cov(viX’ X,B,v X’X,B)
= (AiXj) teov(viX'Y, viX'Y)
= (M) o vIX Xy
PP VAT
1

dij

= (A
= 2)\

Silvey[67] concluy6 que es posible una estimacion relativamente precisa en las direcciones
de los vectores propios de X'X correspondientes a los mayores valores propios, mien-
tras que se obtienen unas estimaciones relativamente imprecisas (poco eficientes) en las
direcciones correspondientes a los valores propios mas pequenos.

Supongamos que X tiene rango maximo pero que sus columnas estan cerca de ser li-
nealmente dependientes. Entonces X'X estd cerca de ser singular (no inversible), en el
sentido que uno o varios de sus valores propios no nulos son excesivamente pequenos, casi
despreciables, y por lo que hemos visto las estimaciones en algunas direcciones seran muy
imprecisas.

La presencia de relaciones quasi lineales entre las variables regresoras se conoce en Eco-
nometria con el nombre de multicolinealidad, cuya forma mas extrema se presenta cuando
la matriz de datos X no tiene rango méaximo. Este grave problema debe ser detectado
previamente a la estimacién y se puede corregir de varias formas (ver seccién 8.5).

Una solucién tedrica consiste en minimizar o incluso erradicar la multicolinealidad, me-
diante la incorporacién de nuevas observaciones en las direcciones de los vectores propios
con valores propios demasiado pequenos (o cero).

Supongamos que una nueva observacién se anade al modelo Y = X3 + € y resulta

Y _ X €
o) = () ()

= X*/8+€*
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donde x,,.1 = ¢v, donde v es un vector propio normalizado de X'X correspondiente a un
valor propio A. Entonces se puede probar que v es también un vector propio de X! X,
correspondiente al valor propio A + ¢?. Y de esta forma Sylvey propuso un andlisis para
la eleccion de las direcciones en las que es conveniente elegir nuevas observaciones para
mejorar la precision de las estimaciones de un a’3 particular.

3.4. Sistemas de funciones paramétricas estimables

Consideremos un sistema de funciones paramétricas estimables

b1 =a1B,..., ¢, = a,B

sobre el mismo modelo lineal normal y donde los vectores ay,...,a, (¢ < r = rango X)
son linealmente independientes. Para cada una, tenemos las correspondientes estimaciones

de Gauss-Markov
/ .
wi:ailg 2217"'7q
que podemos condensar matricialmente en la forma

~

f(/z\):({p\l?"'?qbq)/:AB
donde

A =

/
aq

Con esta matriz, 17) es el conjunto de estimadores MC del sistema de funciones paramétri-

cas ¢ = AQ.
Teorema 3.4.1

Bajo el modelo lineal normal, el conjunto de estimadores 17) = A,@ del sistema de funciones
paramétricas ¢ = A3 verifica:

i) ’@ sigue la distribucién normal multivariante
77’ ~ N, q(¢> Ew)
donde ¥ = A es el vector de medias y
Yy = ?AX'X)" A’
es la matriz de varianzas-covarianzas.

ii) La estimacién MC de toda funcién paramétrica estimable es estocasticamente in-
dependiente de la suma de cuadrados residual

SCR = (Y — XB)(Y — X3)
En particular, 1,/5 = AB es estocasticamente independiente de SCR.

Demostracion:
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i)

ii)

Es consecuencia de que 1,Ab es una combinacion lineal de variables normales indepen-
dientes: R
P = a(X'X)"X'Y
luego si
AX'X)"X'=C

sabemos que E(®) = 1 y la matriz de covarianzas de CY es X = ¢2CC/, de
manera que

Yy =0’CC = ?A(X'X)" X' X(X'X) A’ = 0’ A(X'X)" A’
Como en el teorema 2.5.1, consideremos la transformacion ortogonal
Z=V'Y

donde las primeras r columnas de la matriz ortogonal V generan el subespacio
) = (X). Entonces las variables z1, ..., z, son normales e independientes, y toda
estimacién de Gauss-Markov es una combinacién lineal de

ZlyeeeyRp

puesto que pertenece al espacio estimacion. Sin embargo, la suma de cuadrados
residual es
_ 2 2
SCR=z.,+ - +2,

¥y, por tanto, sera estocasticamente independiente de cualquier estimacién v¢; = a;3.

Esto mismo se puede deducir de la expresion 3.2 ya que 17) = BPY, mientras que
SCR=Y'I-P)Y=(I-P)Y))I-P)Y

donde (I — P)Y pertenece al espacio ortogonal de €.

Teorema 3.4.2

La distribucién de U = (A3 — AB) (62A(X'X)"A’)"1(AB — AB) es una Xe.
Ademés, U es estocdsticamente independiente de SCR/o? cuya distribucion es x2_,.

a)

Demostracion:

Es consecuencia de las propiedades de la distribucién normal multivariante y de los teo-
remas 2.5.1 y 3.4.1. |

Dos resultados importantes que se deducen de los teoremas anteriores son:

Para el modelo lineal normal y el sistema de ¢ funciones paramétricas estimables
1 = A se verifica que la distribucién de

(AB - AB)(A(X'X)"A")"'(AB -~ AB)/q

k= SCR/(n — 1)

(3.3)
es una F' con ¢ y n — r grados de libertad, ya que se trata de un cociente de dos

x? independientes divididas por sus grados de libertad respectivos. Observemos la
desaparicion del pardmetro o2 desconocido.
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b) En el caso ¢ = 1, si 12 es la estimacién de Gauss-Markov de 1), entonces 12 ~
N, ‘712)’ siendo
012; =a'(X'X) ao? = §*0?

luego la distribucién de

I e
t—\/m n—r (3.4)

es la de una t de Student con n — r grados de libertad. Este resultado se puede
establecer directamente o a partir de 3.3 ya que F,_, = t%fr.

3.5. Intervalos de confianza

Consideremos una funcién paramétrica estimable ¢ = a’3, su estimacién MC QZ =a’ ,[Ai' y
sea t,, tal que
Pl—t,<t<ty)=1—-«

para una distribucién ¢ de Student con n — r grados de libertad. Entonces, de la distri-
bucién 3.4 deducimos que

Rk —
P<—ta<\/ﬁ n—r<ta>:1—a

y despejando obtenemos

~ 02 ~ 02
P<w—ta SCR<w<w+ta SCR):l—a
n—r n—r
Por lo tanto
. 52 . 52
o / SCR<¢<¢+ta SCR
n—r n—r
es decir R
a'B £ t,[a'(X'X)"ac?]!/? (3.5)

es un intervalo de confianza para la funcién paramétrica estimable 1) = a’(3, con coeficiente
de confianza 1 — a.

Por otra parte, como SCR/c? sigue una x2_, tenemos
P(a <SCR/c*<b)=1-a
donde a y b son tales que
P(Xy-, < a) = /2 P(xy- > b) = a/2

Deducimos entonces que

P(SCTR<02<SCGR):1—04 (3.6)

define un intervalo de confianza para la varianza o2 del modelo lineal normal, con coefi-
ciente de confianza 1 — a.
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3.6. Ejercicios

Ejercicio 3.1

Sea 1 una funcién paramétrica estimable y 11, 15 dos estimadores insesgados, estocasti-
camente independientes, de varianzas o? y o3. Hallar la combinacién lineal de 1, 15 cuya
varianza es minima y ademas es insesgado.

Ejercicio 3.2

En un modelo lineal, la matriz de diseno es

11111
1 0100
11100
10111

Hallar la expresion general de las funciones paramétricas estimables.

Ejercicio 3.3
Probar que R R

v =b"Y E@)=v¢=ap
siendo b combinacién lineal de las columnas de X, implica que a es combinacién lineal
de las filas de X.
Ejercicio 3.4
Probar que toda combinacién lineal de funciones paramétricas estimables es también fun-
cién paramétrica estimable y que r = rg X es el nimero maximo de funciones linealmente
independientes.
Ejercicio 3.5

Si 1 es la estimacion de Gauss-Markov, probar que la expresion

~

VY =cy + -+ ik

funcién de las medias de las condiciones experimentales, es tnica.

Ejercicio 3.6

La matriz de diseno reducida correspondiente a un modelo lineal normal es

1 01
X=(1 10
0 -1 1

Se sabe ademas que
=11 g=10 ys=15

7’L1:TLQ:7’L3:10
ni

st = (1/n) Z(yz — )’ =45

s5=60 s5=43

Se pide
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1) Hallar la expresién general de las estimaciones MC de 3.

2) Calcular SCR. ;Se ajustan los datos al modelo definido por X? (nivel de significacién
0,05)

3) Dada la funcién paramétrica estimable

¥ =01+ B3
contrastar la hipdtesis Hy : ¢ = 3 en los casos:

a) o? varianza del disenio desconocida

b) o2 = 5 varianza del disefio conocida
(nivel de significacién 0,05)

4) Hallar la funcién paramétrica estimable 1 tal que

~

Y =11 + Y2 + 373
verifica 2 + 2 + 2 = 1 y ademds 1) es maximo,
Ejercicio 3.7

Consideremos el modelo lineal

y1 = h+bl+tea
Yo = 1+ PBs+ e
ys = B+ P2+ €3

Se pide:

1) ;Es la funcién paramétrica
Y =01+ Pa+ s

estimable?

2) Probar que toda funcién paramétrica

Y= a1+ axfB + azfs

es estimable si y sélo si a; = as + as.

Ejercicio 3.8

Consideremos el modelo lineal

y1=p+ar+ 0 +e
Yo =+ ay+ [+ e
Ys =p+ax+ f1 + €3
Ys=p+az+ G+ ey
Ys =+ az+ [+ €5
Yo = i+ a3 + 2 + €6
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,Cuando es A\opt + Ajaq + Ao + Agaz + Ay 81 + A5 32 estimable?
LEs a; + as estimable?

JEs (1 — (5 estimable?

JEs 61+ 20 + 2a + 2a3 + 301 + 302 estimable?

)
)
)

d) (Es p+ aq estimable?
)
) (Es a1 — 205 + a3 estimable?
)

Hallar la covarianza entre los estimadores lineales MC de las funciones paramétricas
01 — B2 v ag — ag, si éstas son estimables.

(h) Hallar la dimensién del espacio paramétrico.
(i) Obtener una expresion del espacio de los errores.

Ejercicio 3.9

Cuatro objetos A, B, C, D estan involucrados en un experimento de pesado. Todos reu-
nidos pesan y; gramos. Cuando A y C' se ponen en el plato izquierdo de la balanza y B
y D se ponen en el plato derecho, un peso de y, gramos es necesario en el plato derecho
para equilibrar la balanza. Con A y B en el plato izquierdo y C, D en el plato derecho,
Y3 gramos son necesarios en el plato derecho y, finalmente, con A, D en el plato izquierdo
y B, C en el plato derecho, y4 gramos son necesarios en la derecha para equilibrar. Si las
observaciones 1, ¥2, Y3, Y4 son todas con errores incorrelacionados y con varianza comun
o2, obtener la estimacién BLUE del peso total de los cuatro objetos y su varianza.

Ejercicio 3.10

Con el modelo lineal
y1="01+ 05+ e
Yo =0y + 05 + €2
ys = O3 + 0 + €3
Yo = 04 + 06 + €4
Ys = b + 07 + €5
Yo = 03 + 07 + €6
Y7 = 0y + Og + €7
ys = 04 + O + €3

contestar las siguientes preguntas:

a) (Cuantas funciones paramétricas son estimables? Obtener el conjunto completo de
& J
todas ellas.

(b) Probar que 0, — 6, es estimable. Calcular su estimador lineal MC y su varianza.
(c) Probar que 01 4 65 no es estimable.

(d) Hallar cuatro estimadores insesgados diferentes de 6, — 6, y calcular sus varianzas.
Compararlas con la varianza del estimador MC.

93



(e) Hallar un estimador insesgado de la varianza de los errores o2.

Ejercicio 3.11
Diremos que el estimador lineal b’Y pertenece al espacio error si E(b’Y) = 0. Probar
que la covarianza entre b’Y y todo estimador de Gauss-Markov ¢ = a’(3 es siempre cero.
Ejercicio 3.12
Consideremos el modelo lineal normal Y = X3 + €, siendo rg X = r. Sea X = UAV’

una descomposicién en valores singulares de X. Se pide:

1) Expresar la estimacién MC de 3 en términos de U, A, V y Y.

2) Sea ¢ = a’B una funcién paramétrica. Probar que v es estimable si y sélo si se

verifica
a =b'Vv

para algin vector b.
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Capitulo 4

Complementos de estimacion

En este capitulo se presentan algunas extensiones del método de los minimos cuadrados.
Estos complementos no son estrictamente necesarios para continuar con el desarrollo de
la teoria de los modelos lineales y, en particular, para el contraste de hipdtesis que se
explica en el capitulo 5. En una primera lectura de este libro se puede pasar directamente
a ese capitulo.

4.1. Ampliar un modelo con mas variables regresoras

4.1.1. Una variable extra
Supongamos que después de ajustar el modelo lineal
E(Y)=Xg var(Y) = 0’1

decidimos introducir una nueva variable regresora con las mismas observaciones que ya
teniamos.

Sean X(;), ¢ = 1,...,m las columnas de la matriz X n x m de rango m de modo que
E(Y) = XB = (X »Xm)B = X1+ & X(m) O
La inclusién de la nueva variable regresora X(,,41) proporciona un modelo ampliado
G:E(Y)=x0)f + -+ Xm)Bm + X(m+1)Bm1 = XB + X(m+1) Fms1 = G

donde la matriz G = (X(1), - .., X(m); X(m+1)) € 1 X (m + 1) de rango m + 1.

Para hallar la estimacion de los m+1 pardmetros v = (51, - . -, Bm, Bm+1) podemos hacerlo
directamente como

o= (G'G)'QY  var(qg) = 0*(G'G) ™

o a partir del modelo original que ya hemos resuelto. Vamos a ver el desarrollo de esta
segunda opcion que proporciona unos calculos més simples.

Partimos de las ecuaciones normales del modelo ampliado G'GH, = G'Y que podemos
descomponer asi

X'XBg + X'X(mi1) i1 = X'Y
X/(erl)X'GG + X/(m+1)x(m+1)ﬁm+1 = X,(m-i-l)Y
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De la primera ecuacién tenemos
Be = (X'X)7'X(Y - X(m+1)m+1) = B = £0nia (4.1)

donde f = (X'X) ' X'X(;5,11), y sustituyendo en la segunda

X/(m+1)x(m+1)ﬁm+1 = X/(m+1)Y - X/(m+1)X(XIX)71X/<Y — X(m+1)ﬁm+1)
es decir
sz—‘rl) (I - X(X/X)_lxl)x(m+1)am+1 = X,(m—i—l) (I - X(X’X)_lX’)Y
de manera que
Bt = Ky (T = P)X g1y " Xy T = P)Y = gx{,,,, (I - P)Y (4.2)

donde g = [x{,,,, 1)(I = P)X(m41)] ™" es un escalar.
Observemos que ahora este resultado se puede sustituir en la ecuacién 4.1 de modo que
B¢ queda determinado.

Por otra parte
Y = XBg = Xmin)Bmir = Y = X(X'X) XY = Xnen) Bs1) = Xms1) B 1
— (1= X(XX) XY = Xy Fns1)
= (I-=P)(Y = X(mt1)Bm+1)
de manera que la suma de cuadrados de los residuos para el modelo ampliado es
SCR¢ = (Y — G¢) (Y — GA¢)
= (Y = XBg = X(m41)Bn1) (Y — XBe — X(mi1) i)
= (Y - X(m+1)ﬁm+1)/(1 - P)(Y - X(m+1)5m+1)

yva que I — P es simétrica e idempotente.
Si desarrollamos esta expresion se obtiene

SCRe = Y'(I—=P)Y — Y'(I = P)X(sn11)Bm i1
= X1y I = P)Y Bt + X[ 11y (L= P)Xu 1)/
=Y'(I-P)Y —x{, . (I-P)YBss
- [X/(m+1)(]: -P)Y - X/(m+1)(I - P)X(erl)Bm-&-l]Bm-i-l

y por 4.2 resulta R
SCRg = SCR — x’(m+1)(I —P)Y G (4.3)

En cuanto a las varianzas y covarianzas de los estimadores se tiene lo siguiente: A partir
de la ecuacion 4.2 tenemos

var(Bpi1) = az(x’(m+1)(1 — P)X(i1) ' = g

Ademas
cov(B, Buvsn) = cov(X'K) XY g3 ) (I = P)Y]
= 0’g(X'X) ' X' (I = P)x(ny1) = 0
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ya que X'(I — P) = 0. Esto permite calcular la covarianza entre BG y B\mﬂ

COV(BG, Bm—l—l) = COV[B - f§m+1, Em—i—l]
= COV(B; Bm-i—l) - fvar(BmH)
=0 —fog

Finalmente

fgm—i—l)
= var(8) — 2cov(B, £Bnr1) + var(f Bms1)

(
(
= var(8) — 2cov(B, Bps1 )E + Fvar(By1)f
= o?[(X'X) ™" + gff']

var(B.) = var

B -
B

En resumen

(X'X)™ + gff" —gf ) (4.4)

S0\ 2
() = o (X oMt
iy (I = P)Xyny] 7y £ = (XX) T X X 41).
En consecuencia, las formulas 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4 demuestran que es posible calcular todos

los elementos del modelo ampliado a partir del modelo original, mediante productos de
matrices en los que interviene tinicamente la matriz (X'X)~! original.

donde g = [x{

4.1.2. Una interpretacion
Partimos del modelo
Y=X3+¢€ E(€) = 0, var(e) = 0’1 (4.5)

donde X = (xq1),...,X(m)) ¥ B = (B1,.-.,0m), y queremos ampliar el modelo con una
nueva variable regresora para llegar al modelo

G:Y =XB+X(mi1)Bns1 + €6 = Gy + €g (4.6)

donde G = (X(l <y X(m), X(m—‘rl)) yoy= (617 Tt 767717 ﬁm—i—l)/‘

Consideremos ﬁ la estimacién MC en el modelo original, de forma que
Y=X3+e (4.7)

donde e es el vector de residuos o parte de Y no explicada linealmente por X.

Sea ¢ la estimacién MC en el modelo lineal X(m41) = XC + €41, de forma que
X(m41) = XC + €pp1 (4.8)

donde el vector de residuos e, representa la parte de X(,,11) no explicada linealmente
por las variables anteriores.

Consideremos ahora la regresion lineal simple de € (parte de Y no explicada por X) con
€m+1 (parte de X(,,41) independiente de X)

e=enid+e* (4.9)
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Teorema 4.1.1 Si consideramos las estimaciones MC que se han calculado en las ecua-

ciones 4.7, 4.8 y 4.9, resulta que la estimacion MC de 5,41 en el modelo ampliado 4.6 es
Bm—&—l =d.

Demostracion:

Si sustituimos 4.9 en la ecuacion 4.7, se obtiene

Y = XB + eppid+ e = XB + (X(my1) — XE)d +
La solucion MC del modelo ampliado es

Y = XBG + X(m+1)§m+1 +eqg

donde ,@G =B8- (X’X)*lX/x(mH)amH como hemos visto en 4.1. De forma que

Y = XB + (X(m41) — X(X/X)_lxlx(m+l))§m+1 +eq
Pero por 4.8 sabemos que € = (X'X) 'X'X(;41), de manera que

Y = X3+ (X(m+1) — XE)Bm-i—l +eq

y entonces (3,11 = dy eg = e*. |
En el grafico se dibuja la consecuencia de anadir a un modelo con una variable regresora
r1 una nueva variable x;.

En este grafico tenemos los siguientes datos:
ED = €nr1 OD = X1/C\ AB = em+16/l\ OB = Xlg
de forma que

ED|[AB BC LOB ED1OD AB 1 OB AC LOA

y en especial

A~ —_— —_—

Y =0B+ AB
Como conclusién podemos decir que cualquier coeficiente estimado BZ puede interpretarse
como la pendiente de la recta que relaciona los residuos de la regresion de Y respecto a

todas las otras variables, es decir, la parte de Y no explicada por el resto de las variables
regresoras, con la aportacion diferencial de x; o parte de x; no comin con las demas
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variables regresoras que se obtiene tomando el residuo de la regresiéon de xz; sobre las
restantes x.

Observemos que cuando X(,,4+1) es independiente de X el paso 4.8 no es posible. En esta
situacion

Y=X3+e
e = X(m—i—l)ﬁm—f—l + eq

de modo que la solucién del modelo ampliado es

Y = XB + X(m+1)Bmt1 + €c

X1

Esto significa que si excluimos del modelo variables regresoras independientes, esto no
afecta a la estimacion de los pardametros f3;, pero si excluimos variables relevantes esto
afecta considerablemente a las estimaciones.

4.1.3. Mas variables
Supongamos que después de ajustar el modelo lineal
E(Y)=X3 var(Y) = 0’1

decidimos introducir un grupo de variables regresoras. El modelo es ahora

G:E(Y)=XB+76=(X Z)(?):W'y

y vamos a suponer que las matrices son de rango maximo, de forma que X es n X m de
rango m, Z es n X t de rango ¢, y las columnas de Z son linealmente independientes de
las columnas de X, de forma que W es n x (m + t) de rango m + t.

Si queremos hallar el estimador minimo cuadratico 4. de -y, podemos hacerlo a partir
del modelo completo G

%G = (W/W)—lwlY Var(’AyG) _ O_Q(W/W)—l

o reducir los calculos utilizando los resultados del modelo inicial. El siguiente teorema
resume las principales propiedades de esta segunda propuesta.

Teorema 4.1.2
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Consideremos las matrices P = X(X'X)™'X', P = W(W'W)"'W' L = (X'X)"'X'Z,
M= (Z'(I1-P)Z)" y el vector

Entonces,
(i) Be = (X'X)'X/(Y — Zdg) = B — Lo
(ii) 8¢ = (Z(1-P)Z)"'ZI—-P)Y
(iii) SCRe = Y/(I—Pg)Y = (Y — Zég) (I - P)(Y — Zdg)
(iv) SCRg = SCR — 8,Z/(I — P)Y

)
) (X'X)~! + LML’ —LM
R ) )1 + r_
Var(VG) =0 < —ML/ M )

Demostracion:

Se puede reseguir sin mayor dificultad todos los calculos que hemos realizado en el aparta-
do anterior. El tnico detalle importante es que debe demostrarse que la matriz Z'(I-P)Z
es inversible. Este resultado y los detalles de la demostracion pueden verse en Seber [65,
pag. 65]. [
A partir de estas férmulas se deduce que, una vez invertida la matriz X'X, podemos hallar
~ v su matriz de varianzas-covarianzas var(5) simplemente invirtiendo Z'(I—-P)Z ¢ x ¢
y 1o se necesita calcular la inversa de la matriz W'W (m +t) x (m +t).

Estos resultados se pueden utilizar de diversas formas en modelos de Anélisis de la Va-
rianza y de Analisis de la Covarianza. Para introducir un grupo de variables en un modelo
de regresion es mejor hacerlo de una en una, lo que se llama regresiéon paso a paso.

4.2. Minimos cuadrados generalizados

Hasta este momento se ha presentado la teoria de los modelos lineales Y = X3 + € con
la asuncién de las hipétesis E(e) = 0 y var(e) = o?I. Vamos ahora a estudiar lo que
ocurre cuando permitimos a los €; ser correlacionados. En particular, vamos a considerar
el modelo lineal méas general

Y=XB8+e FE(e) =0,var(e) = 0’V (4.10)

donde V es una matriz n X n definida positiva con valores plenamente conocidos.

Dado que V es definida positiva, existe una matriz n x n K no singular tal que V = KK’
y con la que podemos transformar el modelo anterior

K'Y = K'X8 + Kle

z — BB 4+ = (4.11)

donde B es n x r, rgB = rgX y ademas

En)=K'E(e)=0
var(n) = o’ K'V(K™!) = 0’1
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de forma que el modelo 4.11 verifica las condiciones del modelo lineal ordinario. Asi es
posible calcular el estimador MC de 3 que minimiza n'n.

Definicién 4.2.1

Un estimador B* es un estimador MCG de B para el modelo 4.10 si y solo si B es un
estimador MC' ordinario para el modelo 4.11. En el caso particular de que la matriz V
sea diagonal se llama MC ponderado.

En consecuencia, un estimador MCG (3" de 83 satisface la ecuacion

B(B'B) B'Z = B3
K'X((K'XYK'X)"(K'XYK~'Y = K-'X3"*
X(X'VIX)"X'V-1Y = Xg8*

Como un estimador MCG es simplemente un estimador MC ordinario del modelo trans-
formado, es de esperar que tenga las mismas propiedades éptimas.
Propiedades

(a) Si X es de rango méximo, la estimacién MC se puede obtener de las ecuaciones
normales

B =(B'B)'B'Z=XV'X)'XV'y
con las siguientes propiedades
E(B") = (X’V_IX)_IX'V‘I(XB) =0
var(3*) = o*(B’ B) o?(X'VIX)t
SCR = (Z - BB"Y(Z — BA") = (Y - X@ V(Y - X3

(b) Una funcién paramétrica a’g es estimable en el modelo 4.10 si y sélo si es estimable
en el modelo 4.11.

En efecto, si a’3 es estimable en el modelo 4.10 podemos escribir
a =bX=DbKK'X=cB

luego también es estimable en el modelo 4.11.

Si a’3 es estimable en el modelo 4.11, entonces
a=cB=cK'X=(K!")X=bX
luego es estimable en el modelo 4.10.
(c) Para una f.p.e. '8, el estimador MCG es el mejor estimador lineal, en el sentido

de insesgado y de varianza minima, y ademas es tnico.

Aplicando el teorema 3.2.1 de Gauss-Markov al modelo 4.11, sabemos que a’3" es
el estimador lineal insesgado y de minima varianza entre todas las combinaciones
lineales del vector K=Y Sin embargo, cualquier combinacién lineal de Y se puede
obtener de K™Y porque K™! es inversible. Luego el estimador MCG es el mejor.
También por una propiedad anterior sabemos que es 1inico.
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Para un modelo de rango no méaximo y en el caso ordinario hemos visto que un estimador
debe verificar la ecuacién PY = X3, donde P es el operador proyeccién ortogonal sobre
el subespacio (X). Veamos una propiedad similar en el caso generalizado.

Teorema 4.2.1

Un estimador MCG 3" en el modelo 4.10 verifica la ecuacién AY = X3* donde A =
X(X'VI1X)~"X'V~! es una matriz idempotente pero no, en general, simétrica.

Demostracion:

Se trata de probar que A es una especie de operador proyeccién sobre (X) aunque no
necesariamente ortogonal.

Por la definicién de estimador MCG ya hemos visto que
X(X'V1IX)"X'VY = AY = X3

Es facil ver que AA = A de manera que A es idempotente y no necesariamente simétrica,
veamos ahora que A es un operador proyeccién sobre (X), en el sentido de que (A) = (X)
de modo que AY € (X).

La proyeccién ortogonal sobre (K~1X) es
KIX(K 1 X) (K1X)] (KX
Por la definiciéon de proyeccion se verifica
KX [(K~'X) (K~'X)]"(K'X)K"'X = K~'X
K 'AX =K 'X
AX =X
y en consecuencia (X) C (A). Pero también tenemos que
A =X[(X'V X)XV

y por tanto (A) C (X). |
Para una funcién paramétrica estimable a’3 con a’ = b’X, el estimador MCG es a’'3" =
b’AY. Vamos a calcular su varianza.

En primer lugar

var(X3*) = var(AY) = 02 AVA’
= 0’AV
= *X(X'V X)X

de forma que si a’3 es estimable
var(a'8*) = o%a'(X’'V'X)"a

También es necesario obtener un estimador para 2.

A partir del modelo 4.11

SCR = (K'Y)'[I - K'X((K'X) (K 'X)) K'Y
—Y(I-A)VII-AY
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y como rg(K~!1X) = rg(X), tenemos
2=YI-AYV ' (I-A)Y/(n—r)

Ademés, cuando asumimos la hipdtesis de normalidad € ~ N(0,02?V) se verifican otras
propiedades también heredadas del caso ordinario. En especial, cualquier estimador MCG
de B es de maxima verosimilitud. También, para cualquier funcién estimable a’3 el esti-
mador MCG es insesgado de varianza minima.

En cuanto a las distribuciones asociadas, si € tiene distribucién normal, la SCR es inde-
pendiente de K™1X 3", ya que cov(B3*,Z — BB*) = 0, y en consecuencia independiente
de X3".

Es evidente que X3" se distribuye normalmente y se demuestra que SCR/0? ~ x2.

Asi pues, para una funcién paramétrica estimable a’3

af —ap
(02 a/(X/'V-1X)a]/2

~ n—r

lo que se puede utilizar para el cdlculo de intervalos de confianza de a’(3 o en contrastes
de hipoétesis.

Por 1ultimo nos podemos preguntar si la estimacion generalizada 3" puede coincidir con
la ordinaria B y en qué circunstancias. La respuesta es que ambas estimaciones coinciden
si y sélo si (V71X) = (X) que es equivalente a (VX) = (X). La demostracién puede
verse en [65, pag. 63].

4.3. Otros métodos de estimacion

4.3.1. Estimacion sesgada

Dado el modelo lineal ordinario Y = X3 + €, donde E(€) = 0 y var(e) = oI, sabemos
que el estimador MC a’ B es el estimador insesgado de varianza minima para una f.p.e. a’3
cuando € tiene distribuciéon normal, y el estimador lineal insesgado de varianza minima
sin la hipdtesis de normalidad. Pero el hecho de ser un estimador de varianza minima
no garantiza que ésta sea realmente pequena. Ya hemos visto en el apartado 3.3 como se
calcula dicha varianza en funcién de los valores propios de la matriz X’X y una posible
solucion propuesta por Silvey. Veamos ahora otra propuesta cuando en un modelo de
rango maximo, X'X estd cerca de la singularidad, es decir, cuando uno o mas de sus
valores propios son casi cero.

Consideremos la llamada varianza total de los estimadores de los parametros en un modelo
Y var(3) = P [(XX) T =02 A7 > 0N
i=1 =1

donde A, > 0 es el mas pequeno de los valores propios de X'X. En la practica, aunque la
matriz X sea de rango maximo, puede ocurrir que \,, sea muy pequeno y en consecuencia
provocar que la varianza total sea muy grande.
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Para solucionar este problema Hoerl y Kennard (1970) introducen los ridge estimators

Buy = (XX +kI)7'X'Y
= (X'X + kI)"'X'X3
= I+ k(X'X)")'B8
= Kp

donde k > 0 es un escalar a elegir de forma que, si no es cero, B(k) es un estimador sesgado
de 8.

Las principales razones para la utilizacién de estos estimadores son:

= Los graficos de los componentes de B(k,) y de sus correspondientes SCR al variar k
permiten estudiar la enfermedad de X.

= Es posible elegir un valor de k tal que los coeficientes de regresién tengan valores
razonables y la SCR no sea muy grande.

= Se ha demostrado que es posible hallar un £ que, por un pequeno incremento del
sesgo, reduce la varianza total y, en consecuencia, el error cuadratico medio total.

El estudio de generalizaciones de estos estimadores y sus propiedades ha tenido bastante
éxito.

4.3.2. Estimacion robusta

En el capitulo anterior se ha demostrado que, mientras se verifique la hipdtesis de nor-
malidad para las observaciones, los estimadores obtenidos por el método de los minimos
cuadrados gozan de muy buenas propiedades. Sin embargo, también se han estudiado
los resultados cuando las observaciones siguen distribuciones distintas de la normal y se
ha constatado que el método de los minimos cuadrados falla en muchos aspectos. En
especial, cuando la distribucion de los errores tiene una alta curtosis los estimadores
minimo-cuadraticos son muy poco eficientes, comparados con estimadores robustos de
localizacién (ver Andrews et al.[4, cap. 7]). Puede probarse (ver Pena [54, pdg. 465]) que
en estas situaciones la estimacion de maxima verosimilitud es equivalente a minimizar
una funcién ponderada de los errores, que proporcione menos pesos a los residuos mas
grandes. Se trata de calcular estimadores que minimicen

Zwi(ei)e?

donde w;(€;) es una funcién para reducir el efecto de los datos con un residuo muy alto. Los
métodos de estimacion robusta que utilicen esta idea requieren la definicién de la funcion
de ponderacién w y un procedimiento iterativo para acercarnos a los valores w;(e;), ya
que los errores ¢; son, en principio, desconocidos. Entre las propuestas mas interesantes
destaca la funciéon de ponderacién de Huber (1981)

1 .
3 si|ri| <ec

si|ri| > ¢




donde los r; son los residuos estudentizados y ¢ una constante entre 1,5 y 2 que establece el
grado de “proteccién”. Para calcular la estimacion de los parametros se toma inicialmente
la minimo cuadratica ordinaria, se calculan los residuos y con ellos las ponderaciones para
la siguiente estimacion, y asi sucesivamente.

Otra alternativa es minimizar ) , |¢;| con respecto a 3. Este es un problema de minimi-
zacion de una norma L1 que se puede reducir a un problema de programacion lineal y a
un procedimiento similar al método del simplex, aunque la soluciéon no siempre es tinica y
algunos de los algoritmos proporcionan estimadores sesgados. Otros procedimientos ite-
rativos propuestos no tienen resuelta la cuestion de la convergencia y el sesgo (ver Seber
(65, pag. 91]).

4.3.3. Mas posibilidades

También se ha estudiado el problema de la estimacién minimo cuadratica sujeta a las
restricciones 3; > 0,7 =1,...,m.

Por otra parte, en algunos problemas de regresion, los datos de la variable respuesta
pueden ser censurados, es decir, los valores de algunas observaciones solo se conocen si
son superiores (o inferiores) a algin valor dado. Esto se suele producir en problemas
donde la variable observada es el tiempo de vida. En estos casos el método clasico de los

minimos cuadrados no sirve y se han estudiado otros procedimientos (ver Seber [65, pég.
90]).
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4.4. Ejercicios

Ejercicio 4.1

Sea el modelo lineal
y=0+0:+¢
Y2 =01 — 205 + €
yz = 201 — 0y + €3

Hallar las estimaciones MC de 6, y 6. Utilizando el método minimo-cuadrético en dos
pasos, hallar la estimacién MC de #3, cuando el modelo se amplia en la forma

U1 :01—|—‘92+93—|—61

Yo = 01 — 205 + 03 + €

y3:291—92+93+63
Ejercicio 4.2

Un experimentador desea estimar la densidad d de un liquido mediante el pesado de
algunos volumenes del liquido. Sean y; los pesos para los voliumenes x;, ¢+ = 1,...,ny
sean F(y;) = dx; y var(y;) = o2 f(z;). Hallar el estimador MC de d en los siguientes casos:

(a) f(z;) =1 (b) f(x;) = x; (c) f(x:) = 37@2
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Capitulo 5

Contraste de hipdtesis lineales

5.1. Hipotesis lineales contrastables

Consideremos el modelo lineal Y = X3 + €, donde F(Y) = X8 y var(Y) = o1

Una hipétesis lineal consiste en una o varias restricciones lineales planteadas sobre los
parametros 3. En un diseno de rango maximo rg X = m vamos a ver que cualquier
hipétesis lineal es contrastable (testable o demostrable), es decir, es posible encontrar un
estadistico (el test F' del teorema 5.3.1) mediante el cual podemos decidir si se rechaza o
acepta la hipdtesis. Si rg X = r < m, entonces pueden existir hipotesis estadisticamente
no contrastables.

Definicién 5.1.1

Una hipotesis lineal de rango q sobre los pardmetros B es un conjunto de restricciones
lineales
a1+ + QimBm =0 i=1,....q

Si escribimos la matriz de la hipotesis como
apr - Aim
A= rg A =gq

a/ql DRI aqu
entonces las restricciones se resumen en
HO : A/B =0

Una hipdtesis se dice que es contrastable o demostrable si el conjunto AB es un sistema
de funciones paramétricas estimables. Entonces, las filas de A son combinacion lineal de
las filas de la matriz de diseno X, es decir, que existe una matriz B de tamano g x n tal
que

A =BX

También B puede ser q X k si consideramos la matriz de disenio reducida X k x m.
Cuando X no es de rango méaximo, un conjunto de restricciones A3 = 0 donde las
filas de A son linealmente independientes de las filas de X no forman una alternativa al

modelo general, en el sentido de un modelo més sencillo. En realidad son restricciones que
permiten identificar mejor las estimaciones indeterminadas que resultan de las ecuaciones
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normales. Por ello exigimos que las filas de A sean linealmente dependientes de las filas de
X y que el rango de la matriz A ¢ x m sea ¢. De hecho, cualquier ecuacién a3 = 0 para
la que a; sea linealmente independiente de las filas de X puede ignorarse y la hipétesis
contrastable estara formada por el resto de las ecuaciones.

Una caracterizacién para saber si una hipotesis lineal es contrastable es
AX'X)"™X'X=A

Este resultado es una generalizacion del que se ha demostrado en la pagina 42 para una
funcién paramétrica estimable (ver ejercicio 5.3).

5.2. El modelo lineal de la hipétesis

El modelo lineal inicial Y = X3 + €, que se supone valido, constituye la hipotesis alter-

nativa
H :Y=X3+¢€ rg X =r

Por otra parte, el modelo lineal junto con la restriccion lineal contrastable forman la

hipétesis nula
Hy:Y=XB+€e AB=0 13A=¢q

Pero esta restriccion lineal transforma los parametros 3 y la matriz de diseno X en un
nuevo modelo llamado el modelo lineal de la hipétesis

Hy:Y =X0+e¢ rgf(:r—q>0

que es otra forma de plantear la hipdtesis nula.

Existen varios procedimientos para estimar 3 o 8 bajo la hipdtesis nula y calcular la suma
de cuadrados residual.

Método 1

Si la hipotesis es contrastable, las filas de A son combinacién lineal de las filas de X. El
subespacio (A’) generado por las filas de A estd incluido en el subespacio (X') generado
por las filas de X. Existe entonces una base ortogonal

Vi, 3 Vg, Vg1, -3 Ve, Vi1 000, Vi

tal que
(A" = (vi,...,vy) C{V1,. ., Vg, Vit ..., V) = (X') CR™

Sea entonces C una matriz m X r/, con ' = r — ¢, construida tomando los vectores
columna vgyq,..., Vv,
C= (Vq+1, RN ,VT)

y definamos el vector paramétrico @ = (01, ...,0,.) tal que
B =Co
Los parametros 0 constituyen la reparametrizacion inducida por la hipétesis Hy, pues

AB=ACH=00=0
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El modelo Y = X3 + € bajo la restricciéon A3 = 0, se convierte en
E(Y) =XC0 = X0
y la matriz de diseno se transforma en
X = XC
relacion también valida para la matriz de disenio reducida
Xy = XzC
La estimacion MC de los parametros @ es
6= (X'X)"'X'Y
La suma de cuadrados residual bajo la restriccion A3 = 0 es
SCRi = min (Y = XB)'(Y — XB8) = (Y - X0)' (Y — X6)
—YY-0X'Y

Método 2

Introduzcamos ¢ multiplicadores de Lagrange
A=A, 00

uno para cada restriccién lineal. El minimo restringido de (Y — X3)' (Y — X3) se halla
igualando a cero las derivadas respecto a cada (3; de

n q

Z(yi — T — - — xzmﬁm)Q + Z Xilan By + -+ + aimfBm)

i=1 i=1
En notacién matricial, donde ahora X es la matriz ampliada, escribiremos
f(B.A) = (Y =XB)(Y - XB) + (B'A)A
of /0B = —2X'Y +2X'’XB+ A'A=0
X'X3=XY - %A’A (5.1)
La solucién es

1 ~
(X'X)"X'Y — 2 (X'X)" ANy
(X'X)" A" Ay

B

DO | —

B—

y como A,@H = 0, resulta
0=AB— %A(X’X)A’XH
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La matriz A(X’'X)~ A’ posee inversa, puesto que es de rango ¢, asi
1+ ~
SR = (AX'X)"A) ' (AB)

y finalmente tenemos que la estimaciéon MC restringida es
Br =B — (X'X)"A'(A(X'X)"A")"'AB (5.2)
La suma de cuadrados residual es
SCRy = (Y — XBH),(Y - XBH)

Hemos visto (teorema 2.5.1) que la forma candnica de la suma de cuadrados residual bajo
el modelo sin restricciones es

SCR=z2,+ - +22

n

La hipotesis Hy : A3 = 0, que implica X = XC, significa que las columnas de X son
combinacion lineal de las de X. Luego los subespacios generados por dichas columnas
verifican

(X) c (X) Cc R" (5.3)

Podemos entonces construir una base ortogonal
Ug, ..., W, Upg 1y -5 Upy Upg 1, - - -5 Uy

tal que N
(X) = (uy,...,ur) C(X)={(uy,...,u,)

Entonces, si se cumple la hipdtesis, por idéntico razonamiento al seguido en el teorema

2.5.1 tendremos que la forma canénica de la suma de cuadrados residual bajo el modelo
Hy es
SCRy =201+ +22

Ademis, siempre se verificara que SCRy > SCR pues

SCRy —SCR =) 27

r/4+1
Ejemplo 5.2.1

Consideremos el siguiente modelo lineal normal

n=>0h+0+ea
Y2 =202 + €
ys=—01+ B2+ €3
y la hipotesis lineal
Hy: 31 =20,
Las matrices de disenio y de la hipdtesis son

X = A=(1 -2 rg X =2 rg A=1

—_ O
L
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Como A es combinacion lineal de las filas de X, Hy es una hipotesis contrastable. Ademds,
en este caso particular el rango de la matriz de diseno es mdxrimo, de modo que toda
hipotesis lineal es contrastable.

Con unos sencillos calculos, tenemos:

ECUCLCiOn@S normales
200 + 08y = y1 — y3 061 + 682 = y1 +2y2 + 3

FEstimaciones MC R R
Br= (1 —ys3)/2 By = (y1 + 22 +y3)/6

Suma de cuadrados residual
SCR =y} + 5 +y3 — 20 — 673

Si consideramos los vectores columna

vy =(1,-2) vy = (2,1)
que constituyen una base ortogonal de R?, se verifica

(A') = (v1) C(X) = (v1,v2)
Podemos entonces tomar la matriz

C=(2,1)
que verifica AC = 0. La reparametrizacion 3 = C@ es
bi=20  [r=0

El modelo bajo la hipotesis es ahora

y1:30‘|—61
Y2 = 20 + €
ys = —0 + €3

Finalmente R
0 = (3y1 + 2y2 —y3)/14

SCRy = 2 4+ 12 + 12 — 1407

5.3. Teorema fundamental del Analisis de la Varian-
za

En esta seccion vamos a deducir el test F' que nos permite decidir sobre la aceptacién de
una hipdtesis lineal contrastable.
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Teorema 5.3.1

Sea Y = X3+ € un modelo lineal normal, de manera que Y ~ N (X3, 0°I). Consideremos
una hipétesis lineal contrastable

Hy:AB =0 rango A =q
entonces, los estadisticos

SCR = (Y — XB8)(Y — X8)
SCRy = (Y — X0) (Y — X8)
verifican:
(i) SCR/0* ~ xi_,
(ii) Si Hy es cierta
SCRu/o® ~xn (' =7—7q)
(SCRy — SCR)/0” ~ X

(iii) Si Hj es cierta, los estadisticos SCRy — SCR y SCR son estocdsticamente indepen-
dientes.

(iv) Si Hj es cierta, el estadistico

(SCRy — SCR)/q
SCR/(n — )

F= (5.4)

sigue la distribucién F' de Fisher-Snedecor con ¢ y n — r grados de libertad.

Demostracion:

(i) Aunque este resultado ya se ha establecido en el teorema 3.4.2, nos interesa ahora
su demostracion explicita. En el teorema 2.5.1 se ha visto que

SCR=22 1+ +2.

donde las z; son normales, independientes y ademds E(z;) = 0, var(z;) = 0. Luego
SCR/o? es suma de los cuadrados de n — r variables N (0, 1) independientes.

(ii) La forma canonica de la suma de cuadrados residual bajo la restriccion A3 = 0 es
SCRy =22+ +22
luego andlogamente tenemos que SCRy/o? ~ x2_,,, donde ' = r — ¢. Ademads
SCRy —SCR =22, + -+ 2.
es también una suma de cuadrados en las mismas condiciones.

(iii) Las variables 2,41, ..., 2, son normales e independientes. SCRy — SCR depende de
las g primeras, mientras que SCR depende de las n — r iltimas y no hay términos
comunes. Luego son estocasticamente independientes.
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(iv) Es una consecuencia evidente de los apartados anteriores de este teorema. Si Hy es
cierta, el estadistico

[(SCRy — SCR)/0%/q  (SCRy — SCR)/q

F = SR =)~ SCRJ(n—1)

sigue la distribucién F' de Fisher-Snedecor con ¢ y n — r grados de libertad.

Obsérvese que F' no depende del pardametro desconocido o2 y se puede calcular exclusi-
vamente en funciéon de las observaciones Y.

La expresiéon de SCR es
SCR=Y'(I-P)Y =Y'Y - XY
Veamos que, del mismo modo, la expresion de SCRy es
SCRy = Y'Y — B, X'Y

donde ,@ i es la estimacion MC de 3 restringida a A3 = 0.

En efecto,
SCRy = (Y = XBy) (Y — XBy) = Y'Y — 2Y'XBy, + By X'XBy

Ademés (ver pdgina 69), se verifica

X'XB, =X'Y — %A’XH
luego

SCRy = Y'Y — 2Y'XBy, + By (XY — %A’XH)
—Y'Y - 2Y'XBy + Y'XB, — %@;IA’XH

Pero como A3 g = 0, nos queda

SCRy = Y'Y — Y'X3,,
Calculemos ahora SCRy — SCR. Considerando 5.2 tenemos

B~ By = (AB)(A(X'X)"A) A(X'X)”

luego

~1

SCRy — SCR = (B - B;)X'Y
— (AB)(A(X'X)"A)TAX'X)" XY (5.5)
= (AB)(A(X'X)"A){(AB)
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El estadistico F' puede escribirse entonces

(AB)(A(X'X)~A')"(AB)

F = —
qo*

(5.6)

donde 5% = SCR/(n — ).

Cuando g > 2 es mejor obtener SCR y SCRy directamente por minimizacién de €’e sin
restricciones y con restricciones, respectivamente. Sin embargo, si ¢ < 2 se puede utilizar
la férmula 5.6, ya que la matriz a invertir A(X’X)~A’ es s6lo de orden uno o dos.

Obsérvese que si A3 = 0 es cierta, entonces AB ~ 0. Luego es probable que F' no sea
significativa.

Cuando sea posible, también se puede utilizar la matriz de diseno reducida X g, junto con
las matrices D y Y. Las expresiones son entonces

SCR = Y'Y — Y'DX(X,,DX) X,,DY
SCRy — SCR = (AB)(A(X,,DXz)"A)"(AB)

El calculo de ambas cantidades se suele expresar en forma de tabla general del andlisis
de la varianza (ver tabla 5.1).

grados de suma de cuadrados
libertad cuadrados medios cociente
Desviacién
hipétesis q SCRy — SCR (SCRy — SCR)/q F
Residuo n—r SCR SCR/(n — )

Cuadro 5.1: Tabla general del anélisis de la varianza

Criterio de decision
Si F' > F,, se rechaza Hy; si F' < F, se acepta Hy.

Donde, para un nivel de significacion «, F, se elige
de forma que P(F,,_, > F,) = a.

Del teorema 5.3.1 deducimos que, si Hy es cierta, entonces
E[(SCRy — SCR)/q] = ¢*

Luego (SCRy —SCR)/q y SCR/(n—r) son dos estimaciones independientes de la varianza
o%. El test F nos indica hasta que punto coinciden. Un valor grande de F indica que la
primera estimacién difiere demasiado de la varianza o2 y entonces H, debe ser rechazada.
Se puede demostrar ademés (ver ejercicio 5.7) que en general

E(SCRy — SCR) = qo* + (AB) (A(X'X)"A")"(AB) (5.7)
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Ejemplo 5.3.1
Para decidir sobre la hipotesis Hy : 1 = 235 en el ejemplo 5.2.1 calcularemos

(SCRy — SCR)/1 — 1402 4 232 + 632

ja - O
SCR/(3 - 2) Y +y2 +y? — 267 — 6033

Si utilizamos 5.6, se obtiene una expresion mds sencilla

(Bl — 262)2

F= (SCR/1)(7/6)

En cualquier caso, se decide por la significacion en una distribucion Fy, con 1y 1 grados

de libertad.

Ejemplo 5.3.2 Diseno “cross-over” simplificado

Supongamos una experiencia clinica en la que se desean comparar dos farmacos a y b,
para combatir una determinada enfermedad. El estado de los pacientes se valora mediante
una cierta variable cuantitativa Y .

En el diseno “cross-over” la experiencia se organiza asignando a N, pacientes el trata-
miento a y a Ny, pacientes el tratamiento b, en un primer periodo. En un seqgundo periodo,
los que tomaban a pasan a tomar b y reciprocamente. En este diseno los datos son de la
forma:

Grupo 1 media varianza
a (primera vez) Yy Yz ... Y. Y1 57 = NLa E%al (y1i — 91.)
b (después de a) ys1 Yar ...  Yon. To. 85 = w7 2oy (Y2i — J2.)°
Grupo 2
b (primera vez) ys1 Ys2 ... Ysny Ys. s3 = Nib Zi]ibl (y3i — ¥s.)?
a (después deb) yu Y ... Yan, Ya- 53 = NLb > (Yai — 9a.)?
Indicando
i = media general
a = efecto farmaco a
G = efecto farmaco b

v = efecto reciproco entre a y b

se propone el siguiente modelo:

a (primera vez) y1; = p+ a+ €y i=1,...,N,
b (después de a) yy; =p+pF+v+e€y i=1,...,N,
b (primera vez) y3; = p+ B+ €3 i=1,..., Ny

a (después deb) yy=p+a+v+ey i=1,..., Ny

75



Es decir, cuando sdlo se ha tomado un fdrmaco actia un solo efecto, pero cuando se ha
tomado uno después del otro actia entonces un efecto aditivo v que recoge la mejoria del
enfermo que ya ha tomado el primer medicamento.

Tenemos k = 4 condiciones experimentales, que en el “cross-over” simplificado se consi-
deran independientes, y N1 = Ny = N, N3 = Ny = Ny. El vector de observaciones Y

) )
la matriz de disenio reducida Xp son

Y = (y117 s YNNG Y215 - - -5 YN, Y31, - - - 5 Y3NE s Ydl, - - - ,y4Nb)/

1100
1011
Xe=1101 o0 g Xp =3
1 101
La hipotesis nula de mayor interés es
Hy:a=p a y b tienen la misma efectividad
que expresada en forma de hipotesis lineal es
i
Ho: (01 -1 0)[ % |=0
B
r‘y

Como el vector ( 01 -1 0 ) es combinacion lineal de las filas de X g, se trata de una
hipotesis contrastable. Para reparametrizar el diseno bajo Hy tomaremos como matriz
ortogonal a A

2/3 0

1/3 0

1/3 0

0 1

C—

Obsérvese que las columnas de C son también combinacion lineal de las filas de Xg.
Al establecer la relacion 3 = C@O tendremos

o=(4)

Es decir, bajo Hy el diseno reparametrizado depende de dos parametros:

siendo h =p+a=pu+ L0 yby=r.
01 : efecto debido a la medicacion (comin a a y b bajo Hy)

Oy : efecto reciproco entre a y b

y la nueva matriz de diseno es

Xy =XzC =

—_ = = =
_ O = O
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siendo g XR:T—t:?)—l:Z.
Si el diseno es balanceado (Ny = Ny ), entonces N = 4N, = 4Ny, y se puede calcular que
N 4
_ NVa 2 2
SCR = I(?JL + Y2 — Yz — Ys.)” + Na <; Si)
con N — 3 grados de libertad
N 4
SCRH = f[(yl, -+ Ya. — Ys. — y4.)2 + (yl. — Y2. — Ys. + y4.)2] + Na (Z S?)
i=1
con N — 2 grados de libertad.

Luego, st Hy es cierta, bajo el modelo lineal normal, el estadistico

(1. — y2. — y3. + ya.)?
4SCR

sigue la distribucion F con 1 y N —3 g.l..

F= Na(4N, — 3)

La tabla 5.2 contiene los datos de dos grupos de 10 y 10 enfermos reumdticos a los que se
valoro la variacion del dolor respecto del estado inicial, mediante una escala convencional,
con el deseo de comparar dos farmacos antirreumdticos a y b, administrados a lo largo
de dos meses. Se incluye ademds la tabla del andlisis de la varianza para contrastar Hy.

Grupo 1 Grupo 2
a(mes1l) b (mes2)|b (mesl) a (mes?2)
17 17 21 10
34 41 20 24
26 26 11 32
10 3 26 26
19 -6 42 52
17 -4 28 28
8 11 3 27
16 16 3 28
13 16 16 21
11 4 -10 42

Cuadro 5.2: Datos de los enfermos reumaticos

g.l.  suma de cuadrados F
‘ cuadrados  medios
Entre farmacos | 1 783.2 783.2 4.71 (p < 0,05)
Residuo 37 6147.9 166.2

Cuadro 5.3: Tabla del analisis de la varianza para Hy: o = 3

Con estos datos se han detectado diferencias significativas entre los dos farmacos a y
b. Para estimar la eficacia de cada fdrmaco, pasaremos a considerar las funciones pa-
ramétricas

¢a=M+Oé wb:,u"i_ﬁ
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que son ambas estimables.

Para estimar ¥,, ¥y hallaremos primeramente “una” estimacion MC de los pardmetros:

-~

i=0 @a@=20975 [=12,125

Aplicando el teorema de Gauss-Markov, las estimaciones optimas de 14,y se obtienen
sustituyendo parametros por estimaciones MC, es decir

Ua=0+a=20975 p=1-+73=12125

Por otra parte, las expresiones en funcion de las medias y las varianzas minimas corres-
pondientes son:

Un = 3/47, — 1/4G5 + 1/4A55 + 1/45,  var(¢a) = 0,0750°
Uy = 1/431 + 145 + 3/475 — 14y, var(ip) = 0,0750°

5.3.1. Un contraste mas general

Consideremos la hipotesis nula
Hy:AB=c Aesgxm,rg A=gq

donde c es un vector columna que légicamente debe ser combinacion lineal de las columnas
de A. También suponemos que las filas de A son combinacién lineal de las filas de X, de
manera que A3 es un conjunto de funciones paramétricas estimables.

Sea 3, tal que AB, = c y consideremos v = 8 — 3,. Entonces, si en el modelo lineal
Y - XB, =X(B-By) +e€

ponemos Y=Y - X3, obtenemos el modelo transformado

Y =Xv+e (5.8)
y en este modelo la hipdtesis planteada adopta la expresion
HQ : A")/ =0

La estimaciéon MC del conjunto de funciones paramétricas estimables A~ en este modelo
transformado es

A5 =BX(X'X)"X'Y
= BP(Y — X3,) = BX8 — BXg,
—AB-AB,=AB—c
En consecuencia, de la ecuacién 5.5 se deduce
SCRy — SCR = (A9)'(A(X'X)"A") ' (A7)
= (AB - ) (A(X'X)"A) " (AB - ¢)
donde B es tal que X' XB = X'Y. Se verifica también
E(SCRy — SCR) = qo* + (AB —c)(A(X'X)"A) " H(AB —¢)
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Finalmente, a partir de la féormula 5.6 el test para contrastar la hipdtesis es

(AB —c) (A(X'X)"A)'(AB —¢)/q
SCR/(n —r)

F= (5.9)
donde, si es cierta la hipdtesis nula, el estadistico F' sigue una distribucion F,,_,.

En el caso particular ¢ = 1, donde la hipdtesis es Hy : a3 = ¢, el test I’ se puede
simplificar en un test ¢t con R
aB—c
t = — 5.10
(@2(a/(X'X)a))1/? ( )

que sigue una distribucion t,_,., si Hy es cierta.

Ejemplo 5.3.3

Contraste de medias en poblaciones normales con igual varianza

Sean Uy, Us, ..., Uy, Y V1,Va, ...,V dos muestras aleatorias simples de dos poblaciones
normales N(uy,0%) y N(us,0?), respectivamente.

Vamos a contrastar la hipotesis lineal Hy : p1y — o = d con la ayuda de la teoria de los
modelos lineales.

Podemos pensar que las observaciones son de la forma

ui:,ul—i—ei izl,...,nl
Uj:/“L2+En1+j jzlv"'anQ
0 en notacion matricial
U1 10 €1
Upy - 10 125} €ny
Uy 0 1 1) €ny+1
Ungy 01 €n

donde n = ny + ny. Observemos que, gracias a la igualdad de varianzas en las dos pobla-
ciones, se trata de un modelo lineal y se verifican las condiciones de Gauss-Markov.

En este modelo, la matriz de diseno reducida es 2 X 2 de rango mdzrimo

10 ny 0
XR:(O 1) Y D:(o1 n2>

Asi pues, la hipdtesis nula es lineal y contrastable

HoilLbl—/uLQId = H(]I(]_ —1)<Z;>:d q:l

Con unos sencillos calculos se obtiene
B = (jun, fin) = (XpDXp) 'X;DY =Y = (,0)'
AB=jn—fla=1u—70
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SCR = Y'Y — Y'DX (X, DX ) X, DY

= Zu?—I—ZU? — nyu? — nyv?
i J

=D (w -+ Y (v v’
i J

11
AX/.DXz) A = — 4+ —

Al Mo
de modo que
(AB — o) (A(X;DX)'A){(AB — ¢) (@ —v—d)?

F = =
qo? %(1/ny + 1/n9)

donde 02 = SCR/(ny + ny — 2) y cuya distribucion, bajo Hy, es una Fy ,, 1n,_o-
Pero cuando q = 1, tenemos que Fypiny—o = t2 o 5 y se deduce que el contraste es
equivalente al test t usual, en especial el caso d = 0.

5.3.2. Test de la razon de verosimilitud

Para simplificar, consideremos un modelo de rango maximo. Bajo la hipotesis de nor-
malidad de las observaciones, ya sabemos (ver pdg. 33) que las estimaciones de maxima
verosimilitud de los parametros son

B=(X'X)"'X'Y 52, = SCR/n
y el valor maximo de la funciéon de verosimilitud es
L(B,G3py) = (2783y) "2

Del mismo modo, los estimadores de maxima verosimilitud de los parametros con las

restricciones A3 = ¢ son R

y el valor maximo de la funcién de verosimilitud, bajo la hipdtesis nula, es
L(By, o) = (2753) e/
De modo que el estadistico de la razon de verosimilitud es

A\ LBy.5h) rm]”ﬂ
L(ﬂva\%dv> i

OH

Es facil ver que
n—m

q

F—

(A2 — 1)

luego son contrastes equivalentes.
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5.4. Cuando el test es significativo

Si el estadistico ' para Hy : AB = c es significativo, podemos investigar la causa del
rechazo de dicha hipotesis. Una posibilidad consiste en contrastar cada una de las res-
tricciones a3 = ¢;, i = 1,...,q por separado, utilizando un test ¢ para ver cual es la
responsable.

Hemos visto de varias formas que, bajo la hipdtesis lineal H; : a3 = ¢;, el estadistico t;
verifica R
_ a3 — ¢ ~t
[02al(X'X)~a,)!/? e

de modo que podemos rechazar H; : a;3 = ¢; con un nivel de significacion « si

ti| > tpr()

donde t,,_,(«) es el valor de la tabla tal que P(|t,_,| > t,_.(a)) = .
También podemos construir intervalos de confianza para cada a3

a\B =+ t,_, (o) o(al(X'X) a;)"?

Este procedimiento en dos etapas para el contraste de Hy : A3 = c, es decir, un contraste
global F seguido de una serie de test ¢t cuando F' es significativo, se conoce con el nombre
de MDS! o minima diferencia significativa. El valor significativo minimo es ¢, _.(a) y la
palabra “diferencia” se refiere a que este método se utiliza con frecuencia para comparar
parametros tales como medias dos a dos.

Este método es simple y versatil, sin embargo tiene sus debilidades: es posible rechazar
Hy y no rechazar ninguna de las H;. Este problema, otras dificultades y, en general, otros
métodos de inferencia simultanea se estudian de forma mas completa en lo que se llama
M¢étodos de comparacion maultiple.

5.5. Contraste de hipdtesis sobre funciones paramé-
tricas estimables

Sea ¢ = (¢1,...,1¢,) = AB un sistema de funciones paramétricas estimables, de modo
que las filas de la matriz A sean linealmente independientes. La distribucién F' que sigue
la expresion 3.3 permite construir diferentes contrastes de hipétesis bajo el modelo lineal
normal.

Sea ¢ = (cq,...,¢,) un vector de constantes, con la condicién de que ¢ sea combinacién
lineal de las columnas de A. Planteamos la hipétesis nula

Hy:AB=c (5.11)

Para decidir la aceptacion de Hy, como una consecuencia de 3.3, podemos utilizar el
estadistico R R
(AB — o) (A(X'X)"A) " (AB—¢)/q

k= SCR/(n — 1)

(5.12)

Len inglés: LSD o least significant difference
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con distribucién F,,_,. Pero es evidente que 5.11 es una hipdtesis lineal contrastable, de
modo que podemos utilizar el test F' que resulta ser idéntico al anterior. Es otra forma
de demostrar 5.9 y también que

SCRy — SCR = (AB — ¢)(A(X'X)"A") " (AB — ¢)

Ademas, podemos plantear otras hipotesis sobre las funciones paramétricas estimables 1,
siempre que sean lineales. Por ejemplo, consideremos ahora la hipotesis lineal planteada
sobre las ¢ funciones linealmente independientes

Hy:pr =y =--- =1, (5.13)

es decir, bajo Hy las ¢ funciones son iguales. Si consideramos las nuevas funciones

¢i:wl_wi+1 Z:L,q—l

entonces 5.13 se reduce a 5.11 tomando 7:5 = (121, . ,Jq_l)’, ¢ = 0 y sustituyendo ¢ por
q — 1. Dicho de otra manera, sea la matriz

a1; Q12 ... Qim

21 @29 ... A9m
A=

Qg1 Qg2 ... Qgm

Entonces 5.13 es equivalente a la hipdtesis lineal

Hy: A*"3=0
tomando como matriz de hipotesis
aip — @21 G12 — A2 ... Aim — A2m
A* =
11 — Qg1 A12 — Qg2 ... QA1pm — Qgm

Luego podemos utilizar el estadistico F' de 5.6, con A* y ¢ — 1, que bajo H, tiene distri-
bucién Fy_4,_,, para decidir si 5.13 debe ser aceptada.

5.6. Eleccion entre dos modelos lineales

5.6.1. Sobre los modelos
Para la estimacion en el modelo lineal
Y =XB+e€ E(€) = 0,var(e) = 0’1

hemos establecido (ver pag. 28) que el punto crucial es la utilizacién de la matriz P,
proyeccién ortogonal sobre el espacio de las estimaciones 2 = (X). Asi, dos modelos son
iguales si tienen el mismo espacio de las estimaciones. Dos de estos modelos daran las
mismas predicciones y el mismo estimador de o2.
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Sean Y = X 3, + €1y Y = X33, + € dos modelos lineales tales que (X;) = (X3). La
matriz proyeccién no depende de X; o X sino sélo de Q(= (X;) = (X3)). La estimacién
de 02 es la misma 02 = SCR/(n — r) y las predicciones también

Y =PY = X,3, = Xu/3,

En cuanto a las funciones paramétricas estimables, hemos visto que la estimabilidad se
restringe a las combinaciones lineales de las filas Xy, es decir, a}3; es estimable si se
escribe como b’X;3,. Pero X;3, pertenece a 2 de forma que X;83, = X,3, para algin

By y asi
a/151 = b/X1ﬁ1 = b/X2,B2 = 31252

Las funciones paramétricas estimables son las mismas pero estan escritas con diferentes
parametros. Su estimador b’PY también es tnico.

Ejemplo 5.6.1
El ANOVA de un factor se puede escribir de dos formas:

yij:,uz‘i‘ai‘i‘ﬁij Z':L...,I,jzl,...,ni
yz-j:,ui—i—eij izl,...,],jzl,...,ni

pero son equivalentes puesto que (X1) = (Xa).

En este modelo las relaciones entre los dos conjuntos de parametros son sencillas
Wi = [+ oy M1 — fo = Q1 — Qo ete.

Ejemplo 5.6.2

La regresion lineal simple admite dos modelos:

yi = Bo + B + € 1=1,...,n
Yi =% +n(ri — )+ ¢ 1=1,...,n

pero son equivalentes ya que
Y = Bo + BT
M=

En resumen, en un modelo lineal Y = X3 + € la esencia es el subespacio 2 = (X). Si
conservamos 2, podemos cambiar X a nuestra conveniencia.

5.6.2. Contraste de modelos

El contraste de hipotesis en modelos lineales se reduce esencialmente a restringir el espacio
de las estimaciones.

Si partimos de un modelo que sabemos o suponemos valido
Modelo inicial: Y =XB+¢€ rg X =r

debemos intentar reducir este modelo, es decir, ver si algin modelo mas simple se ajusta
aceptablemente a los datos, como

Modelo restringido: Y =X60+e¢ rg X =71
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Dado que la esencia de un modelo estéd en el subespacio generado por las columnas de la
matriz de diseno o espacio de las estimaciones, es absolutamente necesario que el modelo
restringido verifique

Q= (X) C(X) =0

Sélo en este caso se puede plantear la eleccion entre dos modelos alternativos como un
contraste de hipotesis

Ho: Y =X60+e¢ - Hy: E(Y) € Q= (X)

Hi:Y=XB+e  H:EY)ecQ=(X) (5.14)

donde E(Y) = X6 y E(Y) = X3, respectivamente.

Sean Pq y Pgq, las proyecciones ortogonales sobre ) = (X) y )y = QN() respectivamen-
te. Bajo el modelo inicial el estimador de E(Y) es PqY, mientras que bajo el modelo
restringido el estimador es Pg,Y. Si la hipétesis Hj es cierta, ambas estimaciones deben
estar proximas.

Teorema 5.6.1

La condicién necesaria y suficiente para que 5.14 sea contrastable es que se verifique
Q= (X) C (X) =0 (5.15)

El test F' se basa entonces en el estadistico

(SCRy — SCR)/(r — 7)

k= SCR/(n —r)

cuya distribucion, bajo Hy, es F,_5,_, y donde
SCRy =Y'(I-Pg,)Y SCR=Y'(I-Pq)Y

Demostracion:

La expresion 5.15 implica la relacién X = XC para una cierta matriz C. Entonces Hy
significa formular una hipdtesis lineal contrastable al modelo E(Y) = X3, que lo reduce
a BE(Y) = X6. El resto es consecuencia del Método 1 explicado en la seccién 5.2 y el
teorema 5.3.1. |

Observemos que si Qy € €, entonces estamos ante modelos de naturaleza diferente. No
podemos decidir entre ambos modelos mediante ningtin criterio estadistico conocido. Si
se verifica €}y = (2, entonces tenemos dos versiones paramétricas del mismo modelo,
pudiendo pasar del uno al otro por una reparametrizacion. Un modelo Y = X3 + ¢
determina el espacio 2 = (X), y reciprocamente el espacio €2 determina el modelo (salvo

reparametrizaciones que no disminuyan el rango).

Como ya hemos visto, la interpretaciéon geométrica de la solucion al modelo lineal Y =
X3 + € es considerar la proyeccién del vector Y sobre el subespacio 2 = (X) de R". La
relacién 5.15 indica que las columnas de X generan un subespacio de (X). Entonces SCR
y SCRy son distancias de la observacién Y a los subespacios (X) y <i>, respectivamente.
El test F' nos dice hasta que punto la diferencia SCRy — SCR es pequena (comparada
con SCR) para poder afirmar que el modelo se ajusta al subespacio <)N() en lugar de (X)

(ver figura).
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La longitud al cuadrado de la diferencia PoY — Pg,Y es
(Pa —Pq,)Y) ((Pq —Pq,)Y) =Y'(Pq — Pg,)Y
va que P — Pq, = PQOLHQ es una matriz proyeccién (ver Apéndice). Pero ademés
Y'(Pqo—Pq,)Y =Y'(I-Pqu)Y - Y'(I-Pq)Y =SCRy — SCR
Cuando la hipdtesis nula se plantea en términos de un grupo de funciones paramétricas

estimables del tipo Hy : AB = 0, sabemos que existe una matriz B = A(X'X)~ X' tal
que A = BX. De modo que

0=ApB=BXB =BE(Y) & E(Y) € ker(B)

y el subespacio que define la hipétesis nula es Qp = ker(B) N §2. En este caso se puede
demostrar (ver Apéndice) que Q5 NQ = (PoB') y reencontrar asf el test 5.6.

Ejemplo 5.6.3

Consideremos de nuevo el diseno cross-over explicado en el ejemplo 5.3.2. Supongamos
ahora que la influencia v de un fdrmaco sobre el otro no es reciproca. El efecto aditivo
no es necesartamente el mismo cuando se administra a después de b, que cuando se
administra b después de a. Entonces debemos introducir los pardametros

Y1 : influencia de a sobre b

Yo 1 influencia de b sobre a
y admitir que la matriz de diseno reducida, para los pardmetros ., o, 3,71, Y2 €s
0 00

XR: I‘gXR:4

— = = =
_ O O =
O =
o O =

0
0
1
que representa una alternativa a la propuesta inicialmente para los parametros i, o, 3,7

0 0

XR: rg}NCR:S

== =
_ o O =
O~ =

1
0
1

Es fdcil ver que se verifica 5.15. El andlisis de la varianza para decidir entre jv(R y Xg,
sobre los datos de la tabla 5.2, se encuentra en la tabla 5.4. Como F no es significativo
se admite como vdlido el modelo mds simple representado por Xp.

85



grados de suma de cuadrados
libertad  cuadrados medios F
Desviacién
hipotesis 1 600,6 600,6 3,898
Residuo 36 5547,3 154,1

Cuadro 5.4: Tabla del anélisis de la varianza para contrastar dos modelos de cross-over

5.7. Ejemplos con R

En esta seccién vamos a ver como se contrastan las hipétesis que hemos planteado en el
ejemplo 5.3.2 sobre el diseno cross-over simplificado.

En primer lugar procedemos a introducir los datos en el vector de observaciones.

y<-c(17,34,26,10,19,17,8,16,13,11,
17,41,26,3,-6,-4,11,16,16,4,
21,20,11,26,42,28,3,3,16,-10,
10,24,32,26,52,28,27,28,21,42)

+ + + VvV

A continuacién construimos las columnas de la matriz de diseno que corresponden a los
parametros «, 3,7y con las funciones de repeticion.

> alpha<-c(rep(1,10),rep(0,10),rep(0,10),rep(1,10))
> beta<-c(rep(0,10),rep(1,10),rep(1,10),rep(0,10))
> gamma<-c(rep(0,10) ,rep(1,10),rep(0,10) ,rep(1,10))

Los modelos lineales se definen en R con la funcién 1m. Asi, el modelo general y el modelo
bajo la hipédtesis nula se definen como

> crossover.lm<-lm(y~alphatbeta+gamma)
> crossover.1lm0<-1m(y~gamma)

La columna de unos que corresponde al pardmetro p no es necesario escribirla, ya que por
defecto estd incluida en cualquier modelo lineal de R asi definido. Observemos ademés
que bajo la hipétesis nula Hy : a = 3, el modelo a considerar sélo tiene dos parametros
i, v. En este caso, el efecto del farmaco (comin) se puede incluir en la media general.

La tabla del analisis de la varianza para el contraste de la hipdtesis nula considerada se
realiza mediante la funcién anova(modelo Hy,modelo general).

> anova(crossover.1lm0,crossover.1lm)
Analysis of Variance Table

Model 1: y 7 gamma
Model 2: y 7 alpha + beta + gamma

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 38 6931.1
2 37 6147.9 1 783.2 4.7137 0.03641 *
Signif. codes: 0 “*xx’ 0.001 ‘*x> 0.01 ‘*’> 0.05 “.” 0.1 “ ’ 1
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Del mismo modo también se puede realizar el contraste de modelos propuesto en el ejemplo
5.6.3. En este caso, el modelo més general necesita las columnas correspondientes a los
parametros 7, Ya-

> gammal<-c(rep(0,10) ,rep(1,10),rep(0,10),rep(0,10))
> gamma2<-c(rep(0,10) ,rep(0,10) ,rep(0,10) ,rep(1,10))
> crossover.lml<-1m(y~alpha+beta+gammal+gamma?2)

> anova(crossover.lm,crossover.lml)

Analysis of Variance Table

Model 1: y 7 alpha + beta + gamma
Model 2: y © alpha + beta + gammal + gamma2

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 37 6147.9
2 36 5547.3 1 600.6 3.8978 0.05606 .
Signif. codes: O “*xx’ 0.001 ‘**x’ 0.01 ‘x’ 0.05 ‘.’ 0.1 “ * 1
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5.8. Ejercicios

Ejercicio 5.1

Sean X ~ N(uy,0),Y ~ N(ue,0) variables independientes. En muestras de extension n4
de X, ny de Y, plantear la hipotesis nula

Ho @ pp = po

mediante el concepto de hipétesis lineal contrastable y deducir el test t de Student de
comparacion de medias como una consecuencia del test F.

Ejercicio 5.2

Una variable Y depende de otra z (variable control no aleatoria) que toma los valores
ry =1, 20 =2, x3 =3, x4 = 4 de acuerdo con el modelo lineal normal

Yi = Bo + Bz + Boxi + €
Encontrar la expresion del estadistico F' para la hipétesis
Ho : 62 =0

Ejercicio 5.3

Probar que una hipotesis lineal de matriz A es contrastable si y sélo si
AX'X)"X'X = A
Ejercicio 5.4
Con el modelo del ejercicio 3.10:
(a) ;Podemos contrastar la hipétesis Hy : 01 + 03 = 07

(b) Contrastar la hipotesis Hy : 01 = 65.

Ejercicio 5.5

Dado el siguiente modelo lineal normal

pr+ B2 =66
261+ P2 =178
=B+ 2 = 2,1
261 — =04

estudiar si se puede aceptar la hipotesis Hy : G2 = 2.

Ejercicio 5.6

Consideremos el modelo lineal normal Y = X3 + €. Probar que para la hipdtesis lineal
H() : X,@ =0

se verifica SCRy — SCR = BIX’ Y. Hallar el estadistico F' correspondiente.
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Ejercicio 5.7

Demostrar que para una hipdtesis lineal contrastable se verifica
E(SCRp — SCR) = go* + (AB) (A(X'X)"A') " (AB)

Indicacion: Utilizar la propiedad 2 del Apéndice de Estadistica Multivariante con la ex-
presion 5.5.

Ejercicio 5.8

Demostrar que para una hipdtesis lineal contrastable se verifica la siguiente descomposi-
cién en suma de cuadrados

1Y =Yyl = Y = Y|* + Y = Yy

Ejercicio 5.9

Supongamos que cada uno de los valores x1, xs, ..., T12 son las observaciones de los angu-
los a,a’, A, A, b, 0, B,B’,c,d,C,C" del tridngulo del grafico adjunto. Los errores de las
observaciones €, . .., €15 se asume que son independientes y con distribucién N (0, o).

Antes de escribir el modelo asociado a estos datos observemos que, aunque aparentemente
hay 12 parametros a,da’,..., éstos estan ligados por las conocidas propiedades de un
tridangulo, es decir

a=ad A=A a+ A =180 a+b+c=180

y de forma similar para b, b’, B, B'y ¢, ¢, C, C". El conjunto de estas relaciones nos conduce
a que, realmente, sélo hay dos parametros independientes, les llamaremos o y 3. Si
trasladamos a la izquierda las cantidades 180 y con estos parametros, el modelo es

Y1 =a+ € Yo =+ €9 Y3 = —Q + €3 Yo = —a+ €4
ys = B+ €5 ye = B+ €6 yr = —0B+ e ys = =B+ €
Y=—a—0F+e€ yo=—a—F+eo yu=a+F+e1 Yy=a+p+en
donde
Y1 = 1 Y2 = g yz =x3 — 180 yy = x4 — 180
Ys = Ts Ys = Te yr = x7 — 180 yg = xg — 180
Yo = x9 — 180 y10 = 210 — 180 y11 = 21y Y12 = X12
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Deseamos contrastar la hipotesis de que el triangulo es equilatero, es decir, que a = b =
¢ = 60. Pero si a = 60,b = 60, ¢ es automaticamente 60, luego la hipotesis es

Hy:a=p3=60
con 2 grados de libertad, no 3. Resolver el contraste.

Ejercicio 5.10

Con el modelo cross-over expuesto en el ejemplo 5.3.2 calcular los siguientes elementos:

(a) Una estimacién de los parametros mediante la férmula (X, DX )~ X,DY.

(b) La suma de cuadrados residual

SCR=Y'Y-YPY=> ¢ -YPY
4 4
- N, (Z 7Y s§> ~Y'PY
i=1 i=1
4 4
= N, (Z DY 53) — Y'DXp(X3DXp) X3DY
i=1 i=1

(c) La estimacién de la funcién paramétrica o — 3y su varianza.

(d) El estadistico con distribuciéon ¢ de Student para contrastar la hipdtesis Hy : o« = 3

_BA

_a-pg
ee(a — B3)

cuyo cuadrado coincide con el estadistico F' del ejemplo.

t =
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Capitulo 6

Regresion lineal simple

Sea Y una variable aleatoria y x una variable controlable, es decir, los valores que toma x
son fijados por el experimentador. Supongamos que calculamos Y para diferentes valores
de x de acuerdo con el siguiente modelo

yi:ﬁO‘i‘ﬁlﬂfi—'—Ei izl,...,n (61)

donde E(¢;) =0, var(e;) =0 i=1,...,n.

Este modelo es la formulacion lineal del problema de hallar la recta de regresién de Y sobre
x. Los parametros 3y, 1 reciben el nombre de coeficientes de regresion. El pardametro 3
es la ordenada en el origen, intercept en inglés, y 31 es la pendiente de la recta, slope en
inglés. La expresion matricial de 6.1 es

Y1 1 = €1

= G rg X = 2
B
Yn Lz, €n

Ahora podemos aplicar toda la teoria general desarrollada en los capitulos anteriores para
un modelo lineal cualquiera, al caso particular de la regresion lineal simple.

6.1. Estimacién de los coeficientes de regresion

Con los datos observados se pueden calcular los siguientes estadisticos

z=(1/n)y x5y =(1/n) 3 (x;—2)°
g=0/m)Yy sy =(1/n)X(vi—9)
Sey = (1/n) Y (i = 2)(y: = 7)

donde 7,7, s2, 312;7 Szy son las medias, varianzas y covarianzas muestrales, aunque el signi-
ficado de s2 y sy €s convencional pues x no es variable aleatoria. Con esta notacién las
ecuaciones normales son:

oo n  nT Bo \ _ ny
XXB=XY = (m; Zx?)(ﬁ(;)_(zfiyi)

(X'X)~! = 1 <(1/n)_2x§ —x)

2 -
ns; z 1

y como
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la solucién es

0o =y— bz
A1 _ S:cy _ Say
Sy 82

donde

Say = inyi — (1/n) sz Zyz = Z(ﬂﬁz —ZI)(Yi —Y) =N Say
So =Y at = (1n)(Yw) =Y (wi—2)* = ns

En el ejercicio 6.2 se ven otras formas de expresar (3.
La recta de regresion es
y = Po+ frx

que se expresa también en la forma
y—y=pi(z—72)

lo que deja claro que la recta pasa por el punto (Z,7) vy que el modelo es valido en el
rango de las z;, centrado en z. Esta es también la recta que se obtiene a partir del modelo
equivalente con los datos x; centrados (ver ejemplo 5.6.2 y ejercicio 6.3).

Recordemos que por lo que hemos estudiado, estas estimaciones son insesgadas y de
varianza minima entre todos los estimadores lineales (teorema de Gauss-Markov). Las
varianzas y covarianza de los estimadores son

ar(B) = Va{(@o} COV(BOZBI) — S2(XIX)!
var(B) <cov(60,61) var () > (X'X) (6.2)

Es decir

Ejemplo 6.1.1

Vamos a ilustrar el cdlculo “manual” de las estimaciones de los pardmetros con un ejemplo
muy sencillo de muy pocos datos.

Supongamos que una empresa de compra-venta de automoviles organiza exposiciones los
fines de semana i contrata un niumero variable de vendedores que oscila entre 3 y 8.
El gerente de esta empresa quiere estudiar la relacion entre el numero de vendedores
y el numero de coches vendidos ya que, si es posible, podria prever las ventas a partir
del numero de vendedores que contrata. Para aclararlo, el gerente examina el registro
de ventas de los ultimos cuatro meses y localiza un periodo de 10 semanas durante las
cuales mo hubo ningun incentivo especial ni a la venta ni a la compra. El numero de
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Grafico de dispersion

10

Semana | Vendedores | Coches 30 -
1 5 10
2 6 20 » 20 . L 2 *
3 5 18 2 *
Q *
4 4 10 8 10 - . :
5 3 7 *
6 4 14
7 7 21 0 T T T T 1
8 6 15 0 2 4 6 8
9 5 13 Vendedores
10 8 22

Cuadro 6.1: Datos de las ventas en 10 semanas y gréfico de dispersién

coches vendidos durante este periodo y el nimero de vendedores empleados en cada caso
se muestra en la tabla adjunta.

Para examinar esta relacion es muy util empezar por dibujar un diagrama de dispersion.
Este grafico muestra una relacion bastante evidente entre el numero de vendedores y las
ventas, relacion que se podia esperar. Vamos a cuantificarla con la ayuda de la recta de
regresion MC.

En la siguiente tabla tenemos los cdlculos necesarios para obtener los coeficientes de
regresion, las predicciones, los residuos y la suma de cuadrados de los errores para los
datos de las 10 semanas. Esta tabla se ha calculado con una hoja de calculo, lo que permite
una mayor precision en los cdlculos sucesivos.

i x; Vi x? T3 Ui e; e?
1 5 10 25 50 1410 —410 1685
2 6 20 36 120 17,09 2,91 8,47
3 5 18 25 90 14,10 3,90 15,18
4 4 10 16 40 11,12 1,12 1,25
5 3 7 9 21 813 —113 129
6 1 14 16 56 11,12 288 830
7 7 21 49 147 20,07 0,93 0,86
8 6 15 36 90 17,09 —2,09 4,37
9 5 13 25 65 1410 —1,10 1,22
10 8 22 64 176 2306 —106 1,12
Suma 53 150 301 855 0 58,90
Media 5,3 15

Cuadro 6.2: Célculos de regresion simple para los datos de ventas

Con estos cdlculos, las estimaciones de los coeficientes de regresion son
~ 855 — 1553150

'T301 - & (53)2
o =15 — By - 5,3 = —0,820896

= 2,9850746
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La ecuacion de la recta de regresion es
y = —0,821 4 2,985z

o también
y — 15 =2,985 (x — 5,3)

Para calcular la precision de estas estimaciones, primero debemos estimar la varianza del
modelo.

Nota: Una aplicacion de hojas de calculo como Microsoft Excel tiene la funcién ESTI-
MACION.LINEAL que calcula de forma directa los coeficientes de regresién y algunos
estadisticos mas. Otra funcién matricial es TENDENCIA que permite calcular directa-
mente las predicciones. Ademas, Excel lleva un conjunto de macros opcionales llamadas
“Herramientas para analisis” que, entre otras cosas, calculan una regresion lineal comple-
ta.

En el ejemplo anterior, se comprueba que las suma de los residuos es cero, salvo problemas
de redondeo. Esto no es una casualidad. Vamos a ver algunas propiedades adicionales para

A

las predicciones 1; = [y + f1x; v para los residuos e; = y; — 9;, cuya demostracion se deja
para el lector (ver ejercicio 6.4).

(i) La suma de los residuos es cero: ) e; = 0.

(ii) La suma de los residuos ponderada por los valores de la variable regresora es cero:
Z €T;e; = 0.

(i) >y = > 0

(iv) La suma de los residuos ponderada por las predicciones de los valores observados
es cero: » gie; = 0.

6.2. Medidas de ajuste

La evaluacién global del ajuste de la regresién se puede hacer con la SCR o, mejor, con
la varianza muestral de los residuos (1/n) > €?. Pero los residuos no son todos indepen-
dientes, si no que estén ligados por dos ecuaciones (la (i) y la (ii) de arriba), de forma
que utilizaremos la llamada varianza residual o estimaciéon MC de o

62 = SCR/(n —2)

Su raiz cuadrada &, que tiene las mismas unidades que Y, es el llamado error estindar
de la regresion. La varianza residual o el error estandar son indices de la precision del
modelo, pero dependen de las unidades de la variable respuesta y no son ttiles para
comparar rectas de regresion de variables diferentes. Otra medida de ajuste requiere una
adecuada descomposicién de la variabilidad de la variable respuesta.

Teorema 6.2.1

Consideremos el coeficiente de correlaciéon muestral, cuyo significado es convencional,

Sy S,
= T _ y

525, (509,172

Entonces se verifican las siguientes relaciones
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() (v —9)° =2 (v — 9> + 220 — )
(ii) SCR =3 "(yi — 9:)* = 1 =) X(vi —9)* = 1 —1%)S,
(iii) 6% = (3e€f)/(n—2) = (1 —1?)S,/(n—2)
Demostracion:
M wi=9)=> (i —9i+ 5 —9)°
= W= 0+ @i -9 +2> (v —5) (@ — 9)
pero 3 (yi — 9:) (9 —4) = >-(yi — 9:) 9 — ¥ 2-(y; — §;) = 0 por las propiedades del apartado

anterior. También podemos recordar la ortogonalidad de los subespacios de los errores y
de las estimaciones. Queda asi demostrada la relacién (i).

Por otra parte, es facil ver que

Z@z‘ — 9 =4 Z(%‘ -z = Z(yi -7)°

de forma que finalmente

w0’ =Y wi—9)+r> (-0’
D=5 =01=r)> (4 —5)

Como consecuencia tenemos que el estimador centrado de la varianza o2 del modelo 6.1
es

Luego

6% =SCR/(n —2) = (1 —1*)S,/(n—2) (6.6)
u

La descomposiciéon de la suma de cuadrados de las observaciones en dos términos inde-
pendientes se interpreta asi: la variabilidad de la variable Y se descompone en un primer
término que refleja la variabilidad no explicada por la regresion, que es debida al azar, y
el segundo término que contiene la variabilidad explicada o eliminada por la regresion y
puede interpretarse como la parte determinista de la variabilidad de la respuesta.

Podemos definir:
Variacién total = VT = Z(yZ —9)? =25,
Variacién no explicada = VNE = 2:(?;Z — ;) = SCR
Variacién explicada = VE = Z@’ — )% = BngC

de forma que
VT = VNE + VE (6.7)

Definicién 6.2.1

Una medida del ajuste de la recta de regresion a los datos es la proporcion de variabilidad
explicada que definimos con el nombre de coeficiente de determinacion asi:

VE _SCR

2——:
=37 S,
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Esta medida se puede utilizar en cualquier tipo de regresiéon, pero en el caso particular
de la regresion lineal simple con una recta tenemos

R2—1_ (1—r2)8, — 2
Sy
que es el cuadrado del coeficiente de correlacion lineal entre las dos variables.

El coeficiente de determinacién R? es una medida de la bondad del ajuste, 0 < R? < 1,
mientras que el coeficiente de correlacion es una medida de la dependencia lineal entre
las dos variables, cuando son aleatorias y s6lo hay una variable regresora.

Ejemplo 6.2.1

Continuando con el ejemplo de los datos de ventas tenemos:

SCR = 58,896
6% =58,.896/8 = 7,362 & =2,713
VT = S, = 238
58,896
R*=1-"—"_""=0,7525
238 ’

6.3. Inferencia sobre los parametros de regresién

Supongamos que el modelo 6.1 es un modelo lineal normal. Entonces (ver teorema 2.6.1)
se verifica que

B = (BO, Bl)/ ~ Na(B,var(3))
donde / / /
- _ 1/n+2/S, —x/S
_ 2 / 1 2 T T
var(3) = o (X'X) ™" =0 ( _3/S, 1/5, )
como hemos visto en 6.2-6.5. Ademas sabemos que B es independiente de SCR.
Como consecuencia de estas distribuciones hemos demostrado (ver 3.4 o 5.10) que para
contrastar una hipétesis del tipo Hy : a’3 = ¢ se utiliza el estadistico
a’ ,@ —c

' P XX) Ta)) o

que seguira una distribucion t,,_o, si Hy es cierta.

6.3.1. Hipotesis sobre la pendiente

El contraste de la hipétesis Hy : (; = by frente a Hy : 31 # by se resuelve rechazando Hy
si
B — b

(CEATE R

donde P[|t,—a| > tp_a(a)] = a.
En particular, estamos interesados en contrastar si la pendiente es cero, es decir, la hipote-
sis Hy : 1 = 0. Vamos a deducir este contraste directamente.
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Si Hy : 1 = 0 es cierta, el modelo 6.1 se simplifica y se convierte en

yi = Bo + €

de donde R
SCRu =Y (yi — bom)* =Y _(4: —9)* =S, (6.9)
dado que BmH =1.
Por el teorema 6.2.1 sabemos que SCR = (1 — r?)S,, de manera que
_ SCRy —SCR S, —(1-7%)S, (n—2) r?
~ SCR/(n—2)  (1-72)8,/(n—2)

Finalmente,

B - vn—2
t_\/ﬁ_T—m

sigue la distribucion ¢ de Student con n — 2 grados de libertad.

(6.10)

Este contraste Hy : 3y = 0 se llama contraste para la significacion de la regresion y se
formaliza en una tabla de analisis de la varianza donde se explicita la descomposicién de
la suma de cuadrados 6.7.

Fuente de | grados de  suma de cuadrados

variacion libertad  cuadrados medios F
Regresion 1 B1Szy CMg CMg/ECM
Error n—2 SCR ECM

Total n—1 Sy

Cuadro 6.3: Tabla del analisis de la varianza para contrastar la significacién de la regresién

El hecho de aceptar Hy : 1 = 0 puede implicar que la mejor prediccion para todas las
observaciones es ¥, ya que la variable x no influye, y la regresion es inutil. Pero también
podria pasar que la relaciéon no fuera de tipo recta.

Rechazar la hipétesis Hy : 51 = 0 puede implicar que el modelo lineal 6.1 es adecuado.
Pero también podria ocurrir que no lo sea. En todo caso, es muy importante no confundir
la significacion de la regresién con una prueba de causalidad. Los modelos de regresion
unicamente cuantifican la relacién lineal entre la variable respuesta y las variables expli-
cativas, una en el caso simple, pero no justifican que éstas sean la causa de aquella.
Tanto la adecuacién del modelo 6.1, como la hipdtesis de normalidad han de estudiarse
a través del andlisis de los residuos.

6.3.2. Hipodtesis sobre el punto de intercepcién

Para el contraste de hipétesis Hy : By = by, se utiliza el estadistico

Bo — bo

L= Ut 2 /5P

que, si la hipdtesis es cierta, sigue una distribucion ¢t de Student con n — 2 grados de
libertad.
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6.3.3. Intervalos de confianza para los parametros

Ademsés de los estimadores puntuales de 3y, 31 v 02, con las distribuciones estudiadas
podemos proporcionar intervalos de confianza para estos parametros. El ancho de estos
intervalos estara en funcién de la calidad de la recta de regresion.

Con la hipotesis de normalidad y teniendo en cuenta las distribuciones de BO y By estu-
diadas, un intervalo de confianza para la pendiente /3, con nivel de confianza 100(1 —a) %
es

B £ty o(a) - (62/S,)1?
donde t,_o(a) es tal que P[|t,_o| < tp_a(a)] =1—a.
Analogamente, para 3y es

Bo £ tuala) - (67(Lfn + 22/S,)
Las cantidades
ce(fr) = (62/5:)Y2 eelfh) = (6%(1/n +72/S.))"

son los errores estdndar de la pendiente 31 y la intercepciéon [y, respectivamente. Se trata
de estimaciones de la desviacién tipica de los estimadores. Son medidas de la precision
de la estimacién de los parametros.

Como sabemos
o oCR 1
o

= S, (1 —1?)

n—2 n-—2""
es el estimador insesgado de o2 y la distribucién de SCR/0? es ~ x2_,. Asi, el intervalo
de confianza al 100(1 — a) % de o2 es

SCR , SCR
<o <

Xna(a/2) = 7 xao(1—a/2)

donde x2_,(a/2) y x%_5(1 — /2) son los valores de una x2_, para que la suma de las
probabilidades de las colas sea a.

6.3.4. Intervalo para la respuesta media

Uno de los usos principales de los modelos de regresion es la estimacion de la respuesta
media E[Y |zo] para un valor particular zq de la variable regresora. Asumiremos que xq es
un valor dentro del recorrido de los datos originales de z. Un estimador puntual insesgado
de E[Y|xo] se obtiene con la prediccién

Jo = Bo + iz = § + Pi(z0 — T)
Podemos interpretar 5y + 19 como una funcién paramétrica estimable
Bo + Bizo = (1,20)8 = %8
cuyo estimador es gy = nga, de manera que

var(x)8) = o2 x,(X'X) '
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y el error estandar de X{)B es
ce(x(B) = [6*(1/n + (xo — 7)*/S,)]"/?

Entonces, el intervalo de confianza para la respuesta media E[Y|z¢] es

) /1 To — T)2
yoitn_g(a)-a\/ﬁ—k%

Destacaremos el hecho de que evidentemente el ancho del intervalo depende de x, es
minimo para xg = I y crece cuando |rg — Z| crece. Esto es intuitivamente razonable.

6.3.5. Prediccion de nuevas observaciones

Otra de las importantes aplicaciones de los modelos de regresién es la prediccién de
nuevas observaciones para un valor xy de la variable regresora. El intervalo definido en el
apartado anterior es adecuado para el valor esperado de la respuesta, ahora queremos un
intervalo de prediccion para una respuesta individual concreta. Estos intervalos reciben el
nombre de intervalos de prediccién en lugar de intervalos de confianza, ya que se reserva
el nombre de intervalo de confianza para los que se construyen como estimacion de un
parametro. Los intervalos de prediccion tienen en cuenta la variabilidad en la predicciéon
del valor medio y la variabilidad al exigir una respuesta individual.

Si zq es el valor de nuestro interés, entonces
Yo = Bo + P17o
es el estimador puntual de un nuevo valor de la respuesta Yy = Y|xo.
Si consideramos la obtencion de un intervalo de confianza para esta futura observacion
Yp, el intervalo de confianza para la respuesta media en x = x( es inapropiado ya que es
un intervalo sobre la media de Yy (un pardmetro), no sobre futuras observaciones de la
distribucion.
Se puede hallar un intervalo de prediccién para una respuesta concreta de Y{ del siguiente
modo:
Consideremos la variable aleatoria Yy — go ~ N(0, var(Yy — o)) donde
1 (%0 — f)Q
var(Yy — o) = 02 + o2 | — +
(Yo — 9o) n S

ya que Yy, una futura observacién, es independiente de gj.

Si utilizamos el valor muestral de 7 para predecir Y}, obtenemos un intervalo de prediccion
al 100(1 — ) % para Yy

. . 1 (v —7)
b, o) G4)1 4+ = ¢ 0
Yo 2(06) O'\/ + n + Sr

Este resultado se puede generalizar al caso de un intervalo de prediccién al 100(1 — «) %
para la media de k futuras observaciones de la variable respuesta cuando x = xy. Si 7 es
la media de k futuras observaciones para r = xp, un estimador de gy es 7y de forma que

el intervalo es
. 11 (zg— )2
+t,_ . - -
7o o) 0\/k + - + 5
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6.3.6. Region de confianza y intervalos de confianza simultaneos

Habitualmente, los intervalos de confianza se dan de forma conjunta para los dos pardame-
tros (g, 81 de la regresion simple. Sin embargo, la confianza conjunta de ambos intervalos
no es 100(1—a) %, aunque los dos se hayan construido para verificar ese nivel de confianza.
Si deseamos que el nivel de confianza conjunta sea el 100(1 — «) % debemos construir una
region de confianza o, alternativamente, los llamados intervalos de confianza simulténeos.

A partir de la distribucién de la ecuacién 5.9 sabemos que, en general,

(AB — AB)(A(X'X)"A')"'(AB — AB)/q

k= SCR/(n —r)

~ Fq,n—r

donde, en este caso, A3 = I3 = (Bo, 1) v q = 2. Asi pues

(B - B)X'X(B - B)
2ECM

~ [T nx

Con esta distribucién se puede construir una regién de confianza al 100(1 — a) % para
0o, B1 conjuntamente que viene dada por la elipse

(B - B)X'X(B - B)
2ECM

~ F2,n—2

< Fypo(a)

Con el mismo objetivo, se pueden utilizar diversos métodos de obtencién de intervalos

simultaneos del tipo ) )
BitA-ee(d;)  j=0,1

Por ejemplo, el método de Scheffé proporciona los intervalos simultaneos

A

Bj + (QFQ,n_Q(CY))l/2 . ee(ﬁj) ] = O, 1

6.4. Regresion pasando por el origen

Supongamos que, por alguna razén justificada, el experimentador decide proponer el
modelo de regresion simple

Yi = B1x; + € t=1,...,n

que carece del término [.
El estimador MC del parametro (3; es

y su varianza es




El estimador de o2 es
1 ~
52 — 1= — 2 _ s
6 =SCR/(n—1) — (E y; — B E aczy2> (6.11)

Con la hip6tesis de normalidad se pueden construir intervalos de confianza al 100(1—a) %

para (3

A R 1
61 + tn_l(Oé) -0 -5

2w
para E[Y |z

QO + tn,l(a) . (3'
y para predecir una futura observacion

2
)
T

2

Es preciso estar muy seguros para utilizar este modelo. Frecuentemente la relacion entre
la variable respuesta Y y la variable regresora x varia cerca del origen. Hay ejemplos
en quimica y en otras ciencias. El diagrama de dispersién nos puede ayudar a decidir el
mejor modelo. Si no estamos seguros, es mejor utilizar el modelo completo y contrastar
la hipétesis Hy : By = 0.

Una medida del ajuste del modelo a los datos es el error cuadratico medio 6.11 que se
puede comparar con el del modelo completo 6.6. El coeficiente de determinacién R? no
es un buen indice para comparar los dos tipos de modelos.

fg():l:tn_l(Oé) o) 1+ )

i

Para el modelo sin 3y, la descomposicion

D= wi— 07+ i

justifica que la definicion del coeficiente de determinacion sea
2=
2y

que no es comparable con el R? de la definicién 6.2.1. De hecho puede ocurrir que R3 > R?,
aunque ECM, < ECM.

6.5. Correlacion

Consideremos la situacién en la que las dos variables son aleatorias, tanto la la variable
respuesta como la variable explicativa o regresora. De modo que tomamos una muestra
aleatoria simple de tamano n formada por las parejas (z1,y1), . . ., (Zn, yn) de dos variables
aleatorias (X,Y") con distribucién conjunta normal bivariante

2
(X,Y) ~ Nl S) = (pn i) 2:( o ‘““;”)

01020 0y

donde cov(X,Y) = g109p y p es el coeficiente de correlacién entre Y y X.
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La distribucién condicionada de Y dado un valor de X = z es
Y|X =2~ N(B+ frz,03,)
donde

o
Po = p1 — M2—2/?
01
o
b= —2P
o1
= aH(1 - )
De modo que la esperanza de Y| X = z es el modelo de regresion lineal simple
ElY|X =z| =6y + bz

Ademas, hay una clara relacion entre 51 y p, p = 0 < (; = 0, en cuyo caso no hay
regresion lineal, es decir, el conocimiento de X = x no nos ayuda a predecir Y.

El método de la méaxima verosimilitud proporciona estimadores de 3y y 51 que coinciden
con los estimadores MC.

Ahora también es posible plantearse inferencias sobre el parametro p. En primer lugar,

el estimador natural de p es
Sy

(Sﬂfsy)l/Z

. IS 1/2
()

Asi, 81 vy r estan relacionados, pero mientras r representa una medida de la asociacién
entre X e Y, (1 mide el grado de prediccién en Y por unidad de X.

T =

Nota: Ya hemos advertido de que cuando X es una variable controlada, r tiene un sig-
nificado convencional, porque su magnitud depende de la elecciéon del espaciado de los
valores x;. En este caso, p no existe y r no es un estimador.

También sabemos que 72 = R?, de modo que el coeficiente de determinacién es el cuadrado
de la correlacién.

Finalmente, el principal contraste sobre p es el de incorrelacion Hy : p = 0 que es equiva-
lente a Hy : 31 = 0 y se resuelve con el estadistico

rvn — 2
V1—1r?

que, si Hy es cierta, sigue una distribucion ¢, _s.

t =

6.6. Caracter lineal de la regresion simple

Supongamos ahora que estamos interesados en decidir si la regresion de Y sobre x es
realmente lineal. Consideremos las hipdtesis

Hy:Y; = By + bz + €
Hy:Y;=g(x;) + ¢
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donde g(x) es una funcién no lineal desconocida de z. Sin embargo, vamos a ver que
podemos reconducir el contraste a la situacion prevista en la seccion 5.6.2 para la eleccién
entre dos modelos lineales.

Necesitamos n; valores de Y para cada z;. Con un cambio de notacién, para cada i =
1,...,k, sean

Ti D Yity - Ying i = (1/ni) 25 i sy, = (1/ni) 325 (vis — 0:)?
y=(1/n)> 2 vij 332; (/n) 3w — 9 n=ni+-+mny
Introducimos a continuacion el coeficiente
k 2
1 S
~D Yi
=1-—- i 6.12
0 nz;n% (6.12)

que verifica 0 < 7? < 1, y mide el grado de concentracién de los puntos (z;,y;;) a lo largo
de la curva y = g(x) (ver figura 6.1).

Figura 6.1: Curva que mejor se ajusta a los datos

Si indicamos §; = g(v;) @ = 1,..., k convertimos la hipétesis H; en una hipétesis lineal
con k parametros. Cuando H; es cierta, la estimacién de 6; es §; = g;. La identidad

SCRy = SCR + (SCRy — SCR)
es entonces
Z(yij — fo — i)’ = Z(?JU —0:)° + an(gz — fo — Bra:)’
irj ij i
Dividiendo por n tenemos
21— ) = 21— )+ 52— )

y el contraste para decidir si la regresion es lineal se resuelve a través del estadistico

2 —r?)/(k—2

(1 =7%)/(n —k)
que tiene (k —2) y (n — k) grados de libertad. Si F' resulta significativa, rechazaremos el
caracter lineal de la regresion.
Observaciones:
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1) Solamente se puede aplicar este test si se tienen n; > 1 observaciones de Y para
cada z; (i =1,...,k).

2) 7% es una versién muestral de la llamada razdén de correlacién entre dos variables
aleatorias X, Y
g2 = ElleX) — E(Y))*]
var(Y)

siendo
y=glx) = B(Y|X = 2)

la curva de regresién de la media de Y sobre X. Este coeficiente n? verifica:
a) 0<n?<1
b) 7 =0=y = E(Y) (la curva es la recta y = constante).

c) *=1=y=g(X) (Y es funcién de X)

3) Andlogamente, podemos también plantear la hipétesis de que Y es alguna funcién
(no lineal) de x frente a la hip6tesis nula de que no hay ningin tipo de relacién.
Las hipdtesis son:

Hy:yi=p+e
Hy:y=g(x;) + e

siendo p constante. Entonces, con las mismas notaciones de antes,

SCRy = Z(ym —7)? conn—1gl

i,J
SCR = Z(ym — ;)2 conn—k gl
i,
Operando, se llega al estadistico
7°/(k — 1)
(L=49%)/(n—k)

Comparando 6.14 con 6.10, podemos interpretar 6.14 como una prueba de signifi-
cacién de la razén de correlacion.

F =

(6.14)

Ejemplo 6.6.1

Se mide la luminosidad (en limenes) de un cierto tipo de ldmparas después de un tiempo
determinado de funcionamiento (en horas). Los resultados para una serie de 3,2,3,2 y 2
lamparas fueron:

Tiempo (x) Luminosidad (Y)

250 5460 5475 5400 (ny=3)
500 4800 4700 (ng = 2)
750 4580 4600 4520 (ns=3)
1000 4320 4300 (ny =2)
1250 4000 4010 (ns = 2)
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Con estos datos podemos ilustrar algunos aspectos de la regresion lineal de la luminosidad
sobre el tiempo de funcionamiento.

= Recta de regresion y coeficiente de correlacion:
T ="708,33 ¢y =4680,42 n=12
s, = 351,09 s, = 500,08 s,, = —170190,97
r=-0969 5 =-1,381
y — 4680,42 = —1,381(x — 708,33)

La hipétesis Hy : 1 = 0 debe ser rechazada pues (ver 6.10) obtenemos t = 12,403
(10 g.l.) que es muy significativo.

= Razon de correlacion y cardcter lineal de la regresion:

y1 = 5445 1o = 4750 y3 = 4566,7 y4 = 4310 g5 = 4005
sa, =1050 s7, =2500 s =1155,5 s =100 s =25

Ys

y = 4680,42 5?2} = 250077 n=12 k=5

<N

Aplicando 6.13
0,996 — 0,939)/3

(1-0,996)/7
con 3y 7 g.l. Se puede rechazar que la regresion es lineal.

Aplicando ahora 6.14

po = 33,3

0,996/4
F=—""1" 4357
(1-0,996)/7 ’

vemos que la razon de correlacion es muy significativa.

6.7. Comparacién de rectas

En primer lugar, vamos a estudiar detalladamente la comparacién de dos rectas, ya que
en este caso las férmulas son un poco mas sencillas. A continuacion presentaremos el caso
general cuyos detalles pueden verse en Seber[65] pag. 197-205.

6.7.1. Dos rectas
Consideremos dos muestras independientes de tamanos ny y ns

($11, yn), (IE12, 912), sy ($1n1791n1)

(1321, y21), (5522; y22), ceey (@nuyzm)

sobre la misma variable regresora x y la misma variable respuesta Y con distribucion
normal, pero para dos poblaciones distintas.
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Los dos modelos de regresion simple para las dos poblaciones por separado son

Y1 = a1 + P11 + €1 t=1,...,m

Yoi = Qg + [Bola; + €9 1=1,...,n9

y sus estimadores MC son

1/2
W = Jn — T b= (2 h=1,2
ap = Yn — BnTh Br=Th S =1L
zh
donde Zp, Szh, Un, Syn, Tn son las medias, sumas de cuadrados de las desviaciones y coefi-
ciente de correlacién para cada una de las muestras h = 1, 2 respectivamente.
También deberemos considerar z,S;, ¥, Sy, r las medias, sumas de cuadrados de las des-
viaciones y coeficiente de correlacién de las dos muestras conjuntamente.
Vamos a considerar las dos regresiones simples como un unico modelo lineal. Para ello
hacemos
!/
Y = (Y11, Yings Y215 - - Yons)

y
1 0 z4 0
aq
1
Xy = 0 (1) xb’“ 3321 gi
Co : : e
01 0 o,

donde X es (ny + ny) x 4 de rg(X) = 4.

Asi pues, el modelo que presenta a las dos regresiones simples conjuntamente Y = Xy +€
es un modelo lineal siempre que los errores verifiquen las condiciones de Gauss-Markov.
Entonces es necesario suponer que las varianzas de los errores para las dos poblaciones
son iguales o} = o73.

Para este modelo lineal, las estimaciones MC de los parametros aq, as, 31, B2 coinciden
con las estimaciones MC de las rectas por separado &1, (s, Bl, Bg y la suma de cuadrados
residual es

SCR = Z(yu — Qg — Bll’u)Q + Z(y% —Qp — Bﬂ%)Q
=1 s ) (6.15)
= SCR1 -+ SCR2 = Syl(l — 7'1) + Syg(l — 7'2)

= Pyl — B%le + SyQ — BSSQ;Q

Para contrastar la hipétesis de homogeneidad de varianzas Hy : 03 = 02 podemos utilizar
el estadistico

~ SCRy/(n1 —2)
N SCRQ/(RQ — 2)

y la estimacion de la varianza comun es

F

~ Fn1—2,n2—2

También se pueden utilizar los contrastes que se explican en la seccién 6.7.3.
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Test de coincidencia

Se trata de investigar si las dos rectas se pueden considerar iguales, es decir, vamos a
contrastar la hipotesis

Hy:oq = a9, 01 =0

Esta es una hipétesis lineal contrastable (el modelo es de rango maximo) del tipo Hy :
A~ =0 con
aq

(1 =10 0)[a
A7_(0 0 1 —1) By
o

donde A es 2 x4y q=rg A = 2. Luego podriamos utilizar las formulas obtenidas para
el contraste. Sin embargo, en este caso es mucho mas facil calcular directamente la suma
de cuadrados bajo la hipdtesis.

Bajo Hj la estimacion MC de los pardmetros comunes a = oy = ap vy 3 = 1 = (5 es
sencillamente la que se obtiene del modelo lineal conjunto, es decir, una unica recta de
regresion con todos los datos juntos:

||
QQI

Luego

_ 57
/S,
- (s—)

SCRy = Z(yu —a’ - 5*%1‘)2 + Z(yzz —a — 5*@@')2
=1 =1

=S,(1—1?%
De modo que el estadistico F' es

(SCRy — SCR)/2  (S,(1 —r?) — SCR)/2
SCR/(m + ng — 4) n ECM

F = (6.16)

con distribucion Fj,,,4pn,—4, si Hy es cierta.

Test de paralelismo

Ahora queremos comprobar la hipotesis
Hy : 1 = B

paralaque Aesl x4dyqg=1rg A=1.
Bajo H|, la estimacion MC de los pardmetros ay,as y = 1 = (2 se obtiene de la
minimizacion de

ni n2
§= Z(yli —Qap — ﬁ-rli)z + Z(?/Qz — Qg — 59321')2
i=1 i=1
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Las derivadas parciales son

15) =
aTi _ ; 2 yri — ay — Brn) (1)

15) 2
aTi _ ; 2yoi — vz — Br)(—1)

S_g = Z 2(y1i — a1 — Bry)(—zu) + Z 2(yoi — a2 — Prg)(—w2)
i=1 i=1

Al igualar a cero, de las dos primeras ecuaciones tenemos
& =1 — 57 dy = U — 7y
y si sustituimos en la tercera ecuacion
G= Doim iy — 51) + D02 woi(y2i — To)
Yoty i@ — T1) + D02 (w9 — T)
Zh 1 i (Thi = Tn) (Yni — Tn)
S he oty (i — Tp)?

. 7"1(51;153/1)1/2 + 7’2(5z25y2)1/2
le + Sx?

De modo que la suma de cuadrados es

SCRy = Z(yu — oy — Bﬂﬁu)z + Z(Z/m’ — Qg — 53721)2
i=1 i=1
2 np ~
= Z Z(yhi — Jn — B(zm — 1))
h=1 i=1
2 ny _ 2 np
= Z Z(yhi — ) =5 Z Z(ﬂﬂhz — zp)?
h=1 i=1 h=1 i=1

y el numerador del test F' es

2 np
SCRp — SCR = Z By Z (whs — T1)* — 5 Z Z (zhi — Tn)

h=1 i=1 h=1 i=1
Finalmente el estadistico F' se puede escribir

5125:1:1 + 3225:1:2 - 52(511 + S:):Q)
ECM

que bajo la hipdtesis sigue una distribucion F ,, 4n,—a.

F =

En la practica, primero se realiza un test de paralelismo y, si se acepta, se realiza el test

cuyo estadistico es
SCRy — SCRy

SCRH/(TLl + ng — 3)

Finalmente, y si este ultimo ha sido no significativo, procederemos con el contraste de
coincidencia.

F=
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Test de concurrencia

Se trata de comprobar la igualdad de los términos independientes de las dos rectas, es
decir
H{ :ap =y

Como en el apartado anterior, se puede ver que el minimo de la funcién

ni

&= Z(yu —a— firu)’ + Z(ym — a — (omy)?

i=1 i=1

se alcanza cuando

at - u >1 (y _ D ity Ty _ T2 >ic 352i3/2i>
2?211 (yli - Ov‘)fli BZ _ 2:;21 (ygi — d)xzi
n n

. 2 nhp . ni o n2
donde y. = > ) 1 > " Ynis T1. = Y ;0 T Y To = 0 Ty
Con estos resultados se puede calcular la suma de cuadrados

o= (TL1+’I’LQ—

B =

2 np
SCRy» = Z Z(yhi — & = Bhan)?

h=1 i=1

y el estadistico
SCRy» — SCR
ECM

que, bajo Hy, sigue una distribucion Fy ,,n,—4-

F =

El test que acabamos de ver contrasta la concurrencia de las dos rectas en x = 0. Si
deseamos comprobar la concurrencia en un punto x = ¢, bastara aplicar este mismo test
sustituyendo los datos xp; por x; — c. Si lo que queremos es saber simplemente si las
rectas se cortan (en algiin punto), es suficiente con rechazar la hipdtesis de paralelismo.

6.7.2. Varias rectas
Supongamos que tenemos la intencién de comparar H rectas de regresion
Y:ah+ﬁhxh+e hzl,,H

donde E(e) = 0 y var(e) = 02 es la misma para cada recta. Esta tltima condicién
es absolutamente imprescindible para poder aplicar los contrastes estudiados al modelo
lineal conjunto que ahora describiremos.

Para cada h, consideremos los ny, pares (p;, yni) @ = 1,...,n;, de modo que
Yni = Qp + BnZni + €ni i=1,...,mnp

con €p,; independientes e idénticamente distribuidos como N (0, o?).
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!/

SeaY = (y117'-'7y1n17"'7yH17-"7yH7L2) y

&3]
(%)
1 0 0 x3 O 0
01 -0 0 x4 - 0 an
Xy =
R S A S 5
00 ---10 0 - xpy B
B
donde x, = (zp1, ..., Thn, ), paracada h=1,..., H.

Con todo ello disponemos del modelo lineal
Y =X~y +e

donde X es N x 2H, con rg(X) =2H y N = Z}Ile np,.
De esta forma podemos contrastar cualquier hipétesis lineal de la forma Hy : Ay = c.
La estimaciéon MC de los parametros «y, 3, de este modelo se obtiene de cada recta

particular
B _ > i (Wni — Un)(Thi — Tn.) _ (Syh)1/2
" >i(Tni — Tn.)? "\ Sun

ap = Yp. — OrTh.

donde Zy., Szh, Yn., Syn, n son las medias, sumas de cuadrados de las desviaciones y coe-
ficiente de correlacion para cada una de las muestras h = 1,..., H respectivamente.

También la suma de cuadrados general SCR es simplemente la suma de las sumas de
cuadrados de los residuos de cada recta de regresion por separado

Nh

H Th
SCR=Y" (Z(ym‘ —n)* = Bi Y (wni — fh~)2>
h=1 =1 1=1

H H
= SCRy =Y _Syu(l—1})

h=1

h=1
H
22
= Syn — B Sen
h=1

Test de coincidencia

Se trata de investigar si las rectas son iguales, es decir, si

Hy:ay=ay=-=ag(=a); bi=pF=-=pu(=0)

que podemos escribir matricialmente con una matriz A de tamano (2H — 2) x 2H de
rango 2H — 2.
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A partir de las estimaciones MC de los parametros «, 3 que se obtienen de la recta
ajustada con todos los puntos reunidos en una unica muestra, la suma de cuadrados
residual es

H np
SCRy = Z Z (Yni — G — B (wps — f))2

h=1 i=1
H ny H ny,

=3 > =) = (B (w2’
h=1 =1 h=1 i=1

=S,(1—1%

donde

g TSl =g )@ =) (s_>/
on 2oi(Th — 2.2 Sz
y los estadisticos Z.., S5, .., Sy, r son las medias, sumas de cuadrados de las desviaciones
y coeficiente de correlacién de la muestra conjunta.

Entonces el estadistico F' para el contraste de esta hipotesis es

(SCRy — SCR)/(2H — 2)
SCR/(N — 2H)

F = (6.17)

Contraste de paralelismo

Ahora se trata de investigar si las pendientes de las rectas son iguales, es decir, si

H6351:52:"':5H
que matricialmente es equivalente a
oo --010 -0 -1
oo ---001-:--0 -1 a
H - =0
055--.;zz~-.zs(ﬂ)
oo0-.--00©0 -1 —1

En este caso, la matriz A que representa las restricciones de los pardmetros es (H —1)x2H
y su rango es H — 1. De modo que tomando, en el contraste F', los valores ¢ = H — 1,
n= Ny k=2H, el estadistico especificado para este contraste es

(SCRy — SCR)/(H — 1)

F="scr/i~v-2m)

Para calcular el numerador de este estadistico podemos proceder con las férmulas ge-
nerales estudiadas u observar las peculiaridades de este modelo que permiten obtener

SCRy.

Primero hay que minimizar Y, >, (yn: — an— Bzp;)?, de donde se obtienen los estimadores

Gn=1iyn — PBTn. h=1,....H
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G = > on 2 Thi(Yni — Un.)
Don > Thi(Thi — Tp.)
_ Yon > Yni — Un ) (@hi — Th.)
Zh Zz<xhz — Zp.)?
_ >on Th(SﬂchSyh)l/Q
XS

Este ultimo estimador es un estimador conjunto (pooled) de la pendiente comun.

Con estas estimaciones se procede a calcular la suma de cuadrados

H _ H
SCRiy =Y Syn = 2> Sun
h=1 h=1

y el estadistico F' es ) )
(Xon BiSen — 3232y Sen) /(H — 1)
SCR/(N — 2H)

que bajo H{ sigue una distribucion Fy_1 y_2p.

F—

En la practica, es aconsejable comenzar por un contraste de paralelismo y, si se acepta,
continuar con el contraste cuyo estadistico es

(SCRy — SCRy)/(H — 1)

B = T SCRy (N —H 1)

Finalmente, y si este tltimo ha sido no significativo, procederemos con el contraste 6.17.

Test de concurrencia

Deseamos contrastar la hipotesis de que todas las rectas se cortan en un punto del eje de
las Y, es decir, para x = 0:

", _ . _ .
Hi:ap=ay=-=ay(=a)
En este caso, las estimaciones de los parametros bajo la hipotesis son

2 2 -1
s=(N— r. . TH Z71. E :Z T1:Y14 _ TH. E i THiYHi
Ty, § 2
1711 i Hi

y.- e —

donde zp. =D, Tni ¥ Yoo = Do D Yhi-
La suma de cuadrados residual es

SCRir = 3> (yni — & — Buns)?
h i

y con ella se puede calcular el estadistico F' para el contraste

(SCRy» — SCR)/(H — 1)

F="geR/ (N = 2m)
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Cuando los valores de las x son los mismos para todas las rectas, tenemos que n, =ny
rp; = x; para toda h =1,..., H y asi las féormulas son mas simples

§ Hz? \ ' DYy

“ = (H”‘zfx%> (y"‘xgﬁify)
oy il =) Y B
Y. — thl(%_i’y =9y.—x ;I

donde cada [, es la estimacion de la pendiente de la h-ésima recta, mientras que & es el
corte de la recta de regresion media.

En este caso

2 =\2
- LiYni o Ly —
SCRuv =3 wii — <Zh§?x2yh S g 2T (Z — )
h i 1 7 (3 7

Ademas, como .. y 3, estan incorrelacionados

A

o, var(fGy)
2
ot (1 T o’y a3
- H (ﬁ " Zz(xl - x)Q) nH Zz(xz —I)?

de modo que tenemos la posibilidad de construir un intervalo de confianza para « ya que

} nH Y (z; — )2\

var(a) = var(y.)+ Hz

donde ECM = SCR/(nH — 2H).

Por otra parte, también podemos estudiar si las rectas se cortan en un punto x = ¢ distinto
del cero. Simplemente reemplazaremos x,; por xp; — ¢ en todas las formulas anteriores.
La coordenada y del punto de corte sigue siendo estimada por a.

Sin embargo, si el punto de corte es desconocido x = ¢, la hipdtesis a contrastar es mucho
mas complicada

HY' : oy + Bro = cte. = a + B¢ h=12....h

o también _ _
H,,,‘ozl—a_ _ag —Q

. ~ .= -

B — B Bu — B

y desgraciadamente no es lineal.

6.7.3. Contraste para la igualdad de varianzas

En los contrastes de comparacién de rectas se hace la suposicion de la igualdad de las
varianzas o; de los modelos lineales simples h = 1,..., H.

Los estimadores de dichas varianzas son los errores cuadréaticos medios particulares

> (Y — Un. — Bh(xhi — Tp.))?

nh—2

S2=
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y sabemos que
(nn — 2)Si/or ~ X2, _ h=1,....H indep.

Para contrastar la hipotesis

L2 _ 2
Hy:0{=--=0y

hay varios métodos, desde los més clasicos de Bartlett(1937) o Hartley(1950), muy sensi-
bles a la no normalidad de los datos, hasta los mas robustos entre los que destaca el de
Levene con sus variantes.

Si hacemos f; = nj, — 2, el test de Bartlett es

(>~ fu)logS? — > ( frlogSs)

T =
C

donde S 52 Zfil (3 )
h - h
H ST A

. . . 2
Si Hj es cierta, aproximadamente 7" ~ x7,_;.

Cuando los fj, son todos iguales, Hartley propone el estadistico

max{S:,...,S%}
F=—— 2
min{S;,..., 5%}

Sin embargo, como se trata de comparar las varianzas a partir de las observaciones o
réplicas de H poblaciones, es mejor considerar el problema como un analisis de la varianza
de un factor. La prueba robusta de Levene sobre la homogeneidad de varianzas se basa
en el andlisis de la varianza de un factor con los datos zj; = |yn; — yn.|. Para reforzar la
resistencia del método se puede utilizar como medida de localizacién la mediana.

Finalmente podemos anadir que, cuando la heterogeneidad de las varianzas es evidente,
siempre es posible estudiar alguna transformacion potencia de los datos originales y,; que
mejore la situacion.

6.8. Un ejemplo para la reflexion

La siguiente tabla presenta cinco conjuntos de datos para cinco modelos de regresion
simple diferentes: los datos bajo el encabezamiento z(a-d) son los valores de una variable
regresora que es comun en las cuatro regresiones con las variables respuesta y(a), y(b),
y(c) y y(d). Las series de datos z(e) y y(e) definen otra regresion.

Se puede comprobar que, en los cinco casos, la regresion de y sobre x conduce exactamente
a la misma recta
y = 0,520 + 0,809z

La varianza explicada, la no explicada i la varianza residual son idénticas en todas las
regresiones, asi como también el coeficiente de determinacion.

Por lo tanto, las cinco regresiones parecen ser formalmente idénticas. A pesar de ello, si
dibujamos en cada caso los diagramas de dispersion y la recta de regresién, observaremos
que nuestra impresion se modifica radicalmente: en la pagina 116 tenemos los graficos
para los cinco conjuntos de datos.
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obs. | zi(a-d) | y(a) | y(b) | w(c) | y(d) | =(e) | yle)
1 7 5535 | 0,103 | 7,399 | 3,864 | 13,715 | 5,654
2 8 9,942 | 3,770 | 8546 | 4,942 | 13,715 | 7,072
3 9 4,249 | 7,426 | 8,468 | 7,504 | 13,715 | 8,496
4 10 8,656 | 8,792 | 9,616 | 8581 | 13,715 | 9,909
5 12 | 10,737 | 12,688 | 10,685 | 12,221 | 13,715 | 9,909
6 13 | 15,144 | 12,889 | 10,607 | 8,842 | 13,715 | 9,909
7 14 | 13,939 | 14,253 | 10,529 | 9,919 | 13,715 | 11,327
8 14 9,450 | 16,545 | 11,754 | 15,860 | 13,715 | 11,327
9 15 7124 | 15,620 | 11,676 | 13,967 | 13,715 | 12,746
10 17 | 13,693 | 17,206 | 12,745 | 19,092 | 13,715 | 12,746
11 18 | 18,100 | 16,281 | 13,893 | 17,198 | 13,715 | 12,746
12 19 | 11,285 | 17,647 | 12,590 | 12,334 | 13,715 | 14,164
13 19 | 21,385 | 14,211 | 15,040 | 19,761 | 13,715 | 15,582
14 20 | 15,692 | 15,577 | 13,737 | 16,382 | 13,715 | 15,582
15 21 | 18,977 | 14,652 | 14,884 | 18,945 | 13,715 | 17,001
16 23 | 17,690 | 13,947 | 29.431 | 12,187 | 33,281 | 27,435

Cuadro 6.4: Datos de cinco regresiones simples

nimero de obs. n = 16 B =0,809 ee()=0,170
media de las 1 7; = 14,938 Bo = 0,520 ee(y)=2,668
media de lasy  y = 12,600 R? = 0,617

S (y; — y)* = 380,403 con 15 g.1. > (y; — 4;)*> = 145,66 con 14 g.l.
& — 3,226

Cuadro 6.5: Principales resultados de la regresién simple

» Lafigura a es la que representan todos los manuales que explican la regresion simple.
El modelo de la regresion lineal simple parece correcto y adaptado a los datos que
permite describir correctamente. El modelo parece valido.

» La figura b sugiere que el modelo lineal simple no estd absolutamente adaptado
a los datos que pretende describir. Més bien, la forma adecuada es la cuadratica
con una débil variabilidad. El modelo lineal simple es incorrecto; en particular,
las predicciones que él proporciona son sesgadas: subestimaciones para los valores
préximos a la media de z y sobreestimaciones para el resto.

= La figura c sugiere todavia que el modelo lineal simple no se adapta a los datos,
pero una unica observacion parece ser la causa. Por contra, las otras observaciones
estan bien alineadas pero respecto a otra recta de ecuacion y = 4,242+0,503z,. Hay
pues, un dato verdaderamente sospechoso. La reaccién natural del experimentador
serd la de investigar con detalle la razén de esta desviacion. ;No sera un error de
transcripcion? ;Hay alguna causa que justifique la desviacion y que no tiene en
cuenta el modelo lineal simple?
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Figura 6.2: Graficos de los cinco conjuntos de datos con la recta de regresion

La figura d tiene un analisis mas sutil: los puntos rodean la recta, pero aumentan
las desviaciones a medida que crecen los valores de la variable regresora. Se hace
evidente que la suposicién de una varianza comun de los residuos no se verifica.

Finalmente, la figura e es mas contundente: el modelo parece correcto. Si la calidad
de los datos no puede ponerse en duda, este conjunto es tan valido como el primero
y los resultados numéricos de la regresién son correctos. Pero nosotros intuimos que
este resultado no es lo suficientemente satisfactorio: todo depende de la presencia
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de un tdnico punto, si lo suprimimos, incluso no sera posible calcular la pendiente
de la recta, ya que la suma de los cuadrados de las desviaciones de las x es cero.
Este no es el caso del primer conjunto de datos, donde la supresion de un punto no
conduce mas que a una ligera modificacion de los resultados. Asi pues, deberiamos
ser extremadamente cautos con las posibles utilizaciones de este modelo. Ademas,
debemos indicar que el experimento definido por los valores de x es muy malo.

Naturalmente, los conjuntos de datos b, ¢, d y e muestran casos extremos que, en la
practica, no hallaremos de forma tan clara. Esta es una razén suplementaria para dotar al
experimentador de medios para detectarlos. Cuando las desviaciones de las suposiciones
del modelo son débiles, los resultados no seran erréneos, pero si las suposiciones son
groseramente falsas, las conclusiones pueden incluso no tener sentido. La herramienta
fundamental para la validacién de las hipdtesis del modelo es el anélisis de los residuos
del modelo estimado.

El andlisis de los residuos (ver capitulo 9) tiene como objetivo contrastar a posteriori
las hipotesis del modelo lineal. Es especialmente importante cuando, si tenemos un inico
valor de y para cada z, los contrastes de homocedasticidad, normalidad e independencia
no se pueden hacer a priori. Analizaremos los residuos para comprobar:

a) si la distribucién es aproximadamente normal;

o

c¢) si presentan evidencia de una relacién no lineal entre las variables;

)
) si su variabilidad es constante y no depende de z o de otra causa;
)
d)

si existen observaciones atipicas o heterogéneas respecto a la variable z, la y o
ambas.

6.9. Ejemplos con R

Vamos a recuperar el ejemplo de la seccién 1.8 donde se calculan algunas regresiones a
partir del ejemplo inicial con los datos de la tabla 1.1. En esa seccién, el cédlculo de la
regresion simple se realiza con la funcion 1sfit(x,y) que asignamos al objeto recta.ls

> recta.ls<-1lsfit(dens,rvel)
Ahora utilizaremos la funcién 1m que define el modelo de regresién simple.

> recta<-1lm(rvel~dens)

> recta

Call:

Im(formula = rvel ~ dens)

Coefficients:
(Intercept) dens
8.089813 -0.05662558

Degrees of freedom: 24 total; 22 residual
Residual standard error: 0.2689388
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También se pueden obtener otros datos importantes con la funcién summary:

> recta.resumen<-summary (recta)
> recta.resumen

Call: Im(formula = rvel ~ dens)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.3534 -0.2272 -0.03566 0.1894 0.5335

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|tl])
(Intercept) 8.0898 0.1306 61.9295 0.0000
dens -0.0566 0.0022 -26.0076 0.0000

Residual standard error: 0.2689 on 22 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9685
F-statistic: 676.4 on 1 and 22 degrees of freedom, the p-value is O

Correlation of Coefficients:
(Intercept)
dens -0.9074

Ademas se puede acceder a muchos valores de los objetos recta y recta.resumen de
forma directa.

> recta$coef
(Intercept) dens
8.089813 -0.05662558
> recta.resumen$sigma
[1] 0.2689388

En general, podemos saber los diferentes resultados que se obtienen con el comando 1m
si escribimos names (recta) o names (summary(recta)).

> names(recta)
[1] "coefficients" "residuals" "fitted.values" "effects" "R" "rank"
[7] "assign" "df.residual" "contrasts" "terms" "call"
> names (summary (recta))
[1] "call" "terms" "residuals" "coefficients" "sigma" "df"
[7] "r.squared" "fstatistic" "cov.unscaled" "correlation"

De modo que podemos utilizar estos datos para nuevos calculos. Por ejemplo podemos cal-
cular la matriz estimada de covarianzas entre los estimadores de los pardmetros 6%(X'X) ™!
asi:

> cov.beta<-round(recta.resumen$sigma”2*recta.resumen$cov.unscaled,6)
> cov.beta
(Intercept) dens
(Intercept) 0.017064 -0.000258
dens -0.000258 0.000005
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Por otra parte, y aunque el resumen proporcionado por la funciéon summary(recta) inclu-
ye el test F' de significacion de la regresion, la tabla del Andlisis de la Varianza se puede
calcular con la funcién aov.

> summary (aov(recta))
Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
dens 1 48.92231 48.92231 676.3944 0
Residuals 22  1.59122 0.07233

También se pueden calcular intervalos de confianza al 95 % para los pardmetros g, ;.

> coef(recta)
(Intercept) dens
8.089813 -0.05662558
> coef.recta<-coef (recta)
> names (coef .recta)
[1] "(Intercept)" "dens"
> names (coef.recta)<-NULL # Truco para utilizar mejor los coeficientes
> coef.recta
1 2
8.089813 -0.05662558
> eeO<-sqrt(cov.betall,1])
> eel<-sqrt(cov.betal2,2])
> c(coef.rectal[1]+qt(0.025,22)*ee0,coef.rectal[1]+qt(0.975,22)*ee0)
[1] 7.818905 8.360721
> c(coef.rectal[2]+qt(0.025,22)*eel,coef.rectal[2]+qt(0.975,22)*eel)
[1] -0.06126290 -0.05198826

Cabe senalar que si el modelo de regresion simple debe pasar por el origen, es decir, no
tiene término de intercepcion, podemos utilizar la funcién 1sfit (x,y,int=F) o la funcion
Im(y ~ x - 1).

La prediccion puntual o por intervalo de nuevos valores de la variable respuesta se puede

hacer con la funcién predict del modelo lineal. Atencién, porque los argumentos en R y
S-PLUS difieren.

Por 1ultimo, podemos anadir que en R existe un conjunto de datos similares a los explicados
en la seccion 6.8:

> data(anscombe)
> summary (anscombe)
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6.10. Ejercicios

Ejercicio 6.1

Probar que bajo el modelo lineal normal y; = By 4+ (12; + €; las estimaciones MC [}0, Bl
son estocdsticamente independientes si y sélo si Y z; = 0.

Ejercicio 6.2

Comprobar que la pendiente de la recta de regresion es

1/2

N s
Pr=r—im=r"
ng 873
donde r es el coeficiente de correlacion
Say Szy

T = =

(sty)1/2 Sz Sy

Ejercicio 6.3

Consideremos el modelo de regresién simple alternativo

vi=Y+mn(lr—T)+e i=1,....n
La matriz de diseno asociada es X, = (1,x—Z1)donde 1 = (1,..., 1) yx = (x1,...,2,)".
Este modelo es equivalente al modelo 6.1 ya que (X,) = (X).

Calcular las estimaciones 4 = (X’ X, ) 'X’Y para comprobar que

Yo=Y

r; — X

Sa

=0 = Yi

ular matriz varianzas-covarianz var(y) = o <) mprobar qu
Calcular la matriz de varianzas-covarianzas va 2XIX,) ! comproba e

Yo = ¥ estd incorrelacionado con 1 = fi. A partir de este resultado, calcular var(3;) =
var(f1) y var(5y) = var(j — £,7).

Calcular también la matriz proyeccién P = X, (X/X,)'X! = X(X'X)'X".

Ejercicio 6.4

En un modelo de regresion simple, con [y, demostrar que se verifican las siguientes pro-

piedades para las predicciones 1; = By + f1z; v los residuos e; = y; — y;:
(i) La suma de los residuos es cero: Y e; = 0.
(i) Yvi =20

(iii) La suma de los residuos ponderada por los valores de la variable regresora es cero:

Z Ti€; — 0.

(iv) La suma de los residuos ponderada por las predicciones de los valores observados
es cero: > gie; = 0.
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Ejercicio 6.5 Modelo de regresion simple estandarizado

A partir de los datos observados de una variable respuesta y; y de una variable regresora
x; se definen unas nuevas variables estandarizadas como

Ty = ) 1
Uy = ——5— Vi = ——— r=1,...,n

S;/Q S;/Q

La estandarizacion significa que los datos transformados estan centrados y los vectores
u=(u,...,u,), v=_(v1,...,v,) son de longitud uno, es decir, ||u|| =1y ||v|]| = 1.
Se define el modelo de regresién simple estandarizado como

vi:blui—i—ei izl,...,n

En este modelo desaparece de manera natural la ordenada en el origen al realizar el
cambio de variables.

Comprobar que

s~ ]S
2
b1 ="b S
Go=y— b
Ademss, la “matriz” u'u = [|u||? = 1 y la estimacién de by es muy sencilla b, = r.

Ejercicio 6.6

En el caso de una regresién lineal simple pasando por el origen y con la hipdtesis de
normalidad, escribir el contraste de la hipdtesis Hy : 31 = by, donde b; es una constante
conocida.

Ejercicio 6.7

Para el modelo lineal simple consideremos la hipdtesis

Hy = yo = Bo + Bixo

donde (zg,1o) es un punto dado. Esta hipétesis significa que la recta de regresién pasa
por el punto (z, yo). Construir un test para esta hipdtesis.

Ejercicio 6.8

Hallar la recta de regresion simple de la variable respuesta raiz cuadrada de la velocidad
sobre la variable regresora densidad con los datos de la tabla 1.1 del capitulo 1.
Comprobar las propiedades del ejercicio 6.4 para estos datos.

Calcular la estimacién de o? y, a partir de ella, las estimaciones de las desviaciones
estandar de los estimadores de los parametros Gy y 3.

Escribir los intervalos de confianza para los parametros con un nivel de confianza del
95 %.

Construir la tabla para la significacién de la regresion y realizar dicho contraste.

Hallar el intervalo de la prediccion de la respuesta media cuando la densidad es de 50
vehiculos por km. Nivel de confianza: 90 %.
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Ejercicio 6.9

Comparar las rectas de regresion de hombres y mujeres con los logaritmos de los datos
del ejercicio 1.4.

Ejercicio 6.10

Se admite que una persona es proporcionada si su altura en cm es igual a su peso en kg
mas 100. En términos estadisticos si la recta de regresién de Y (altura) sobre X (peso)
es

Y =100+ X

Contrastar, con un nivel de significacién o = 0,05, si se puede considerar vélida esta
hipotesis a partir de los siguientes datos que corresponden a una muestra de mujeres
jovenes:

X: 55 52 65 54 46 60 54 52 56 65 52 53 60
Y: 164 164 173 163 157 168 171 158 169 172 168 160 172

Razonar la bondad de la regresién y todos los detalles del contraste.

Ejercicio 6.11

El periodo de oscilacion de un péndulo es 27 \/g , donde [ es la longitud y g es la constante

de gravitacién. En un experimento observamos ¢;; (j = 1, ..., n;) perfodos correspondien-
tesal; (i =1,...,k) longitudes.

(a) Proponer un modelo, con las hipdtesis que se necesiten, para estimar la constante

\2/—% por el método de los minimos cuadrados.

(b) En un experimento se observan los siguientes datos:

longitud periodo
18,3 8,58 7,982 78
20 8,492
21,5 9,7 8,95 9,2
15 7,08

Contrastar la hipétesis Hy : \2/—% = 2.
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Capitulo 7

Una recta resistente

Para ajustar una linea recta de la forma
y=a+bx

a un conjunto de datos (x;,y;),7 = 1,...,n se han desarrollado varios métodos a lo largo
de la historia. La regresion por minimos cuadrados que hemos explicado es el método
méas conocido y més ampliamente utilizado. Es un método que involucra célculos alge-
braicamente simples, utiliza la inferencia deducida para la distribucién normal y requiere
unicamente una derivacion matematica sencilla. Desgraciadamente, la recta de regresion
minimo-cuadratica no es resistente. Un dato “salvaje” puede tomar facilmente el control
de la recta ajustada y conducirnos a conclusiones enganosas sobre la relacion entre y y
x. La llamada recta resistente de los tres grupos evita esta dificultad. Asi, esta recta es
muy util en la exploracién de los datos y-versus-z.

A continuacién exponemos las principales ideas en este tema del clasico libro Understan-
ding Robust and Exploratory Data Analysis de Hoaglin, Mosteller y Tukey [39].

7.1. Recta resistente de los tres grupos

7.1.1. Formacion de los tres grupos

Empezaremos por ordenar los valores x de manera que x; < x5 < --- < x,. Entonces,
sobre la base de estos valores ordenados, dividiremos los n puntos (x;,y;) en tres grupos:
un grupo izquierdo, un grupo central y un grupo derecho, de tamano tan igual como sea
posible. Cuando no hay repeticiones en les x;, el nimero de puntos en cada uno de los
tres grupos depende del residuo de la division de n por 3:

Grupo n=3k n=3k+1 n=3k+2
Izquierdo k k k+1
Central k k—+1 k
Derecho k k k+1

Repeticiones de los z; nos haran estar alerta para formar tres conjuntos que no separen
los puntos con igual x en conjuntos diferentes. Un examen detallado del tratamiento de
las repeticiones nos puede llevar incluso a formar inicamente dos grupos. Cuando cada
uno de los tercios ha sido definitivamente formado, determinaremos las dos coordenadas
de unos puntos centrales, uno para cada grupo, con la mediana de los valores de las x y
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la mediana de los valores de las y, por separado. Etiquetaremos las coordenadas de estos
tres puntos centrales con las letras I de izquierda, C' de centro i D de derecha:

(zr,v1), (e, ye), (zp,yp)

La figura 7.1 muestra los puntos observados y los puntos centrales de un ejemplo hipotético
con 9 puntos. Como se ve en este grafico, ninguno de los puntos centrales coincide con un
punto de los datos, ya que las medianas de les x y de las y se han calculado separadamente.
A pesar de ello, los tres podrian ser puntos observados, como ocurre a menudo, cuando
las x y las y siguen el mismo orden.

Figura 7.1: Puntos observados y puntos centrales en un ejemplo hipotético.

Este sistema de determinacion de los puntos centrales de cada grupo es el que da a la
recta que calcularemos su resistencia. Cuanto mayor es el nimero de puntos observados
en cada grupo, la mediana proporciona la resistencia a los valores influyentes de z, y o
ambos.

7.1.2. Pendiente e intercepciéon

Ahora utilizaremos los puntos centrales para calcular la pendiente b y la ordenada en el
origen o intercepcién a de la recta y = a+ bzr que ajusta los valores observados y permite
la prediccién de los valores z; observados y cualquier otro valor apropiado de x. En este
sentido, la pendiente b nos dice cuantas unidades de y cambian por una unidad de x. Es
razonable obtener esta informacién de los datos, en concreto de los puntos centrales de
los grupos izquierdo y derecho:

YD — Y1

bO -

Tp —T1
La utilizacién de los dos puntos centrales de los grupos extremos nos da la ventaja de
medir el cambio de y sobre un intervalo bastante ancho de x, siempre que hayan suficientes
puntos observados en estos grupos para asegurar la resistencia.

Cuando tomamos la pendiente by para ajustar el valor y de cada punto central, la dife-
rencia es el valor de la intercepcién de una linea con pendiente by que pasa exactamente
por este punto. La intercepcién ajustada es la media de estos tres valores:

1

ag = g[(yf —boxr) + (yo — boxc) + (yp — boxp)]

De nuevo, como los puntos centrales estan basados en la mediana, ag es resistente.
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El ajuste de una recta en términos de pendiente e intercepcién es convencional, pero
usualmente artificial. La intercepcién, que da el valor de y cuando x = 0, puede ser
determinada de forma imprecisa, especialmente cuando los valores de x estan todos muy
alejados del cero y el cero es un valor sin sentido en el rango de las x. Ajustar la recta
en términos de pendiente y un valor central de las x, como la media, la mediana o z¢, es
mucho mas 1util. Nosotros escogeremos x¢ por conveniencia y entonces la recta inicial es

y = agy+ bo(z — z¢)
donde by es la de antes y el valor central (también llamado nivel) es

at = {(yr — bolar — v¢)) + ve + (o — bo(ap — )]

3
Como ahora explicaremos, esta recta se toma como punto de partida para ajustar una
mejor con iteraciones sucesivas.

7.1.3. Ajuste de los residuos e iteraciones

Una vez que hemos obtenido la pendiente y el nivel de la recta ajustada, el siguiente paso
es calcular los residuos para cada punto

Ty =y — [a" + b(x; — x0)]

Los graficos de los residuos son muy utiles en la evaluacion del ajuste y para descubrir
patrones de comportamiento inesperados. Pero ahora, de momento, resaltaremos una pro-
piedad general de todo conjunto de residuos, en nuestro problema actual o en situaciones
mas complejas:

Si substituimos los valores originales de y por los residuos, es decir, si utiliza-
mos (z;,7;) en lugar de (x;,y;), i = 1,...,n y repetimos el proceso de ajuste,
llegaremos a un ajuste cero.

Para una linea recta esto significa que, con los puntos (x;,7;),7 = 1, ...,n como datos, ob-
tendremos una pendiente cero y un nivel cero. En otras palabras, los residuos no contienen
mas aportacion a la recta ajustada.

Una importante caracteristica de los procedimientos resistentes es que habitualmente
requieren iteraciones. Es el caso de la recta resistente de los tres grupos. Los residuos de
la recta con la pendiente by y el nivel af no tienen pendiente y nivel cero cuando hacemos
el ajuste de la recta con las mismas z;, aunque los nuevos valores de pendiente y nivel
son substancialmente menores (en magnitud) que by y ag. Por esta razén, pensaremos en
by y aj como los valores iniciales de una iteracién.

El ajuste a una recta de los residuos obtenidos con la recta inicial da unos valores d; y v
a la pendiente y el nivel, respectivamente. En concreto, utilizaremos los residuos iniciales

r” =y —lag + bo(wi —xc)],  i=1,....n

en lugar de los y; y repetiremos los pasos del proceso de ajuste. Como el conjunto de los
x; no ha cambiado, los tres grupos y las medianas de los x en los puntos centrales seran
los mismos.
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Cuadro 7.1: Edad y altura de unos ninos en una escuela privada.
Nino | Edad | Altura
(meses) | (cm)

1 109 | 1376
2 113 | 1478
3 115 | 1368
4 116 | 140,7
5 119 | 1327
6 120 | 1454
7 121 | 1350
8 124 | 1330
9 126 | 1485

10 129 | 1483
11 130 | 1475
12 133 | 1488
13 134 | 1332
14 135 | 148,7
15 137 | 152,0
16 139 | 150,6
17 141 165,3
18 142 | 149,9

Fuente: B.G. Greenberg (1953). “The use of analysis of covariance and balan-
cing in analytical studies”, American Journal of Public Health, 43, 692-699
(datos de la tabla 1, pag. 694).

La pendiente y el nivel ajustados son by + 01 y a§ + 71 y los nuevos residuos

7“51):7“2(0)—[’71""61(561‘_*%0)]’ 1=1,...,n

Ahora podemos avanzar con otra iteracion. En general no sabremos si hemos conseguido
un conjunto apropiado de residuos, hasta que verifiquemos el ajuste cero. En la practica
continuaremos las iteraciones hasta que el ajuste de la pendiente sea suficientemente
pequeno en magnitud, del orden del 1% o del 0,01 % del tamano de by. Cada iteracién
anade su pendiente y su nivel a los valores previos

b1:b0+61,b2:b1+52,...

* * * *
a1=a0+71,a2:a1+72,...

Las iteraciones son normalmente pocas y los calculos no muy largos.

Ejemplo 7.1.1

En una discusion en 1953, Greenberg considerd los datos de edad y altura de dos muestras
de minos, una de una escuela privada urbana y la otra de una escuela publica rural. En
la tabla 7.1 se reproducen los datos de los 18 ninos de la escuela privada.

Aunque los datos no siguen claramente una linea recta, su patron no es notablemente
curvado y el ajuste a una linea puede resumir como la altura y crece con la edad x en
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este grupo de ninos. Solo los ninios 13 y 17 tienen puntos muy separados y veremos como
influyen en el conjunto. Dado que 18 es divisible por 3 y los datos x no tienen repeticiones,
cada grupo contiene seis puntos. Los puntos centrales de cada grupo son

(]3[, y]) = (115,50, 139,15)

(ze,yo) = (127,50, 147,90)
(zp,yp) = (138,00, 150,25)

de forma que el valor inicial de la pendiente es

150,25 — 139,15
© 138,00 — 115,50

0 = 0,4933

y el valor inicial del nivel

1
aj = 5[(139.15-0.4933(115,5~127.5))+147.9-+ (150,25—0,4933(138 - 127,5))] = 146,013

180 T

160 -

Altura
°
°
[)
°
°
°

140 o

120 \ \ T T \
100 110 120 130 140 150

Edad

Figura 7.2: Altura versus edad para los nifios de una escuela privada.

Los datos de la tabla 7.2 estan ya ordenados en funcion de los valores de x = Fdad y se
han calculado los residuos de la recta inicial.

Para ver como van las iteraciones, calcularemos los primeros ajustes de la pendiente y
del nivel

—1,0500 — 0,5367
(5 = ! ! = —
YT 800 11ss0 0T

v = —0,1519

Notemos que 61 es sustancialmente menor en magnitud que by, pero todavia no es negli-
gible. Dos iteraciones mas mnos proporcionan unos valores para los que el proceso puede
parar: 93 = —0,0006 es menor que un 1% de la pendiente acumulada.

La recta ajustada es
y = 145,8643 + 0,4285(x — 127,5)

La figura 7.3 representa los residuos de este ajuste. En general, el aspecto global es bas-
tante satisfactorio. Solo los dos puntos destacados, el del nino 13 y el del nino 17, se
separan mucho y son atipicos. También hay tres residuos demasiado negativos para ninos
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Cuadro 7.2: Edad y altura de los ninos en los tres grupos y residuos de la recta inicial

Nino Edad Altura Residuo

(meses) (cm)
109 137,6 0,7133
113 147.8 8,9400
115 136,8  —3,0467
116 140,7 0,3600
119 1327 —9,1200
120 1454 3,0867

OOl W N~

7 121 1350 —7,8067
8 124 1330 —11,2867
9 126 148,5 3,2267
10 129 1483 1,5467
11 130 1475 0,2533
12 133 1488 0,0733

13 134 1332 —16,0200
14 135 1487 —1,0133
15 137 1520 1,3000
16 139  150,6 —1,0867
17 141 1653 12,6267
18 142 1499  —3.2667
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Figura 7.3: Residuos de la altura versus edad, después del ajuste por la recta resistente.

que tienen alrededor de 120 meses. Si tuviéramos mas informacion, podriamos estudiar
porqué estos ninos son demasiado altos o demasiado bajos para su edad. Por ejemplo,
podriamos separar los ninos de las ninas.

En este ejemplo hemos visto como dos puntos, hasta cierto punto inusuales, han tenido
muy poco efecto, si han tenido alguno, en el ajuste general de los datos. Una recta ajustada
por el método de los minimos cuadrados corre mucho mds riesgo de dejarse influenciar
por estos puntos. Para estos datos la recta de regresion minimo-cuadratica es

y = 79,6962 40,5113z

y = 144,8853 + 0,5113(z — 127,5)

donde observamos como los puntos 5,7,8 y 17 han torcido la recta. Ademds, si el valor de
y del punto 13 no fuera tan bajo, la recta minimo-cuadrdtica podria ser mds empinada. En
todo caso, como la evaluacion del ajuste se hace con los residuos, la figura 7.4 nos muestra
los residuos minimo-cuadrdticos con la edad. Aunque es bastante similar al anterior,
este grafico nos da la sensacion de una ligera tendencia a la baja. Es decir, los residuos
minimo-cuadrdticos resultarian mds horizontales si elimindramos de ellos una recta con
una pendiente ligeramente negativa.

En este ejemplo la variabilidad de los residuos merece mds atencion que la diferencia
entre las pendientes de la recta de regresion minimo-cuadrdtica y la recta resistente. Por
ejemplo, la desviacion estandar de los residuos minimo-cuadrdaticos es 6,8188 y el error
estandar de la pendiente es 0,1621, sobre dos veces la diferencia entre las pendientes.

Asi hemos visto, cualitativamente, como algunos datos pueden afectar a la recta minimo-
cuadrdtica mucho mds que la recta resistente. En todo caso, cuando los datos estdn razo-
nablemente bien dispuestos las dos lineas son parecidas.

7.1.4. Mejora del método de ajuste

Para algunos conjuntos de datos, el procedimiento iterativo explicado para ajustar la
recta resistente encuentra dificultades. Los ajustes de la pendiente pueden decrecer muy
lentamente o, después de unos pocos pasos, dejar de decrecer y oscilar entre dos valores.
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Figura 7.4: Residuos minimo-cuadraticos versus edad.

Afortunadamente, una modificacion elimina completamente estos problemas y permite
que el nimero de iteraciones sea mucho mas limitado.

La solucién propuesta por Johnstone y Velleman (1982) es un procedimiento iterativo
para el calculo de la pendiente que asegura la convergencia hacia un valor tnico.

En el célculo de la pendiente en la 5 + 1 iteracién tenemos

Tg) _ r?)

Ip —Tg

y esto sera 0 justamente cuando el numerador Tg) — r? ) = 0. Es decir, lo que debemos

hacer es hallar el valor de b que proporciona la misma mediana a los residuos del grupo
derecho y del grupo izquierdo. Mas formalmente

Ar(b) = rp(b) — rr(b)

51 =

muestra la dependencia funcional de b y prescinde del nimero de la iteracién. Buscamos
el valor de b que hace Ar(b) = 0. Notemos que centraremos el proceso iterativo en by
dejaremos a para el final.

Empezaremos por calcular by como antes y calcularemos Ar(by) y 6; como ya sabemos.
A continuacion calcularemos Ar(by + 61). Generalmente, Ar(by) y Ar(by + 61) tendran
signos opuestos, indicando que el valor deseado de b cae entre by y by = by + ;. Si pasa lo
contrario, cuando Ar(by) y Ar(by + 01) tienen el mismo signo, hace falta seguir los pasos
desde by y by = by + d; hasta que hallamos un b; tal que Ar(b;) tiene el signo contrario a
A’I"(bo).
En este punto tenemos un by con Ar(by) y un by con Ar(b;) y sabemos que Ar ha de
ser 0 para algin valor b entre by y by. (Este hecho y que la solucién es unica requieren
una demostracion formal que aqui no reproducimos.) Asi que podemos continuar por
interpolacion lineal

b — bo
AT(bl) — Ar(bo)
Cuando Ar(by) no es todavia 0 (o suficientemente cerca de cero), hace falta repetir la
interpolacién con otro paso. Para hacer esto, consideraremos el intervalo que contiene b
utilizando by en lugar de by o de by, el que tenga Ar con el mismo signo que Ar(by). Y
asi los pasos necesarios.

bg = b1 — AT’(bl)
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7.2. Meétodos que dividen los datos en grupos

Otras técnicas anteriores al método resistente de los tres grupos fueron propuestas e
involucran la divisién de los datos en grupos. Algunos de estos métodos no pretenden ser
una alternativa al método de los minimos cuadrados y fueron desarrollados para ajustar
una recta “cuando ambas variables estan sujetas a error”.

Método de Wald

Wald (1940) propuso dividir los datos en dos grupos de igual tamano. Idealmente, los
valores tedricos X; del primer grupo son menores que los del segundo. En la practica,
porque los valores de X; son desconocidos, agruparemos los puntos en base a los x;
observados.

Supongamos que n es par y sea m = n/2. Entonces, si asumimos que los valores de x
estan ordenados en orden creciente, la pendiente propuesta es

(oo ) = 1+ Yn)
(Tmag1 + o 2p) — (01 + -+ T)

by =

Si Tppi1 = T, €l método descarta los puntos con repeticion en el centro.
El punto de intercepcion es
aw — g — bwf

donde y y T son las medias totales, de la misma forma que en la recta minimo-cuadratica.

Método de Nair y Shrivastava

Como una alternativa computacionalmente atractiva respecto al método de los minimos
cuadrados, Nair y Shrivastava (1942) introdujeron el método de las medias por grupo. Si
ordenamos las x, podemos considerar un primer grupo con n; puntos, un segundo grupo
con np puntos y descartamos los n — n;y — np restantes. Los puntos resumen de cada
grupo son las medias

_ x1+‘-'+$n1 B y1_|__|_yn1
nr ny
_ _xn—nD+1+-.-+ZL‘n _ _yn—nD+1+"'+yn
np np

y la pendiente y el punto de intercepcién resultan de la recta que pasa por (Zr,ys) y
(Zp,¥p)

ans = yr — bnsTr = yp — bysTp
Para formar los grupos se puede tomar n; = np como el entero més préximo a n/3.
Método de Bartlett

Bartlett (1949) modificé los dos métodos anteriores con la propuesta
_Yp—ur
Tp —Tr

b
ap :g—bBQ_?
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de forma que la recta pasa por el punto (z, 7).

Recta de Brown-Mood

La propuesta de Brown y Mood (1951) es un método diferente que utiliza la mediana de
dos grupos. La pendiente bgs v el punto de intercepcion apgys se calculan de forma que
la mediana de los residuos en cada uno de los dos grupos sea cero:

mag(%ij\a}?a{yi —agy — byt =0

di ; — —b i+ =0

mxei;ﬁ?a{y’ aBM BMTi}
La inclusion de la mediana M, en el primer grupo es arbitraria: el objetivo es que los dos
grupos sean muy parecidos en su tamano.

Para hallar los valores efectivos se propone un método iterativo similar al de las secciones
anteriores.

7.3. Meétodos que ofrecen resistencia

En la seccién anterior hemos visto que la recta resistente de los tres grupos no fue la
primera alternativa a la de los minimos cuadrados. Incluso la ultima de las rectas pro-
puestas, la recta de Brown-Mood, ofrece también resistencia. Ahora acabaremos esta
breve descripcion de técnicas con algunas que proporcionan como minimo un cierto grado
de resistencia. Pero primero debemos definir una medida de resistencia.

Una de las atractivas caracteristicas de la recta resistente de los tres grupos es su habilidad
para tolerar puntos “salvajes”, es decir, puntos que son inusuales en su valor x o en su valor
y o en ambos. Para medir esta resistencia aplicaremos el concepto de colapso (breakdown)
introducido por Hampel (1971).

Definicién 7.3.1

El punto de colapso (breakdown bound) de un procedimiento para ajustar una recta a n
parejas de datos y-versus-x es la proporcion k/n, donde k es el mayor nimero de puntos
que pueden ser reemplazados arbitrariamente mientras dejen la pendiente y el punto de
intercepcion delimitados.

En la préactica, podemos pensar en enviar puntos al infinito al azar o en direcciones
problematicas hasta que la pendiente y el punto de intercepcién no lo puedan tolerar mas
y se colapsen yendo también ellos hacia el infinito. Nos preguntamos cuan grande debe
ser una parte de los datos para que un cambio drastico no afecte de forma considerable
la recta ajustada.

Esta claro que la recta minimo-cuadratica tiene punto de colapso cero.

Dado que la recta resistente de los tres grupos usa la mediana dentro de cada grupo,
hallaremos su punto de colapso en 1/3 veces el punto de colapso de la mediana de una
muestra ordinaria. La mediana es el valor central, entonces su punto de colapso es 1/2,
de manera que el punto de colapso de la recta resistente es 1/6. A pesar de las diversas
posibilidades de construccién de los tres grupos y el hecho que los puntos salvajes pueden
estar repartidos en los tres grupos, la idea es que 1/6 es lo mejor que podemos garantizar
en la mas desfavorable de las circunstancias.
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Residuos minimo-absolutos

Minimizar la suma de los residuos en valor absoluto tiene una historia casi tan larga como
la del método de los minimos cuadrados. Para ajustar una recta hace falta hallar by, 4 v
ay A que minimicen

n

> " |yi — ana — byazi]

i=1
Al contrario que para los minimos cuadrados, no hay una férmula para calcular by 4 y
apra- De hecho, la pendiente y el punto de intercepcién pueden no ser tinicos.

Como la mediana es la medida que minimiza

>y —t]
=1

hace falta esperar que este procedimiento tenga un alto punto de colapso. Desgraciada-
mente, este colapso es 0. La suma que se minimiza involucra tanto los valores x; como los
y; v asi es posible pensar en un punto (x;, ;) que tome el control de la recta.

Mediana de las pendientes por parejas

Otra forma de aplicar la mediana al ajuste de una recta consiste en determinar, para cada
pareja de puntos, la pendiente y entonces calcular la mediana de estas pendientes. Con
mas cuidado, supongamos que los z; son todos diferentes, definimos

Yi — Yi

by=2—" 1<i<j<n
l'j—.fCi

que son n(n — 1)/2 valores. La pendiente ajustada es
bT = Med{bw}

Este método es una propuesta de Theil (1950), mejorada por Sen (1968), para manejar
las repeticiones de los z;.

Para deducir el punto de colapso, supongamos que exactamente k de los n puntos son
salvajes. Entonces el nimero de pendientes salvajes es

k(k —1

5 + k(n —k)

Si este numero es suficientemente grande, by quedara descontrolada. Para valores de
n grandes, podemos multiplicar el nimero de pendientes n(n — 1)/2 por 1/2, el punto
de colapso de la mediana, y igualar con la expresion anterior. Si resolvemos la ecuacion
planteada para k, obtenemos un valor de k/n aproximadamente de 0,29. Esto quiere decir
que el punto de colapso de by es 0,29.

Recta con medianas repetidas

Para conseguir un alto punto de colapso, Siegel (1982) ided el método de las medianas
repetidas.
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Empezamos con las pendientes por parejas del método anterior, pero ahora tomaremos
las medianas en dos pasos, primero en cada punto y después para todos

bur = Med{Med{b;;}}
% VED

En el primer paso se toma la mediana de las pendientes de n — 1 rectas que pasan por el
punto (z;,y;) y en el segundo paso se toma la mediana de estas n pendientes.

Para el punto de intercepcion calcularemos a; = y; — byrrx; y entonces
apyr = Med{a;}
K2

Siegel probd que el punto de colapso de la recta con medianas repetidas es esencialmente
1/2.

7.3.1. Discusion

Ahora que tenemos diversos métodos con diferentes puntos de colapso, jcémo podemos
elegir uno?

Una consideracion es el grado de resistencia que una particular aplicacion pide. Otro
asunto es la precision relativa de las pendientes estimadas, especialmente en muestras
pequenas. También es evidente que el tiempo de computacion es otro de los factores a
tener en cuenta.

Finalmente, podemos decir que la recta resistente de los tres grupos tiene un comporta-
miento suficientemente bueno en los tres aspectos considerados y, por ello, es el método
resistente que hemos destacado.
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Capitulo 8

Regresion lineal multiple

8.1. EIl modelo

De forma andloga al caso de la regresién lineal simple, podemos considerar el modelo
lineal entre una variable aleatoria respuesta Y y un grupo de k variables no aleatorias
x1,...,T explicativas o regresoras.

Si y1,...,Yyn son n observaciones independientes de Y, el modelo lineal de la regresion
multiple se define como

Vi = Bo + Bz + -+ Beip + € i=1L...,n (8.1)

donde (x;1,...,x;) son los valores observados correspondientes a y; y se asumen las
consabidas hipotesis de Gauss-Markov sobre los errores.

En notacién matricial, el modelo se escribe
Y =X3+¢€

donde Y = (y1,...,yn), B = (8o, 51,---,0k), €= (€1,...,€,)" y la matriz de diseno es

1 11 ... X1k

1 o1 ... Tor
X =

1 1 ... xuk

Se supone ademads que rg(X) = k + 1 = m coincide con el nimero de pardmetros.

Se trata de calcular el ajuste MC a un hiperplano k£ dimensional, donde 3, es el punto de
interseccion del hiperplano con el eje y cuando x1 =29 = --- = a3, = 0.

Las ecuaciones normales son X’X3 = X'Y donde

Z I‘?l z TitTio ... Z Ti1Tik Z x@fy
X'X = DoTH e Tl XY = e

D 2 > TikYi
Lik,
y cuya solucion son las estimaciones Sy, 31, .. ., Ok, sin ningtin problema de estimabilidad

ya que el modelo es de rango maximo. Ademads, estas estimaciones son insesgadas y de
varianza minima.
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Las predicciones de los valores de Y dadas las observaciones de las variables regresoras
T1,..., Tk SON

Y = X8 =PY
es decir

gi:B()‘i_leil‘i‘""i_kaik 1=1,...,n (8.2)

También podemos considerar el modelo con las variables regresoras centradas

r)/

Y:OZ)% +e

B
donde las columnas de Z tienen media cero, es decir, z(;) = X(;) — T;1 0

Zij = Tij — T 1=1,....n 57=1,...,k

Este modelo es equivalente al anterior con v = By + i Z;f3;, pero su estimacion es mas
sencilla porque

[(1,Z)/(1,Z>]71 = (1{)71 (Z/g)—1>

ya que Z'1 = 0.
Entonces
Y=Y (Br,- - ) = (Z2)7'Z (Y — 1)
Si definimos la matriz simétrica de varianzas-covarianzas, aunque de forma convencional,
entre las variables Y, zq, ...,z

s Sxy -1 _ / _
S = v =n (Y—ly,Z)(Y—ly,Z)
Syx Sxx

resulta . .
(ﬂla cee 7ﬁk)/ = S;;lsyx

Por todo ello, si consideramos las medias de los datos
g=/n)d u =0/ x;  j=1,...k

8.2 se expresa también en la forma

~

Yi—Y = 61(%1 - f1) + - —l—ﬁAk(xik — i’k)

Finalmente, observemos que el pardmetro 3;, j = 1,...,k, indica el incremento en Y
cuando z; aumenta en una unidad manteniéndose constantes el resto de variables regre-
soras. A veces se les llama coeficientes de regresion parcial porque reflejan el efecto de
una variable regresora dada la presencia del resto que permanece constante.

Los residuos de la regresion son
e=Y-Y=(I1-P)Y

que verifican las propiedades que se han explicado para la regresién simple en la pagina 94
(ver ejercicio 6.4).
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8.2. Medidas de ajuste

Como en la regresion simple, la evaluacién del ajuste del hiperplano de regresién a los
datos se puede hacer con la varianza residual o estimacién MC de o2.

La suma de cuadrados residual es
SCR = e'e = Z(’yz — BO — leil — = ﬁkSL’lk)Q = Y/Y — Y/Xﬁ

que tiene n —m grados de libertad. Asi, la estimacién centrada de la varianza del disenio
es el llamado error cuadrdatico medio

6% = SCR/(n —m) = ECM

Su raiz cuadrada &, que tiene las mismas unidades que Y, es el error estandar de la
regresion multiple. También aqui, la varianza residual y el error estandar dependen de las
unidades de la variable respuesta y no son ttiles para comparar diversas regresiones.

En primer lugar, vamos a introducir el coeficiente de correlacion mailtiple de Y sobre
x1,...,xE. El uso del término correlacion es convencional puesto que las variables regre-
soras no son aleatorias. El coeficiente se define como la correlacion muestral entre Y e

Y _ A~ —
o = corn(Y, V) = —2=Wi— y)(yf —9)

va que (1/n) 3 4; = 4.
El coeficiente de correlacién multiple 7,y verifica 0 < r,x < 1y es una buena medida del
ajuste de Y al modelo X3, pues

rx=1= Y -Y|=0

El siguiente teorema, idéntico al teorema 6.2.1, justifica la definicién del coeficiente de
determinacion como medida de ajuste.

Teorema 8.2.1

Las sumas de cuadrados asociadas a la regresion multiple verifican:
() Xy —9)? =2y —9:)* + (% —9)°
A' o 2
(11) sz — Z(yl %)2
> (i —9)
(iif) SCR =3 2(y: — 4:)* = (1 — )5,

Demostracion:

La descomposicién en suma de cuadrados (i) se justifica de la misma forma que se ha
visto en el teorema 6.2.1. También se puede ver el ejercicio 5.8.

El hecho fundamental es la ortogonalidad
(Y-Y)Y =0

pues el vector e =Y — Y=Y- XB es ortogonal a 2 = (X), mientras que Y = X,@ Y
(ver teorema 2.4.2 y su interpretacién geométrica).
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Luego
> W= -0 => (i~ 0i+5—9)0 -
= Z(yz —0:)(9:i —¥) + Z@z - 7)?
= (G — 1)
puesto que el primer sumando es nulo. Teniendo en cuenta la definicién de 7,x, es facil
deducir (ii).

Finalmente, combinando (i) y (ii) obtenemos (iii). [

Como en 6.7, la descomposicién (i) del teorema anterior justifica la definicién del coefi-
ciente de determinacién

_@_1_801%
VT S,

También aqui, esta medida del ajuste verifica 0 < R? < 1 y coincide con el cuadrado del
coeficiente de correlacién multiple

R2

2
R2 o 1 . (1 Tyx)Sy . T2
= — =,
Sy
Sin embargo, el coeficiente de correlacién multiple 7,x es una medida de la asociacién
lineal entre la variable respuesta Y y las regresoras x = (x1,..., ) que, en este caso, es
convencional.

Como R? es la proporcién de variabilidad explicada por las variables regresoras, resulta
que si R? =~ 1, entonces la mayor parte de la variabilidad es explicada por dichas variables.
Pero R? es la proporcién de la variabilidad total explicada por el modelo con todas las
variables frente al modelo iy = 3, de manera que un R? alto muestra que el modelo mejora
el modelo nulo y por tanto sélo tiene sentido comparar coeficientes de determinacién entre
modelos anidados (casos particulares).

Ademés un valor grande de R? no necesariamente implica que el modelo lineal es bueno.
El coeficiente R? no mide si el modelo lineal es apropiado. Es posible que un modelo con
un valor alto de R? proporcione estimaciones y predicciones pobres, poco precisas. El
analisis de los residuos es imprescindible.

Tampoco esta claro lo que significa un valor “grande”, ya que problemas en diversas
ciencias (fisica, ingenieria, sociologia,. .. ) tienen razonablemente criterios diferentes.

Por otra parte, cuando se anaden variables regresoras R? crece, pero eso no significa que
el nuevo modelo sea superior:

RIQ‘IU.EVO = 1 - % 2 R2 = 1 - SCR SCR‘HUSVO S SCR
Sy Sy
pero es posible que
ECMuevo SCRmevo > ECM = SCR
n— (m+p) n—m

luego, en esta situacién, el nuevo modelo serd peor. Asi, como R? crece al anadir nuevas
variables regresoras, se corre el peligro de sobreajustar el modelo anadiendo términos
innecesarios. El coeficiente de determinacion ajustado penaliza esto.
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Definiciéon 8.2.1

Una medida del ajuste de la regresion maltiple a los datos es el coeficiente de determina-
cion o proporcion de variabilidad explicada

VE ] SCR

2——:
=37 S,

Sin embargo, para corregir el peligro de sobreajuste se define el coeficiente de determina-
cién ajustado como

_ SCR/(n —m) n—1

52
—1 —
R Sy/(n—1) n—m

(1- R

Cuando R? y R? son muy distintos, el modelo ha sido sobreajustado y debemos eliminar
variables o términos.

8.3. Inferencia sobre los coeficientes de regresion

Cuando asumimos la hipdtesis de normalidad sobre la distribucién de los errores € ~
N,(0,0%1), se deduce la normalidad de la variable respuesta

Y ~ N, (X3, %)

lo que nos permite utilizar las distribuciones asociadas a los estimadores de los parametros
que hemos estudiado.

En el capitulo de contraste de hipétesis se ha visto de varias formas (ver 5.10) que para
una funcién paramétrica estimable a’3

B — a3 ,
((3‘2 . a’(X’X)‘a)VQ n—r

En nuestro caso, todas las funciones paramétricas son estimables ya que r =k + 1 = m.
De modo que el estimador 3; verifica

~

M ~

VECMc; "
donde ¢;; es el j-ésimo elemento de la diagonal de (X'X)~! y 62 = SCR/(n—m) = ECM.
En consecuencia, los intervalos de confianza de los coeficientes de regresiéon (3; con un
nivel de confianza 100(1 — «) % son

By £ tum () - ee(0)

(8.3)

donde ee(F;) = /ECM ¢j;.
En cuanto a los intervalos de confianza para la respuesta media o los intervalos de predic-
cién para una respuesta concreta, su deduccion es similar al caso de la regresion simple.

Si xg = (1,z01,...,2Tox) recoge una observaciéon particular del conjunto de variables
regresoras, el intervalo de confianza con nivel 100(1—«) % para la respuesta media E[Y |x]
estd centrado en su estimacion gy = x,3

Go & tpm(a) - (ECM x)(X'X) " 1xq)"/?
ya que E(go) = X6/8 = E[Y|XO] y Var(gjo) = 0’2X6(X’X)_1X0.
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Extrapolaciéon oculta

En la estimacion de la respuesta media o la prediccién de nuevas respuestas en un punto
(o1, - - -, Tox) debemos ser muy cuidadosos con la extrapolacién. Si inicamente tenemos
en cuenta el producto cartesiano de los recorridos de las variables regresoras, es facil
considerar la prediccién para un punto que puede estar fuera de la nube de puntos con la
que hemos calculado la regresion. Para evitar este problema deberemos cenirnos al menor
conjunto convexo que contiene los n puntos originales y que recibe el nombre de casco
(hull) de las variables regresoras (ver figura 8.1).

X2
0
1

Figura 8.1: Conjunto convexo para los puntos de dos variables regresoras

Si consideramos los elementos hy; de la diagonal de la matriz proyeccién P = X(X'X) !X/,
podemos definir Ays = méx{hii,...,h,n} v se puede comprobar que

X (X'X) % < Amax

es un elipsoide que contiene al casco. No es el menor elipsoide, pero es el mas facil de
calcular.

Asi pues, para evitar en lo posible la extrapolacion, podemos comprobar en el punto
— ! o3
Xp = (1,1‘01,...,1’(%) S1

X6 (X/X) 71X0 < hméx

Contraste de significacion de la regresion

La hipétesis de mayor interés es la afirmacién de que Y es independiente de las variables
T1,...,Tx, es decir

Hy:i=0r=--=0=0 (8-4>

El Analisis de la Varianza del teorema 5.3.1 se puede aplicar al contraste de la significacion
conjunta de los coeficientes de regresion puesto que se trata de una hipdtesis contrastable

del tipo Hy : AB = 0, donde

01 0 ...0
001 ...0

A= L . rango A =k
0 00 1



Si Hy es cierta, al igual que en 6.9, la estimacion del tnico pardmetro que queda en el
modelo es By = y y la suma de cuadrados residual es

SCRy =) (4 —9)* =S,

que tiene n — 1 grados de libertad.
La descomposicién en suma de cuadrados es

S, = SCR + (SCRy — SCR)

es decir

Dwi—9?=> wi—9)*+> G —9)?
La tabla siguiente recoge esta descomposicién y realiza el contraste de la hipdtesis. La
hipdtesis se rechaza si F' > Fj,,,_x_1().

Fuente de | grados de suma de cuadrados

variacion libertad cuadrados medios F
Regresién k SCr = SCRy — SCR CMpg CMg/ECM
Error n—k—1 SCR ECM

Total n—1 Sy

Cuadro 8.1: Tabla del analisis de la varianza para contrastar la significacion de la regresion
multiple

Teniendo en cuenta las férmulas del teorema 8.2.1
SCRy — SCR = 17,5,
y deducimos una expresion equivalente al estadistico F’

P sz n—k—1
C1-r2 k

que también se presenta en forma de tabla.

Fuente de | Grados de | Suma de F
variacion libertad cuadrados
r? n—kFk—1
R ., k 2 S yx
egresion TuxSy T Tg%x i
Residuo | n—k—1 | (1-72)85,
Total n—1 Sy

Cuadro 8.2: Tabla del analisis de la varianza en regresiéon multiple

Del mismo modo que en la seccion 6.5 la hipotesis 8.4 equivale a afirmar que el coeficiente
de correlaciéon multiple poblacional es cero y se resuelve con el contraste asociado a la
tabla anterior.
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Significacién parcial
El contraste de significacién de un coeficiente de regresiéon particular Hy : 3; = 0, para
un j fijo, se resuelve con el estadistico 8.3 y la regién critica

5;

(ECM o, 17| ~ tkl@) (8.5)

donde c¢;; es el j-ésimo elemento de la diagonal de (X'X)".

Aceptar esta hip6tesis significa que la variable regresora z; se puede eliminar del modelo.
Sin embargo, es preciso actuar con cuidado ya que se trata de un contraste parcial porque
el coeficiente Bj depende de todas las otras variables regresoras x; (i # j). Es un contraste
de la contribucién de z; dada la presencia de las otras variables regresoras en el modelo.

De forma general podemos estudiar la contribucién al modelo de un subconjunto de
las variables regresoras. Esto se puede hacer mediante la descomposicion de la suma de
cuadrados asociada a un contraste de modelos.

Consideremos el modelo lineal completo, dividido en dos grupos de variables regresoras,

Y=XB+e=(X; Xy) (gl)Jre
2
donde Xj esn x (m—p)y Xy esn X p.

Para este modelo, la estimacién de los pardametros es ,B’ = (X’X)"'X'Y y la suma de
cuadrados de la regresion es

SCr(B) = SCRy —SCR=Y'Y — (Y'Y - BX'Y) =B8X'Y

con m grados de libertad. Esto es asi porque la hipétesis considerada es Hy : 3 = 0 y,
bajo esta hipdtesis, SCRy = Y'Y.

Para hallar la contribucién de los términos de 3, en la regresion, podemos considerar la
hipétesis Hy : B3, = 0 que es equivalente al modelo reducido Y = X3, + €. Bajo esta
hipdtesis, la estimacion de los pardmetros es Bl = (X|X;)"'X!Y y la suma de cuadrados
de la regresion

~/
SCR(/Bl) = 61X,1Y
con m — p grados de libertad.

Luego la suma de cuadrados de la regresion debida a 3,, dado que 3, estd ya en el modelo,
es

SCR(/BZ‘IBI) = SCR(ﬁ) - SCR(51)
con m — (m — p) = p grados de libertad.
Como SCr(3,|3,) es independiente de SCR, la hipdtesis Hy : 3, = 0 se puede contrastar

con el estadistico
SCR(ﬁz ’51)/1?
ECM

que se puede llamar una F' parcial, pues mide la contribucion de X, considerando que
X estéd en el modelo.

~ Fp,n—m

Por ejemplo, la suma de cuadrados de la regresion SCr(5;|50, 51, - -, Bi—1, Bj+1, - - - Bk)
para 1 < j < k es el crecimiento en la suma de cuadrados debido a anadir x; al modelo
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que ya contiene todas las otras variables, como si fuera la ultima variable anadida al
modelo. El contraste es equivalente al contraste 8.5.

Estos contrastes F' parciales juegan un papel muy importante en la busqueda del mejor
conjunto de variables regresoras a utilizar en un modelo. Por ejemplo, en el modelo
parabdlico Y = [y + fiz + Box? + € estaremos interesados en SCr(31]5o) y luego en
SCr(52|00, 41) que es la contribucién cuadratica al modelo lineal simple.

En el modelo Y = By + Bix1 + Boxo + (323 + €, la descomposicion en suma de cuadrados
es

Sy = SCr(Bh, B2, B3|60) + SCR

pero

SCr(B1, B2, 3] 80) = SCr(B1]Bo) + SCr(B2|5o, B1) + SCr(Bs3| 5o, B, B2)
= SCr(B2|60) + SCr(51]B0, B2) + SCr(Bs] 50, b1, B2)

Sin embargo, hay que ir con cuidado porque este método no siempre produce una particion
de la suma de cuadrados de la regresion y, por ejemplo,

SCr(B1, B2, B3] 50) # SCr(61|B2, B3, Bo) + SCr(B2|51, B3, Bo) + SCr(5s] 51, B2, o)

Un resultado interesante se tiene cuando las columnas de X; y Xy son ortogonales, ya
que entonces

SCR(ﬁQlﬂl) = SCR(ﬂ2> SCR(ﬁl’ﬂQ) = SCR(IB1>
Region de confianza y intervalos simultaneos

Del mismo modo que hemos explicado en 6.3.6, en regresiéon multiple la regiéon con una
confianza conjunta del 100(1 — a)) % es

(B - B)X'X(B - B)
mECM

S Fm,n—m(a)

Los intervalos simultaneos para los coeficientes de la regresion son del tipo
B £ A -ee(5))

para un conjunto de s coeficientes entre los k£ + 1. Por ejemplo, el método de Scheffé pro-
porciona los intervalos simultaneos

~

B; £ (sFsp-p-1())"? - ee(5;)

Los intervalos simultaneos para un conjunto de s respuestas medias a los puntos xq1, . . . , Xgs
son

Gy, = ABECM x(,;(X'X) " "xo5) /2
donde A = (sF,, 1 1(a))"? por el método de Scheffé.
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8.4. Coeficientes de regresién estandarizados

Es dificil comparar coeficientes de regresién porque la magnitud de Bj refleja las unidades
de medida de la variable regresora. Por ejemplo, en el modelo

Y =54 21 4+ 1000z

donde z; se mide en litros y z en mililitros, aunque Bg = 1000 es mucho mayor que
(1 = 1, el efecto sobre Y es el mismo.

Generalmente, las unidades de los coeficientes de regresién son

) 5 unidades Y
umidades 05 = idades 1,
J

Por todo ello, frecuentemente es de gran ayuda trabajar con variables estandarizadas que
producen coeficientes de regresion sin dimension. Basicamente hay dos técnicas:

Escala normal unidad

donde

B 1 & 5 1 - N2 22 1 E 7)2
szﬁzl% Seami 2l m)t =0y )
El modelo es

y: =bo+ br1zin + bozig + - + brzik + 1 i=1,...,n

donde las variables regresoras y la variable respuesta tienen media cero y varianza muestral
uno. La estimacién del modelo es b = (by,...,b,) = (Z'Z)'Z'Y* y by = y* = 0.
FEscala longitud unidad

Tij — Iy .
Wi = 7':17 an;]:]w 7k
J S;/Q
0 Yi— Y
Y, = 1=1, ,N
Sa/?
donde . .

El modelo es
y?:blwil—|—b2wi2+"‘+bkwik+7]i i=1,...,n

donde las variables regresoras y la variable respuesta tienen media cero y longitud

n

D (wyy —wy)? =1

i=1
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v la estimacién de los pardmetros es b = (W/'W)~ 'W'Y?,
Pero en este modelo tenemos

1 79 Tk
ror 1 Tok
WW =R,, =
Tkl Tk2 ... 1

donde Ryx es la matriz de correlaciones de las variables regresoras ya que

Yo (e — T) (v — 75)
(5:9;)1/?

Tij =

También podemos considerar que W'Y? = Ry, es el vector de correlaciones de las varia-
bles regresoras con la variable respuesta. También aqui el término correlacién es conven-
cional.

En todo caso, como

Z7Z=(n—-1)WW
ZY = (n-1)W'Y"’

las estimaciones de b = (b1, ..., b;)" por ambos métodos son idénticas.

Definicién 8.4.1

Se llaman coeficientes de regresion estandarizados los que se obtienen como solucion del

sistema de ecuaciones
b1 +7‘12b2+’ ' '+T’1kbk = Ty
ro101 + by A+ ropby = 1oy

7“].;;161 + Tk;gbg +---+ bk = Tky
es decir

R.xb = Ry,

donde Ryx es la matriz de coeficientes de correlacion entre las variables regresoras y
Ry, = (r1y, .-, Tky) €l vector columna con los coeficientes de correlacion entre las varia-
bles regresoras y la respuesta.

Los coeficientes de regresion ordinarios se deducen de las ecuaciones

A ~ 1/2 ~
J

S

Ademas, el coeficiente de determinacion es

R2 == Tix == i)lrly + BQTQy 4+ 4 Z)krky
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Algunos paquetes estadisticos calculan ambos conjuntos de coeficientes de regresion. En
algin caso, a los coeficientes de regresion estandarizados les llaman “beta coeficientes” lo
que para nosotros es confuso.

Finalmente senalaremos que debemos cuidar las interpretaciones puesto que los coeficien-
tes estandarizados todavia son parciales, es decir, miden el efecto de x; dada la presencia
de las otras variables regresoras. También l;j estd afectado por el recorrido de los valores
de las variables regresoras, de modo que es peligroso utilizar I;j para medir la importancia
relativa de la variable regresora x;.

Ejemplo 8.4.1

En un estudio sobre la incidencia que puede tener sobre el rendimiento en lenguaje Y,
la comprension lectora x1 y la capacidad intelectual xo, se obtuvieron datos sobre 10
estudiantes tomados al azar de un curso de basica (ver tabla 8.3).

Y 21 a9
3 1 3
2 1 4
4 3 7
9 7 9
6 8 7
7T 7 6
2 4 5
6 6 8
5 6 5
8 9 7

Cuadro 8.3: Tabla de datos del rendimiento en lenguaje

La matriz de correlaciones, las medias y las desviaciones tipicas son:

T To Y
x1 1 0,6973 0,8491 1 =052 s =2,82
To 1 0,7814 To =6,1 s9=1,86
Y 1 y=2>52 s,=244

Empezaremos planteando el sistema

by 40,6973 - by = 0,8491

0,6973 - by + by = 0,7814
cuya solucion es ) R

by = 0,592 by = 0,368

Entonces

B =02 0512 By =by2¥ — 0,485
S1 S2

BO =y — Blfl — 32572 = —0,424

La ecuacion de regresion es

y = —0,424 + 0,512z + 0,4855
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El coeficiente de determinacion es
R? =12 =b; - 0,849 + by - 0,781 = 0,791

y puede afirmarse que hay una buena relacion entre el rendimiento en lenguaje y la
comprension lectora y la capacidad intelectual.

Finalmente, para decidir sobre la hipotesis Hy : 1 = P2 = 0 calcularemos
ree  10-3

e
1—rz, 3-1

= 13,22

con 2 y 7 grados de libertad. Asi Hy puede ser rechazada, es decir, la relacion anterior es
significativa.

8.5. Multicolinealidad

Cuando la matriz X no es de rango méaximo, sabemos que X’'X es singular y no podemos
calcular su inversa. Ya sabemos que la solucién puede ser la utilizacion de alguna g-inversa,
aunque ello implica que la solucién de las ecuaciones normales no es tnica. En el caso de
la regresion multiple es dificil, aunque no imposible, que alguna columna sea linealmente
dependiente de las demads. Si ocurriera esto dirfamos que existe colinealidad entre las
columnas de X. Sin embargo, el término colinealidad o multicolinealidad se refiere al
caso, mucho mas frecuente, de que la dependencia entre las columnas no es exacta sino
aproximada, es decir, a la quasi-dependencia lineal entre las variables regresoras. Esto
puede provocar problemas de computacion de los parametros y en el cdlculo de la precision
de los mismos (ver Apéndice A.4).

Entre las multiples formas de deteccién de la multicolinealidad vamos a destacar el cdlculo
de los factores de inflacién de la varianza. Nosotros hemos visto que la matriz de varianzas-
covarianzas de los estimadores de los parametros de un modelo lineal es

var(8) = o?(X'X) !

Si consideramos el modelo de regresion estandarizado por la escala de longitud unidad,
la matriz de varianzas-covarianzas de los coeficientes de regresion estandarizados es

var(b) = 5*R}

donde 62 es la varianza del error del modelo transformado. En particular, la varianza de
uno de los coeficientes es R
var(b;) = 6° Ryl

XX

donde [Rj];; es el j-ésimo elemento de la diagonal de la matriz. Estas varianzas pue-
den estar “infladas” a causa de la multicolinealidad que puede ser evidente a partir de
la observacion de los elementos no nulos fuera de la diagonal de Ry, es decir, de las

correlaciones simples entre las variables regresoras.

Definicién 8.5.1

Los elementos de la diagonal de la matriz R} se llaman FIV o factores de inflacién de

la varianza ya que R
Var(bj) = 5’2FIVJ
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Se demuestra que

FIV, = (1- R})™!
donde RJZ- es el coeficiente de determinacién multiple de la variable regresora x; con todas
las demads variables regresoras.
El factor de inflacién de la varianza FIV; = 1 cuando R = 0, es decir, cuando z; no
depende linealmente del resto de las variables. Cuando RJQ- # 0, entonces FIV,; > 1 y si
R? ~ 1, entonces FIV; es grande. Asi pues, el factor de inflacién de la varianza mide
el incremento que se produce en la varianza de los estimadores de los coeficientes de
regresion al comparar dicha varianza con la que deberian tener si las variables regresoras
fuesen incorrelacionadas.
Cuando FIV; > 10 tenemos un grave problema de multicolinealidad. Algunos autores
prefieren calcular la media de los FIV; y alertar sobre la multicolinealidad cuando dicha
media supera el nimero 10.
Una de las posibles soluciones tras la deteccién de multicolinealidad es la estimaciéon por
la regresién ridge (ver 4.3.1).

Ejemplo 8.5.1

Con los datos del ejemplo 8.4.1, la matriz de correlaciones Ryy y su inversa son

R _ ( 10000 0,6973 Rt _ (L9465 —13574
=\ 10,6973 1,0000 =\ 13574 1,9465

y los factores de inflacion de la varianza son FIV, = 1,9465, FIV, = 1,9465, que coinciden
naturalmente cuando k = 2.
8.6. Regresion polinémica

Supongamos que una variable aleatoria Y se ajusta a una variable de control z segiin un
modelo polinémico de grado m

yi = Bo+ Bixi + Boxi + -+ + Bl + € (8.6)

Observemos que se trata de un modelo de regresion lineal miltiple de Y sobre las variables

T = T,Ty = T°,..., T, = ™. Para una regresién polinémica de grado m, la matriz de
diseno es
2 m
1 o xf ... af
1 xy 22 xh
2 DY 2
X =
2 m
1z, x;, ... xy

Estos modelos se pueden aplicar cuando el analista sabe que efectos curvilineos estan
presentes en la funcién respuesta. También se pueden utilizar como aproximaciones a
desconocidas, y posiblemente muy complejas, relaciones no lineales. Asi, los polinomios
se pueden considerar los desarrollos de Taylor de la funcién desconocida.

La regresién polindmica se justifica por el teorema de Weierstrass, el cual dice que toda
funcién continua f(x) se puede aproximar por un polinomio P,,(x) de grado m adecuado.
Se puede probar esta propiedad desde el punto de vista probabilistico:
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Sea f(z) una funcién continua en el intervalo (0, 1) y consideremos

ka/n (1—z)" "

llamados polinomios de Bernstein. Entonces P,(z) converge a f(x) cuando n — oo,
uniformemente en z.

Como en cualquier modelo lineal, la estimacién de los parametros de regresion se hace con
las ecuaciones normales. Sin embargo, hay varios problemas especiales que se presentan
en este caso.

1)

Es muy importante que el orden del polinomio sea tan bajo como sea posible.
Para utilizar polinomio de grado m > 2 se debe justificar con razones externas a
los datos. Existen transformaciones de las variables, en particular de la respuesta,
que hacen que el modelo sea de primer orden. Un modelo de orden bajo con una
variable transformada es casi siempre preferible a un modelo de orden superior con
la métrica original. Se trata de mantener el principio de parsimonia o simplicidad
de los modelos.

Hay varias estrategias para elegir el grado del polinomio.

Seleccion hacia adelante (forward selection): Se trata de ir ajustando modelos en
orden creciente hasta que el test t para el término de mayor orden es no significativo
(=0,1).

Seleccion hacia atrds (backward selection): Se trata de ajustar un modelo de alto
orden e ir eliminando términos si no son significativos para el test ¢ (a = 0,1).

Ambos métodos no necesariamente conducen al mismo modelo. En todo caso, hay
que recordar el consejo anterior y tratar con modelos de orden dos o muy bajo.

Debemos ser muy cuidadosos con la extrapolacién (ver pagina 140), ya que las
consecuencias pueden ser ruinosas.

Cuando el orden del polinomio es alto, la matriz X'X estd mal condicionada (ver
apéndice A.4 y seccién 8.5). Esto provoca problemas graves para el calculo de los
coeficientes de regresién y deficiencias en la precisién de los mismos. En Seber [65]
pag. 214 se ve un ejemplo en el que variaciones del orden de 1071 en X"Y producen
variaciones del orden de 3 en los elementos de 3.

De hecho, los modelos de regresién polinémicos estan notablemente mal condicio-
nados cuando el grado es mayor que 5 o 6, particularmente si los valores de = estan
igualmente espaciados.

Si los valores de z tienen un recorrido muy estrecho, esto puede conducir a la

multicolinealidad entre las columnas de X. Por ejemplo, si x varfa entre 1 y 2, 22

varia entre 1 y 4, lo que puede provocar una fuerte dependencia entre los datos de
2

Ty x°.

Para reducir el efecto no esencial de la mala condicién de los modelos de regresion po-
linémicos se deben centrar las variables regresoras. Ademas se pueden utilizar polinomios
de Tchebychev o, mejor, polinomios ortogonales.
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La utilizacion de polinomios de Tchebychev consiste en considerar el modelo
Yi = Yo To(zi) + nTi(zi) + - + YT (i) + &

donde Tj(z) es un polinomio de Tchebychev de grado j. Estos polinomios se generan
mediante la relacion de recurrencia

Tya(e) = 20T (x) — Ty-a(a)

Tomando inicialmente

se obtienen

Ty(z) =22% — 1
Ts(z) = 42° — 32
Ty(z) = 8x* — 82 + 1

El campo de variacion de x debe “normalizarse” adecuadamente entre —1 y 1 mediante
un cambio de variable. Esto se hace en favor de la estabilidad numérica.

Los polinomios de Tchebychev tienen propiedades muy interesantes que sugieren que, pa-
ra valores de x razonablemente espaciados, la matriz del modelo X tiene columnas que son
aproximadamente ortogonales, de forma que la matriz X’X tiene los elementos de fuera
de la diagonal bastante pequenos y generalmente esta bien condicionada. Asi pues, un
procedimiento de calculo de regresion polindémica consiste en usar polinomios de Tcheby-
chev junto con un método de descomposicién ortogonal de la matriz de diseno, como el
algoritmo QR.

8.6.1. Polinomios ortogonales

El replanteamiento del modelo 8.6 mediante polinomios ortogonales permite una solucion
sencilla de los problemas numéricos mencionados.

Consideremos ahora el modelo

Yi = %000(Ti) +7101(75) + -+ Y (1) + € (8.7)
donde ¢;(z;) es un polinomio de grado j en z; (j = 0,1,...,m). Supongamos que los m
polinomios son ortogonales, es decir,

Z@‘(%)@’(%) =0 Vj# j/ (8-8>

El modelo lineal es entonces B
Y =X~v+e€

donde



Entonces, debido a la ortogonalidad, tenemos que

Do) 0 0
S I
0 0 . Y6k

y la soluciéon de las ecuaciones normales es

5 ZZ Gi ()Y

Fom DI UIL 0] m

lo que es cierto para toda m. La estructura ortogonal de X implica que el estimador MC
de v; (j < m) es independiente del grado m del polinomio, lo que es una propiedad muy
deseable.

Como ¢g(z) es un polinomio de grado cero, si tomamos ¢o(x) = 1 tendremos o = ¥.
La suma de cuadrados residual es entonces

SCR(m) =Y (yi—9)° =Y (> i (x:)3; (8.9)
j=1 i
cantidad que indicaremos por Q(m).

En efecto:

siendo ahora

Por otra parte
(D el i)® =D D dilwi)dy - dir(wi)iy
i=1 i

y sumando respecto de ¢ tenemos, considerando 8.8,

D@9 = 3> O die)dy (@)

I i
Q)
j=1 =1

lo que demuestra 8.9.

Existen diversos procedimientos para generar polinomios ortogonales (Fisher, Forsythe,
Hayes, etc.).
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En el caso particular que los valores de = sean igualmente espaciados podemos transfor-
marlos de manera que

zi=i—3(n+1) i=1,2...,n

Entonces se puede considerar el siguiente sistema de polinomios ortogonales

do(z) =1

o1(z) = M

Balr) = Nala? — B(0? — 1))
85(2) = Aol — 3532 — T)a)

donde las \; se eligen de forma que los valores de ¢;(z;) sean enteros. Estos polinomios
se encuentran tabulados para varios valores de n.

8.6.2. Eleccion del grado

Un aspecto importante de la regresién polinémica es la eleccién del grado m adecuado.
El contraste de hipdtesis

HO m = My (8 10)

Hi:m=my>mg

equivale a plantear una regresion polinémica de grado m y entonces establecer la hipétesis
lineal

Hy: Bmgs1 =+ = Pm, =0

sobre el modelo 8.6, o bien, utilizando el modelo equivalente 8.7 en términos de polinomios
ortogonales

H0:7m0+1:"':7m1:0

Las sumas de cuadrados residuales son
SCR=Q(m;)  SCRy = Q(myo)
Teniendo en cuenta 8.9 resulta
mi n
SCRy — SCR = Q(mo) = Q(m1) = Y (D ;)3
j=mo+1 i=1
Entonces, para contrastar Hy : m = myq frente H; : m = my, calcularemos el estadistico

7 (@mo) = Q(m))/(my —my) (8.11)

Q(m1)/(n —my —1)

cuya distribucion, bajo Hy, es una F' con m; — mg y n — mq — 1 grados de libertad.

La estrategia para elegir el grado puede ser mediante eleccion descendente o eleccién as-
cendente. En el primer caso empezamos por el grado que se supone maximo. Supongamos,
por ejemplo, que m = 5. Entonces se contrasta m = 4 frente a m = 5. Si el test F' no es
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significativo, se contrasta m = 3 con m = 4, y asi sucesivamente. El proceso es el inverso
en el caso de eleccién ascendente.

También es 1til tener en cuenta que un descenso importante de la suma de cuadrados
residual Q(m) al pasar de grado k a grado m, es un indicio de que el grado es m.

Finalmente, si disponemos de n; observaciones 1, ..., ¥in, para cada valor de la variable
de control z; i = 1,...,p, una vez elegido el grado m, podemos analizar la validez del
modelo planteando el contraste

Ho : yin = Pr(z;) + €
Hy oy = g(x;) + €

donde g(z) es una funcién desconocida de x. La hipétesis nula significa afirmar que
g(x) = P,,(z) es un polinomio de grado m en z. Tenemos entonces (véase 6.12):

SCR = (yin — 3:)* = nsy(1—7) n—p gl.
ih
SCRy = Q(m) = ns2(1—17,) n—m-—1 gl
donde 7,y es la correlacién multiple de Y sobre z,2?,...,2™ (ver teorema 8.2.1). Calcu-

laremos entonces el estadistico

(7 = 1) /(p —m — 1)
(L =7?)/(n—p)

y aceptaremos el ajuste polinémico de grado m si esta F' no es significativa.

F =

Ejemplo 8.6.1

Se dispone de la respuesta a un test de conducta de dos grupos de ratas, uno control y
otro experimental, para diez observaciones realizadas cada tres dias desde el dia 47 al dia
74 de vida (ver tabla 8.4).

dia grupo control grupo experimental
47 25,7 34,1
50 20,1 249
53 16,2 21,2
56 14,0 23,3
59 21,3 22,0
62 20,3 30,9
65 28,4 314
68 23,5 26,5
71 16,8 23,0
74 9,9 17,2

Cuadro 8.4: Datos del test de conducta a dos grupos de ratas

El modelo considerado hace depender la variable conducta (medida mediante el test) del
tiempo t segun una funcion polinomica

var. obs. = polinomio de grado m en t + error & y = Pn(t) +¢
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Para determinar el grado del polinomio al cual se ajustan los valores experimentales se
plantea la hipotesis 8.10 que se resuelve mediante el test F' 8.11.

Los resultados, obtenidos segun el método de los polinomios ortogonales, son los siguientes

grupo control g.l. grupo experimental  g.l.
Q(0) = 273,87 9 Q(0) = 249,99 9
Q(1) = 249,22 8 Q(1) = 216,12 8
Q(2) = 233,52 7 Q(2) = 213,15 7
Q(3) = 41,61 6 Q(3) = 37,80 6
Q(4) = 41,52 5 (4) = 27,10 5

Observemos que hay un fuerte descenso de la suma de cuadrados residual Q(m) al pasar
de grado 2 a grado 3, indicio de que los datos experimentales se ajustan a un polinomio
de grado 3.

Las F obtenidas son:

contraste grupo control grupo experimental
0wv.s. 1 F=0,79 (n.s.) F =125 (ns.)
0wvs. 2 F =10,60 (n.s.) F =10,60 (n.s.)
0vs. 3 F=11,16 (p <0,01) F=11,23 (p <0,01)
1vs. 3 F =1497 (p <0,01) F=14,25 (p <0,01)
20v.s5. 3 F =2767 (p <0,01) F =2783 (p <0,01)
3v.s. 4 F=0,01 (n.s.) F =198 (n.s.)

Efectivamente, tanto los datos del grupo control como los del grupo experimental se ajustan
a un polinomio de grado 3 (ver Figura 8.2).

40 -
35 1 o

30 - o
25 0 o e o grupo control

20 + (o] o ® grupo
o o experimental
15 A o P

10 A o

40 50 60 70 80

Figura 8.2: Gréfico de los dos grupos de ratas

El modelo es:

grupo control (o)
y; = 1929,24 — 97,86t; + 1,654t7 — 0,0092t7 + ¢;
grupo experimental (e)

y; = 1892,28 — 94,94¢; + 1,593t7 — 0,0088¢) + ¢;
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8.7. Comparacion de curvas experimentales

8.7.1. Comparacién global

Si dos curvas experimentales se ajustan bien a modelos de formulacién matematica di-
ferente (por ejemplo, dos polinomios de distinto grado) hay que aceptar que las curvas
experimentales son distintas.

Si las dos curvas son polinomios del mismo grado

y1 = Pu(x)+e
yo = Pn(x)+e

la comparacion se expresa planteando el siguiente contraste de hipdtesis

Hy : P, (7) = B, (x)

Hy - Pu(s) # Pal) (812)
que implica la hipétesis lineal
Ho: B3 = f; 1=0,1,...,m
analoga a
Hy:v =% 1=0,1,...,m (8.13)

si utilizamos el modelo planteado mediante polinomios ortogonales (ver 8.7).

Sean SCR; = Q1(m), SCRy = Q2(m) las sumas de cuadrados residuales para cada curva
y SCR = SCR; + SCRy5 la suma de cuadrados residual del modelo conjunto construido
mediante la unién de los dos modelos.

La construccion del modelo conjunto es sélo posible si los dos modelos poseen varianzas
iguales. Por este motivo, es necesario plantear previamente el test de homogeneidad de
varianzas

. 2 _ 2
. 2 2
Hy, : o] #0;

que se resuelve mediante el estadistico

~ SCRy/(ny —m —1)
N SCRQ/(TLQ —m — 1)

F (8.14)

cuya distribucién si Hy es cierta es una F ' conny —m —1yno —m—1g.l.
Si aceptamos la igualdad de varianzas, podemos resolver 8.13 mediante el estadistico

F =
(SCR1 + SCRy)/(n1 4+ ng — 2m — 2)

(8.15)

que bajo Hj sigue una F' con m + 1y ny + ny — 2m — 2 g.l.. La suma de cuadrados
SCRy = @Q12(m) es la suma de cuadrados residual bajo Hy, es decir, considerando que
las dos curvas son iguales y que en consecuencia todos los datos se ajustan a un mismo
polinomio de grado m.
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8.7.2. Test de paralelismo
La hipétesis lineal de que las curvas son paralelas se plantea de la siguiente forma
Hy: B =5 i=1,....,m
o bien, si nos referimos a 8.7
Hy: v =% 1=1,....m (8.16)

Es decir, las curvas difieren tinicamente respecto a la ordenada en el origen.

Esta hipotesis tiene generalmente interés cuando se rechaza Hj de 8.12. Se resuelve me-
diante el estadistico

(SCR}, — SCR; — SCRy)/m

F =
(SCR; + SCRy)/(n1 4+ ng — 2m — 2)

(8.17)

cuya distribucién sigue una F' con m y ny + no — 2m — 2 g.l. cuando Hj es cierta. La
suma de cuadrados SCR7; es la suma de cuadrados residual bajo Hy que supone aceptar
la existencia de dos curvas distintas pero paralelas.

Ejemplo 8.7.1

En el ejemplo 8.6.1 hemos ajustado los datos del grupo control y del grupo experimental
a dos polinomios de grado 3.

¢Podemos aceptar que en realidad los dos polinomios son iguales? Esta prequnta equivale
a plantear la hipotesis lineal 8.13. Para resolverla es necesario realizar previamente el test
de homogeneidad de varianzas utilizando 8.1}

_ 41,61/(10 —3—1)
~37,80/(10 —3 — 1)

= 1,10

con 6 y 6 g.l. (no significativa).

Pasamos pues a contrastar 8.13 mediante el estadistico 8.15. La suma de cuadrados re-

sidual bajo Hy es SCRy = Q12(3) = 249,06

g (24906 — 41,61 -3780)/(3+1) _ .
T (41,61 +3780)/(10+10—6—2)

con 4 y 12 g.l. que es significativa (p < 0,01). Debemos aceptar en consecuencia que las
dos curvas son diferentes (la conducta de los individuos del grupo control es diferente de
la conducta de los individuos del grupo experimental).

No obstante, podemos prequntarnos si las dos curvas son paralelas y plantear la hipotesis
lineal 8.16 que resolveremos utilizando el estadistico 8.17. La suma de cuadrados residual
bajo Hy es ahora SCR} = QF, = 82,59

P (82,59 — 41,61 — 37,80)/3 016
(41,61 +37,80)/(10 +10 -6 —2)

con 3 y 12 g.l. (no significativa). Podemos entonces aceptar que las dos curvas experi-
mentales son paralelas. La interpretacion en términos de la conducta podria realizarse
conociendo con mds precision el planteamiento del problema.
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8.8. Ejemplos con R

Vamos a utilizar los datos del ejemplo 8.4.1 sobre el lenguaje. Las siguientes instrucciones
permiten introducir los datos y dibujar los diagramas de dispersion dos a dos de las
variables del ejemplo (ver figura 8.3).

5 3
ol o ©
o o
o o oo ©
y o o
o o <
o o
o o o o o
o o
® o o
o o o o
© oo o o
x1
<0 o
o o
.
o o o o
q o ) o
1 o o o
1 o o o ° 0o N
1 o o X2 o
“1© o o o F v
€ F <
{ o )

Figura 8.3: Diagramas de dispersion dos a dos entre la variable respuesta y las variables
explicativas del ejemplo 8.4.1

y<-c(3,2,4,9,6,7,2,6,5,8)
x1<-c¢(1,1,3,7,8,7,4,6,6,9)
x2<-c(3,4,7,9,7,6,5,8,5,7)
exp<-cbind(x1,x2)
lenguaje.datos<-data.frame(y,exp)
par(pty="s“)
pairs(lenguaje.datos)

V V V V V V V

El siguiente paso es calcular el modelo de regresiéon lineal multiple que permita predecir
los valores de Y en funcion de las variables explicativas z; y xs.

> regrem<-lm(y~x1+x2)
> summary (regrem)

Call: Im(formula =y ~ x1 + x2)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-2.051 -0.5264 -0.05257 0.7989 1.47

Coefficients:
Value Std. Error t value Pr(>|tl|)
(Intercept) -0.4244 1.4701 -0.2887 0.7812
x1 0.5123 0.2087 2.4543 0.0438

157



x2 0.4853 0.3178 1.5273 0.1705
Residual standard error: 1.266 on 7 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.7907
F-statistic: 13.22 on 2 and 7 degrees of freedom, the p-value is 0.004196

Correlation of Coefficients:

(Intercept) x1
x1 0.1811
x2 -0.8036 -0.6973

El plano estimado es y = —0,4244 + 0,5123x; + 0,4853x5 con un coeficiente de determi-
nacién R? = 0,7907 y el estadistico F' nos dice que el modelo es 1til, si un estudio més
profundo decide finalmente que es realmente valido.

Resulta curioso que en S-PLUS se puede obtener el coeficiente de determinacién R? a
partir de la funciéon summary.1lm en la forma

> summary (regrem) $r.squared
[1] 0.790684

pero no hay nombre para el coeficiente ajustado. Mientras que en R si es posible.
También se pueden obtener los coeficientes a partir de la matriz X'X:

> XtX<-t(regrem$R)%*/regrem$R
> XtX
(Intercept) x1 x2
(Intercept) 10 52 61
x1 52 342 350
x2 61 350 403
> XtX.inv<-solve (XtX)
> XtX.inv
(Intercept) x1 x2
(Intercept) 1.34840753 0.03466479 -0.2342073
x1 0.03466479 0.02718635 -0.0288580
x2 -0.23420728 -0.02885800 0.0629949
> XtX.inv)*%t (cbind (1, exp) ) %*%y
[,1]
(Intercept) -0.4244237
x1 0.5123174
x2 0.4853071

La matriz XtX.inv se puede obtener de forma directa asi:

> summary (regrem)$cov.unscaled
(Intercept) x1 x2
(Intercept) 1.34840753 0.03466479 -0.2342073
x1 0.03466479 0.02718635 -0.0288580
x2 -0.23420728 -0.02885800 0.0629949

También se obtiene mas facilmente con los elementos que proporciona la funciéon 1sfit:
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> regrem.ls<-1lsfit(exp,y)
> regrem.diag<-ls.diag(regre.ls)
> regrem.diag$cov.unscaled

La matriz 6%(X’X)~! de varianzas y covarianzas entre los estimadores MC de los coefi-
cientes se obtiene de forma sencilla:

> summary (regrem)$sigma”2*summary (regrem)$cov.unscaled
(Intercept) x1 x2
(Intercept) 2.16117719 0.05555943 -0.37537868
x1 0.05555943 0.04357326 -0.04625252
x2 -0.37537868 -0.04625252 0.10096587

o también
> regrem.diag$std.dev " 2*xregrem.diag$cov.unscaled
Para calcular intervalos de confianza sobre los coeficientes de regresion hacemos

> beta.est<-cbind(regrem.ls$coef) ;beta.est
[,1]
Intercept -0.4244237
x1 0.5123174
x2 0.4853071
> cbind(beta.est+qt(0.025,7)*regrem.diag$std.err,
+ beta.est+qt(0.975,7)*regrem.diag$std.err)
[,1] [,2]
(Intercept) -3.90064431 3.051797
x1 0.01872084 1.005914
x2 -0.26605529 1.236669

Observamos que los intervalos correspondientes a (3 y (2 contienen al cero, en coherencia
con los test t parciales. Pero también nos puede interesar reproducir la tabla ANOVA
sobre la significaciéon de la regresion, aunque el test F' ya se ha obtenido con la funcion
summary (regrem). Las funciones anova.lm o summary.aov nos pueden ayudar.

> summary.aov(regrem)
Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
x1 1 38.64190 38.64190 24.10956 0.0017330
x2 1 3.73876 3.73876 2.33270 0.1705213
Residuals 7 11.21934 1.60276

Sin embargo, los resultados se refieren a contrastes F' secuenciales y parciales. Exacta-
mente SCg(fo, f1) = 38,64190 y SCr(B2|5o, 1) = 3,73876, de manera que

SCR - SCR(ﬁl,ﬁo) —|— SCR(ﬁQ’/BU7/6]_) - 42,38066

Por otra parte, se observa directamente que SCR = 11,21934. Con estos datos, completar
la tabla 8.1 es relativamente sencillo. Sin embargo se puede conseguir dicha tabla, aunque
con otra organizacién, mediante un contraste de modelos:
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> regrem0<-1m(y~1)
> anova(regrem0O,regrem)
Analysis of Variance Table

Response: y

Terms Resid. Df RSS Test Df Sum of Sq F Value Pr(F)
1 1 9 53.60000
2 x1 + x2 7 11.21934 2 42.38066 13.22113 0.00419574

Otro aspecto que también hemos visto ha sido el calculo de los coeficientes de regresion
estandarizados, que con R se obtienen asi:

> cor (exp)
x1 x2

x1 1.0000000 0.6973296
x2 0.6973296 1.0000000
> cor(exp,y)

[,1]
x1 0.8490765
x2 0.7813857
> solve(cor(exp),cor(exp,y))

[,1]
x1 0.5921248
x2 0.3684796

Si queremos mas detalles sobre los coeficientes de regresion estandarizados, podemos
utilizar el siguiente modelo sin coeficiente de intercepcion:

x1.est<-(x1-mean(x1))/stdev(xl)
x2.est<-(x2-mean(x2))/stdev(x2)
y.est<-(y-mean(y))/stdev(y)
regrem.est<-1m(y.est”-1+x1l.est+x2.est)
summary (regrem.est)

V V V V V

Por 1ltimo, podemos estudiar la multicolinealidad calculando los FIV

> diag(solve(cor(exp)))
[1] 1.946542 1.946542

que en este caso no existe.

El célculo de predicciones puntuales o por intervalo se obtiene mediante la funcion
predict.1lm del modelo lineal.
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8.9. Ejercicios

Ejercicio 8.1
Consideremos el modelo de la regresiéon lineal multiple
Yi = Po + biwa + -+ Buim i=1,...,n

Sean BO, Bl, e ,Bm las estimaciones MC de los pardmetros. Explicar en qué condiciones
podemos afirmar que E(5;) = 3;, 7 =0,1,...,m.
Por otra parte, ;jes siempre valido afirmar que

Ui = Bo + Bz + - + BnTim
es una estimacion centrada de
Bo+ Brixin + -+ BnTim 7

Ejercicio 8.2

En la regresiéon multiple de una variable Y sobre tres variables control xy, x5, 3

Yi = Bo + Bz + BaTio + B3z + € i1=1,...,n

donde €; ~ N(0,0?%), se desea contrastar la hipdtesis nula
Hy:(y=[3=0

Sea ryx €l coeficiente de correlacion multiple de Y sobre x1, 9, z3 y sea ry; el coeficiente
de correlacién simple entre Y y 1. Deducir un test F' para contrastar Hy que sea funcién
de ryx v 1.

Ejercicio 8.3

En una gran ciudad, queremos relacionar el nimero de muertos diarios por enfermedades
cardio-respiratorias con la media de humos (mg/m?) i la media de diéxido de azufre
(partes/millén) medidas por los equipos del Ayuntamiento en diversas zonas de la ciudad.

Consideremos un modelo de regresiéon lineal no centrado con los siguientes datos:

15 6,87 21,09 0,2243 —1,2611  0,2987
X'X = 5,6560 18,7243 (X'X)! = 16,1158 —4,3527
63,2157 1,2054
3922
X'Y = | 2439,54 Y'Y = 1264224
7654,35

Se pide:

1) Calcular la estimacién MC de todos los coeficientes de regresion del modelo.
2) Obtener una estimacion insesgada de la varianza del modelo.

3) Contrastar la significaciéon del modelo propuesto con a = 0,1.
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4) Calcular el intervalo de confianza al 95% para la media del valor respuesta para
una media de humos de 1 mg/m?® y una media de SO, de 1.

Ejercicio 8.4

Se dispone de los siguientes datos sobre diez empresas fabricantes de productos de limpieza
doméstica:

Empresa V IP PU
1 60 100 1,8

p 48 110 24
3 42 130 36
4 36 100 0,6
5 78 80 18
6 36 80 0,6
7 72 90 36
8 42 120 1,2
9 54 120 2.4
10 90 90 4.2

En el cuadro anterior, V' son las ventas anuales, expresadas en millones de euros, /P es un
indice de precios relativos (Precios de la empresa/Precios de la competencia) y PU son los
gastos anuales realizados en publicidad y campanas de promocion y difusion, expresados
también en millones de euros.

Tomando como base la anterior informacién:
1) Estimar el vector de coeficientes B = (5o, 51, f2) del modelo

Vi= P+ BilP; + B PU; + ¢

2) Estimar la matriz de varianzas-covarianzas del vector 3.
3) Calcular el coeficiente de determinacion.

Ejercicio 8.5

Dado el modelo
Y, = Bo + 51 X0 + BoXor + uy

y los siguientes datos

i Xi Xy
10 1 0
25 3 -1
32 4 0
43 5 1
58 7 -1
62 8 0
67 10 -1
71 10 2

obtener:
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(a) La estimacién MC de Sy, 1, B utilizando los valores originales.

(b) La estimacion MC de [y, (1, 52 utilizando los datos expresados en desviaciones res-
pecto a la media.

(c) La estimacién insesgada de o2.

(d) El coeficiente de determinacién.

(e) El coeficiente de determinacion corregido.

(f

g) El contraste de la hipétesis nula Hy : §; = P2 = 0 utilizando datos originales.

)
)
)
) El contraste de la hipdtesis nula Hy : fy = 1 = (2 = 0.
()
(h)

El contraste de la hipdtesis nula Hy : 31 = B2 = 0 utilizando datos en desviaciones
respecto a la media.

(i) La representacién grafica de una regién de confianza del 95 % para (1 y (s.
(j) El contraste individual de los pardmetros Gy, 01 v (s.
(k) El contraste de la hipdtesis nula Hy : 31 = 100s.
)
)

(1) El contraste de la hipétesis nula Hy : 25y + 2031 + 702 = 50.

(m) El contraste de la hipdtesis nula conjunta Hy : £ = 10052, 2050 + 201 + 732 = 50.

Ejercicio 8.6

Supongamos que hemos estimado la siguiente ecuacién utilizando MC (con las variables
medidas en logaritmos)

Yi =00+ 51X + B Xoy t=1,...,17
y las estimaciones de los parametros son:
Bo=137 fi=114 [y=-083
También hemos obtenido la siguiente expresion escalar:
Y'[I - X(X'X) ' XY = 0,0028
y los elementos triangulares de la matriz (X’X)~! son:

510,89 —254,35 0,42
132,70 —6,82
7.11

Se pide:
1. Calcular las varianzas de los estimadores MC de (g, (1, B2.

2. Si Xy, aumenta en un 1 por 100 y X5, en un 2 por 100, jcudl seria el efecto estimado
en Y;?
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3. Efectuar un test estadistico para verificar la hipétesis de que 5, = 1y [fy = —1
y dar el valor de dicho estadistico. ;Cudles son las tablas que necesitaremos para
realizar el test y cudntos son los grados de libertad?
Ejercicio 8.7
Una variable Y depende de otra variable control x que toma los valores x; = 1,25 =
2,13 = 3,24 = 4 de acuerdo con el modelo lineal normal
Yi = Bo + brx; + Box} + € 1=1,2,3,4

Estudiar la expresion del estadistico F' para contrastar la hipotesis Hy : 31 = 5.

Ejercicio 8.8

La puntuacién del test open-field para un grupo de 10 ratas control (C) y otro grupo de
10 ratas experimentales (E) a lo largo de los dias 47,50, ..., 74 contados desde el instante
del nacimiento fue

Dia 47 50 53 56 59 62 65 68 71 T4
grupo C 34 24 21 23 23 30 31 26 23 17
grupo B 25 20 16 15 21 20 28 23 18 9

Se ajustaron al grupo control polinomios de grado 0,1,2 y 3 respecto la variable “edad
en dias” y se obtuvieron las siguientes sumas de cuadrados residuales:

Q(0)=235.6
Q(1)=202,8
Q(2)=199.4
Q(3)= 29,7

Se pide:

1) Comprobar que se puede aceptar como valido el polinomio de grado 3 como poli-
nomio de regresién de Y (puntuacion) sobre z (edad en dias).

2) El polinomio de grado 3 que ajusta Y a z es
y = 318,8 — 93,3z + 1,562 — 0,00862>

El coeficiente de correlacién miultiple de Y sobre x, 2%, 2® es r,x = 0,8734. Estudiar
si es significativo.

3) Para el grupo experimental es también adecuado un ajuste polinémico de grado 3
con suma de cuadrados residual Q(3) = 29,2. Ademés, juntando todos los datos re-
ferentes a Y, es decir, juntando los dos grupos y en consecuencia las 20 observaciones
y realizando un ajuste polinémico de grado 3, se obtiene

SCRy = 225,8
Contrastar las hipdtesis

Hj : los dos polinomios (C y E) son idénticos

H, : hay diferencias significativas entre ambos polinomios
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Capitulo 9

Diagnosis del modelo

En este capitulo se investiga la deteccién de posibles deficiencias en el modelo por incum-
plimiento de las hipédtesis fijadas en 2.3. Para ello la principal herramienta es el analisis
de los residuos que nos permite detectar los siguientes problemas:

1. Algunas de las variables explicativas del modelo tienen una relacién no lineal con
la variable respuesta.

2. No hay homocedasticidad, es decir, los errores no tienen varianza constante.
3. Los errores no son independientes.

4. Muchas observaciones atipicas.

5. Hay observaciones demasiado influyentes.

6. Los errores no tienen distribucion normal

También estudiaremos la consecucién del mejor grupo reducido de variables regresoras.

9.1. Residuos

9.1.1. Estandarizacion interna

Los residuos de un modelo lineal se obtienen como diferencia entre los valores observados
de la variable respuesta y las predicciones obtenidas para los mismos datos:

A~

e=(e1,...,e,) =Y -Y

La media de los residuos es cero

y una estimacion aproximada de la varianza es
n

1 1 B
i=1

n—=k ,
=1
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que tiene solo n — k — 1 grados de libertad, donde k es el nimero de variables regresoras,
ya que los n residuos no son independientes,

Se llaman residuos estandarizados a

é; ,
d; = - 1=1,...,n

‘" VECM

que tienen media cero y varianza aproximada uno.

Ahora bien, como el vector de residuos aleatorios es e =Y — Y = (I— P)Y = (I — P)e,
donde P es la matriz proyeccién, la matriz de varianzas-covarianzas de los residuos es
var(e) = 0(I — P) de manera que

var(e;) = o%(1 — hy)

donde h;; es el i-ésimo elemento! de la diagonal de P.

La utilizacion de los residuos e como estimaciones de los errores € requiere que mejoremos
la estandarizacién. Como 0 < hy; < 1, utilizar ECM para estimar la varianza var(e;) es
una sobreestimacién:

0<  var(e)

<
0 < ECM(L — hy;) <

ECM

De modo que muchos autores recomiendan trabajar con los residuos studentizados

€; .
ri = 1=1,...,n

[ECM(1 — hy)]1/2

Ademas, h;; es una medida de la localizacién del i-ésimo punto x; respecto al punto medio.

En la regresién lineal simple

1 (J,‘Z — ZZ‘)2
hii = = 1
n * > iz —2)? (5-1)
En el modelo de regresion multiple
1 1
hig = —[1+ (% = X)'Six (i — X)] = (L D) (9.2)

donde D; es la llamada distancia de Mahalanobis.

Asi, la varianza de un error e; depende de la posicién del punto x;. Puntos cercanos al
punto central X tienen mayor varianza (pobre ajuste MC) que los puntos alejados.

Como las violaciones de las hipdtesis del modelo son més probables en los puntos remotos,
pero mas dificiles de detectar con los residuos e; (o d;), porque los residuos son menores,
es mejor trabajar con los residuos r; ya que var(r;) = 1 constante, desde el punto de vista
de la localizacion de los x;.

Para n grande se puede trabajar con los d; o con los r;. Pero como valores altos de e;
y de h; pueden indicar un punto de alta influencia en el ajuste MC, se recomienda la
utilizacion de los residuos estudentizados r;. Estos residuos se utilizaran en el diagnéstico
de valores atipicos.

'En muchos libros escritos en inglés la matriz proyeccién se llama kat y se escribe H.

166



Ejemplo 9.1.1

St recuperamos el ejemplo de regresion simple propuesto en la seccion 1.2 con los datos
de trafico, podemos calcular los residuos studentizados de ese modelo.

Primero calculamos los elementos de la diagonal de la matriz P, por ejemplo
1 (12,7 — 54,44167)>

hiy = — =0,1
N o1 T T 152574383 0:155865
y con este valor se obtiene el residuo
0,528699
at : = 2,13968

~ 0,2689388(1 — 0,155865)1/2

Los otros residuos se calculan de forma similar, mejor con la ayuda de una hoja de cdlculo
o con un programa estadistico (ver seccion 9.4).

9.1.2. Estandarizacion externa

Para calcular los residuos estudentizados r; en el apartado anterior hemos utilizado ECM
como estimador de la varianza o2. Nos referiremos a esto como una estimacién interna
puesto que para calcularla se utilizan los n puntos. Otra aproximacion consiste en estimar
o? con el conjunto de datos sin la i-ésima observacion.

Si s%i) es la estimacién de o2 asi obtenida, se demuestra que

> (n—k—-1)ECM—¢e7/(1—hy) n—k—1-r?
SG) = n—Fk_29 = BECM n—k—2

Si utilizamos estos estimadores de 02 en lugar de ECM, producimos los llamados residuos
studentizados externamente o R-Student
€

[s7) (1 = ha)]'/2
En la mayoria de situaciones los residuos t; no diferiran de los residuos studentizados r;.
Sin embargo, si la i-ésima observacion es influyente, entonces 3%1') puede diferir significa-
tivamente de ECM y el estadistico t; serda méas sensible para este punto. Ademas, bajo las
hipétesis estandar t; ~ t,,_r_o, de modo que podemos considerar un procedimiento formal
para la deteccién de valores atipicos mediante el contraste de hipotesis y utilizando algin
método miultiple. En la préactica, un diagnodstico “a 0jo” es mas tutil y rapido. En general,
se considera que un residuo es atipico o outlier si |t;| > 2. Ademads, la deteccién de los
valores atipicos esta ligada a la deteccion de puntos influyentes.

Ejemplo 9.1.2

Vamos a calcular el residuo studentizado externamente t| para la primera observacion

de la regresion simple continuacion del ejemplo 9.1.1. Para ello necesitamos el valor del
error ECM = (0,2689388)% = 0,072328 con el que calculamos

24 —1—1— 2139682
24— 1-2

sy = 0,072328 = 0,060004

y con esta estimacion externa
B 0,528699
\/0,060004(1 — 0,155865)

t = 2,349159
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a) Residuos studentizados b) Residuos studentizados
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Figura 9.1: Graficos de los residuos studentizados del ejemplo 9.1.1.

Siguiendo con la misma idea, también podemos calcular los residuos en funcién de las
predicciones g;;) calculadas con el modelo de regresion sin la i-ésima observacion. Sean
@) = Yi — Vii) los residuos asi obtenidos y

n
2
PRESS = ) "¢, (9.4)
i=1
su suma de cuadrados?. También algunos autores llaman error cuadrdtico de validacion
a esta suma de cuadrados por ser una medida externa de precisiéon del modelo.

Se demuestra que
€; o

- var(eg) = (9.5)

de modo que la estandarizacion de estos residuos

€6 =

€(i) _ €i
var(eq)]V/2 [o2(1 — hy)]'/?2

también depende del estimador que utilicemos para estimar o2. Si utilizamos el estimador
interno ECM, recuperamos los residuos studentizados r; y si utilizamos el estimador
externo s?i) obtenemos los residuos studentizados externamente ;.

Los residuos asociados con puntos para los que hy; sea grande, tendran residuos e(;) gran-
des. Estos puntos seran puntos de alta influencia. Una gran diferencia entre el residuo
ordinario e; y el residuo e(;) indicard un punto en el que el modelo, con ese punto, se
ajusta bien a los datos, pero un modelo construido sin ese punto “predice” pobremente.

9.1.3. Graficos

Algunos gréaficos de los residuos nos van a ayudar en el diagndstico del modelo aplicado.

2prediction error sum of squares
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En primer lugar, el analisis de datos univariante de los residuos y, en particular, los graficos
como histogramas, diagramas de caja, diagramas de tallo y hojas, etc. nos mostraran
algunos detalles. Por ejemplo, en el diagrama de caja podemos estudiar la centralidad, la
simetria y la presencia de valores atipicos.

RESIDUO Stem-and-Leaf Plot

Frequency Stem & Leaf

0 14,00 -0 . 00011122222333
8,00 0 . 01112224
N 2,00 0. 55

E—— Stem width: 1,000000
Each leaf: 1 case(s)

N= 2
RESIDUO

Figura 9.2: Boxplot y diagrama de tallo y hojas de los residuos en la regresién simple del
ejemplo 9.1.3.

Ejemplo 9.1.3

También con los datos de trdafico del ejemplo de regresion simple propuesto en la seccion
1.2 podemos representar algunos grdficos de los residuos sin estandarizar. En la figura
9.2 se muestran dos de los grdficos obtenidos con el programa SPSS. En ellos se observa
una cierta asimetria de los residuos, aunque no hay ningun valor atipico.

Otros gréaficos adecuados para el analisis de la regresion son:

» Grafico de dispersién de los residuos respecto al indice ¢+ = 1,... n.
Este diagrama puede indicar algiin tipo de correlacion no deseada entre los residuos
o alguna agrupacién contraria a la supuesta aleatoriedad (figura 9.3 a).

» Grafico de los residuos versus los datos de la variable respuesta.

Permite observar los residuos desde los valores observados de la variable respuesta.

= Grafico de los residuos versus los valores ajustados.

Este grafico es muy importante porque debe mostrar una total aleatoriedad. La
dispersion horizontal no debe presentar ninguna tendencia. Una curvatura indica la
violacion del supuesto de linealidad del modelo en el caso de regresién lineal simple
(figura 9.3 b). Una forma triangular indica una posible heterogeneidad o violacién
de la hipotesis de varianza constante de los errores.

= Graficos de los residuos versus las observaciones de la variable o variables regresoras.

Sirven para detectar si las variables regresoras o explicativas han de incluirse en el
modelo con alguna transformacién no lineal.
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= Gréfico de los valores observados versus los valores ajustados.

La proximidad de los puntos a la bisectriz muestra el ajuste de la recta de regresién
(figura 9.3 c).

» Grafico de los cuantiles de la distribucién normal o QQ-plot y gréfico de las proba-
bilidades acumuladas de la distribuciéon normal o PP-plot.

Con estos graficos se pretende visualizar el ajuste de la distribucién muestral de
los residuos a la ley normal. En el QQ-plot se dibujan los puntos asociados a los
cuantiles de la distribucién normal (estdndar en R o sin estandarizar como en SPSS).
En el PP-plot se dibujan las probabilidades acumuladas estimadas y tedricas para
la distribucion normal. En ambos casos se dibuja también una recta que representa
el ajuste perfecto a la distribucion normal. Los desvios exagerados de dichas rectas
indican una posible violacién de la hipdtesis de normalidad (figura 9.3 d).

El estudio de la normalidad de los residuos se debe completar con algin contraste
de ajuste como la prueba ji-cuadrado o el test de Kolmogorov (ver seccién 9.4).

a) Residuos vs. indice b) Residuos vs. ajustados
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Figura 9.3: Graficos en el analisis de la regresion simple del ejemplo 9.1.4.

Ejemplo 9.1.4

Como continuacion del ejemplo de regresion simple 9.1.3 con los datos de trdfico, pode-
mos representar algunos graficos como los de la figura 9.3. Entre esos grdficos podemos
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destacar la no aleatoriedad manifiesta del grdfico (b) que indica un ajuste no lineal entre
las variables. Ello justifica la introduccion del modelo parabdlico (ejercicio 9.1).

9.2. Diagnéstico de la influencia

Ocasionalmente hallamos que algin dato o un pequeno subconjunto de datos ejerce una
desproporcionada influencia en el ajuste del modelo de regresion. Esto es, los estimadores
de los parametros o las predicciones pueden depender mas del subconjunto influyente
que de la mayoria de los datos. Queremos localizar estos puntos influyentes y medir su
impacto en el modelo. Si por alguna razén concreta son puntos “malos” los eliminaremos,
pero si no ocurre nada extrano, su estudio puede darnos algunas claves del modelo.

9.2.1. Nivel de un punto

Casi siempre los puntos definidos por las variables regresoras o explicativas forman una
nube y estan razonablemente repartidos alrededor del punto medio. Sin embargo, alguno
de ellos o un pequeno grupo puede aparecer muy alejado del resto. Estos valores son
potencialmente peligrosos, puesto que pueden afectar excesivamente al ajuste del modelo.
Vamos a definir el concepto de nivel® de un punto y sefialaremos los que tengan un nivel
muy alto (leverage points).

El nivel de un punto es una medida de la distancia del punto al centroide del conjunto de
datos. Existen varias propuestas pero la més extendida se basa en los elementos h;; de la
diagonal de la matriz proyeccion P. Estos elementos se calculan con las formulas 9.1 en
el caso de la regresion simple y 9.2 para la regresion multiple.

Como

Z hi; = traza(P) = rango(P) = k + 1
i=1

el tamano medio de cada h;; es (k+1)/n. Asi, cuando un punto verifique h;; > 2(k+1)/n
diremos que dicha observacion es un punto de alto nivel. Estos puntos se deben marcar
para su posterior estudio ya que son potencialmente influyentes.

Ejemplo 9.2.1

Siguiendo con el ejemplo 9.1.1 los datos con mayor nivel son

dato nivel
1 0,15586452
15 | 0,13601868
2 0,13354830

Dado que 2(k+1)/n = (2-2)/24 = 0,1666, no hay ningin punto de alto nivel.

3leverage
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9.2.2. Influencia en los coeficientes de regresion

Entre las medidas de influencia sobre los coeficientes de regresién la més empleada es la
distancia de Cook (1977,1979)

(B-B)XX(B-By)
C; = (ki + JECM i=1,...,n (9.6)

donde B son las estimaciones MC en el modelo con todos los puntos, mientras que E(i) son
las estimaciones sin el i-ésimo punto. Esta medida calcula la distancia cuadratica entre
By By, relativa a la geometria fija de X'X.

Otra version equivalente de esta distancia es

vaque Y =XBy Y = XB;.
Sin embargo para el calculo de esta distancia es mejor utilizar la formula

2
Ti h“

Ci:k+1'1—h“

donde la primera parte depende del ajuste al modelo de la i-ésima prediccién, mientras
que el segundo factor es una funcién de la distancia del punto x; al centroide del conjunto
de observaciones de las variables explicativas. Una demostracion de esta féormula puede
verse en el ejercicio 9.19 del libro de Ugarte y Militino[69].

La busqueda de puntos influyentes se puede iniciar con la identificaciéon de puntos con
distancia de Cook elevada. Sin embargo se desconoce la distribucién exacta de este es-
tadistico y no hay reglas fijas para la determinacién de los puntos con valor de C; grande.
Los puntos con distancias de Cook grandes pueden ser influyentes y podemos extraerlos
del andlisis para ver si los cambios son apreciables.

Ejemplo 9.2.2

Con el ejemplo de regresion simple que estamos estudiando desde el ejemplo 9.1.1 se
observa que los datos con mayor distancia de Cook son:

dato hi; r; Cy
1 0,1559 | 2,1397 | 0,4227
12 0,1227 | 2,1178 | 0,3136

FEstos datos son los de mayor influencia debida al gran residuo studentizado (los dos
mayores) y a su alto nivel, especialmente el dato 1.

Otra medida de influencia sobre cada coeficiente de regresion por separado fue propuesta
por Belsley et al.[6] y consiste en la diferencia estandarizada entre la estimacién MC de
dicho parametro con todas las observaciones y la estimaciéon MC del mismo sin la i-ésima:

Dfbetas;(;y = —6j — Piey
5?1)%
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a) Niveles de los datos b) Distancias de Cook
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Figura 9.4: Graficos de los niveles y distancias de Cook de los datos del ejemplo 9.2.2.

para j = 0,1,...,ky ¢ =1,...,n, donde ¢j; es el j-ésimo elemento de la diagonal de

la matriz (X’X)™! y s?i) la estimacién MC de la varianza ¢? sin la i-ésima observacion.
2 . ., . A o 2 B

Observemos que s;)¢;; es una estimacion de la varianza var(B3;) = o°cjj.

Un valor absoluto desmesurado de esta medida indica una gran influencia de la obser-

vacién i-ésima sobre la estimacién del coeficiente ;. En la practica se considera una

observacién influyente cuando |Dfbetas| > 1 para un pequenio conjunto de datos y
|Dfbetas| > 2/4/n en general.

9.2.3. Influencia en las predicciones

Como hemos visto, la distancia de Cook es también una medida de la influencia de un
punto sobre el conjunto de predicciones.
Otra medida de influencia de la i-ésima observacién sobre la prediccion de la propia
observacion ¢ es el estadistico
Y — Ui

S%i)hu‘

Dfﬁtsl =

donde se estandariza la diferencia entre las predicciones de la i-ésima observacién con y
sin ella misma.

A partir de las ecuaciones 9.3 y 9.5 se demuestra que (ejercicio 9.3)

hi;
1 — Dy

donde ¢; son los residuos studentizados externamente.

En general se considera que la influencia es notable si el Dffits es superior a 24/(k + 1) /n,
mientras que para un conjunto de datos reducido basta que sea mayor que uno.

173



Ejemplo 9.2.3

Como continuacion del ejemplo 9.2.2 podemos calcular el Dffits, para la primera obser-

vacion:
[ 0,155865
Dffits; = (12,3491 — =1 4
ts; = [2,349159 1~ 0.155305 ,009439

que supera el valor frontera 24/2/24 = 0,577 y muestra la alta influencia de esta obser-
vacion.

9.3. Seleccion de variables

Con el objetivo de considerar el mejor modelo de regresion posible, el experimentador
debe seleccionar un conjunto de variables regresoras entre las observadas y, si es nece-
sario, entre potencias y productos de las mismas. Una primera decisién fijara el tipo de
relacién funcional con la variable respuesta pero, en todo caso, la seleccién de un conjunto
reducido de variables explicativas es un problema complicado. Si consideramos un niimero
demasiado pequeno de variables es posible que la potencia del modelo se vea reducida
y que las estimaciones obtenidas sean sesgadas, tanto de los coeficientes de regresion,
como de las predicciones. Este sesgo se origina ya que los errores calculados con los datos
observados pueden contener efectos no aleatorios de las variables desechadas. Por otra
parte, un numero muy grande de variables explicativas complica la utilidad practica del
modelo y, aunque mejora el ajuste aparente, aumenta la varianza de los estimadores de
los parametros.

Decidir el mejor conjunto de variables es practicamente un arte, en el que algunas técnicas
sirven de apoyo: test ¢ de Student de los coeficientes de regresion, test F' de significacion de
la regresion, estudio de la multicolinealidad, etc. Sin embargo, ya hemos alertado sobre la
utilizacién ciega de los test t parciales para medir la importancia de las variables. Asi pues,
es preciso anadir algunas técnicas especificas para comparar modelos de regresién que
pasamos a detallar.

9.3.1. Coeficiente de determinacién ajustado

Esta técnica consiste en calcular los coeficientes de determinacién de todos los modelos
posibles con la combinacién de cualquier nimero de variables explicativas. Para evitar los
problemas que justifican la definicién 8.2.1 resulta obvio utilizar el coeficiente ajustado
cuando hay muchas variables en juego. El objetivo es reconocer el modelo con mayor
coeficiente. Sin embargo, si el nimero de variables es considerable esta técnica puede
tener dificultades de célculo.

9.3.2. Ciriterio Cp de Mallows

Con este criterio se debe fijar en primera instancia un nimero P de parametros, incluido
el término independiente, aunque con posterioridad se podra variar. Se trata de hallar el
mejor modelo con P variables explicativas, incluida la constante, utilizando el estadistico

de Mallows SCR
Cp=""_(n—2P)

6—2

174



donde SCRp es la suma de cuadrados residual del modelo particular y 6% un estimador
de la varianza del modelo que acostumbra a ser el ECM del modelo completo.

Para el modelo completo P = k + 1, el estadistico de Mallows es

SCR

EC—M—(n—Q(kJ—i—l)):n—(k+1)—(n—2(k:+1)):k+1

Cry1 =
También para todo modelo no completo se puede demostrar que aproximadamente E(Cp)
P, si el modelo es adecuado. En consecuencia parece recomendable elegir los conjuntos
para los que C'p sea aproximadamente P.

9.3.3. Seleccién paso a paso

El procedimiento se puede realizar hacia adelante (forward stepwise) o hacia atras (back-
ward stepwise), seleccionando las variables una a una e incorporandolas desde el modelo
inicial o eliminandolas desde el modelo completo en funcién de su contribucién al modelo.
Aunque es el método més utilizado por su facilidad de computacién, este sistema tiene el
inconveniente de que puede conducir a modelos distintos y no necesariamente 6ptimos.

En la seleccién hacia adelante se incorpora como primera variable la de mayor F' de signifi-
cacion de la regresion simple. La segunda variable se selecciona por su mayor contribucion
al modelo que ya contiene la primera variable del paso anterior y asi sucesivamente.

9.4. Ejemplos con R

Con los datos de trafico de la seccion 1.2 se calcula la regresiéon como se explica en la
seccion 6.9 mediante la instruccion

> recta<-1lm(rvel~dens)
Para el anélisis de los residuos, la funcion summary nos ofrece un resumen de cinco niimeros

Call: Im(formula = rvel ~ dens)
Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-0.3534 -0.2272 -0.03566 0.1894 0.5335

También podemos obtener algunos graficos univariantes como los de la figura 9.5 con las
siguientes instrucciones:

par (mfrow=c(1,2))

par (pty="s")

hist(residuals(recta) ,xlab="residuos")
title("a) Histograma")
boxplot(residuals(recta))

title("b) Diagrama de caja")
stem(residuals(recta))

V V V V V V V

N =24 Median = -0.0356607
Quartiles = -0.228869, 0.1987335
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a) Histograma b) Diagrama de caja

o :
o

< -
< 4
o

N
N
S

o —J

I T T T T 1
-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

residuos

1

Figura 9.5: Graficos de los residuos de la regresién simple del ejemplo de la seccion 1.2.

Decimal point is 1 place to the left of the colon
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Para obtener los graficos de la figura 9.3 se requieren las siguientes instrucciones:

par (mfrow=c(2,2))
plot(residuals(recta),xlab="indice",ylab="residuos")

title("a) Residuos vs. indice")
plot(fitted(recta),residuals(recta),xlab="ajustados",ylab="residuos")
title("b) Residuos vs. ajustados")
plot(fitted(recta),rvel,xlab="ajustados",ylab="observados")
abline(0,1)

title("c) Ajustados vs. observados")

qqnorm(residuals(recta) ,xlab="Cuantiles de la normal",ylab="residuos")
qqline(residuals(recta))

title("d) QQ-plot")

V VV V V V V V V V.YV

R también permite obtener 6 graficos para el andlisis de un modelo de regresién lineal de
una forma directa, mediante las instrucciones

176



> par (mfrow=c(2,3))
> plot(recta)

En cuanto a los contrastes de ajuste a la distribucién normal, podemos optar entre el test
de Kolmogorov-Smirnov ks.gof y la prueba ji-cuadrado chisq.gof. En nuestro caso:

> ks.gof (residuals(recta), distribution = "normal")
One sample Kolmogorov-Smirnov Test of Composite Normality

data: residuals(recta)
ks = 0.129, p-value = 0.5 alternative
hypothesis: True cdf is not the normal distn. with estimated parameters
sample estimates:
mean of x standard deviation of x
2.298509e-017 0.2630273

También se puede calcular la regresién con la instruccién
recta.ls<-1sfit(dens,rvel)
que nos proporciona muchos de los elementos para el diagnodstico en la forma:

> recta.diag<-ls.diag(recta.ls)
> recta.diag$hat # nivel

> recta.diag$std.res # residuos studentizados
> recta.diag$stud.res # residuos studentizados externamente
> recta.diag$cooks # distancias de Cook

> recta.diag$dfits # medidas Dffits

Los gréficos ...

> par (mfrow=c(1,2))

> par (pty= n S n )

> plot(recta.diag$hat,type="h",xlab="dato",ylab="h_ii")

> title("a) Niveles de los datos")

> plot(recta.diag$cooks,type="h",xlab="dato",ylab="C_i")

> title("b) Distancias de Cook")

> par (mfrow=c(1,2))

> par(pty="s")

> plot(recta.diag$std.res,xlab="dato",ylab="r_i",ylim=c(-2.5,2.5))
> title("a) Residuos studentizados \n internamente")

> plot(recta.diag$stud.res,xlab="dato",ylab="t_i",ylim=c(-2.5,2.5))
> title("b) Residuos studentizados \n externamente")
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9.5. Ejercicios

Ejercicio 9.1

Realizar el anélisis completo de los residuos del modelo de regresion parabdlico propuesto
en la seccion 1.2 con los datos de trafico.

Ejercicio 9.2

Realizar el andlisis completo de los residuos de los modelos de regresion simple y pa-
rabolico propuestos en la seccién 1.2 con los datos de trafico, pero tomando como variable
respuesta la velocidad (sin raiz cuadrada). Este anélisis debe justificar la utilizacién de
la raiz cuadrada de la velocidad como variable dependiente.

Ejercicio 9.3

Probar la relaciéon 9.7 a partir de las ecuaciones 9.3 y 9.5.

Ejercicio 9.4
Se define el coeficiente de robustez como

SCR
B? =
PRESS

donde PRESS es la suma de cuadrados 9.4. Este coeficiente esta entre 0 y 1 y representa
una medida de la robustez del modelo.

Calcular el coeficiente de robustez para los cinco conjuntos de datos de la seccién 6.8.
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Capitulo 10

Analisis de la Varianza

10.1. Introduccion

El Anilisis de la Varianza es un conjunto de técnicas estadistico-matematicas que per-
miten analizar como operan sobre una variable respuesta diversos factores considerados
simultaneamente segin un determinado diseno factorial. Normalmente interesa estudiar
cémo se diferencian los niveles de un cierto factor, llamado factor tratamiento, teniendo en
cuenta la incidencia de otros factores cualitativos o cuantitativos (factores ambientales),
cuya influencia es eliminada mediante una adecuada descomposicion de la variabilidad de
la variable observada. También se pretende detectar la relevancia en el resultado de las
variables o factores influyentes, es decir, estudiar la causalidad.

La variable respuesta se considera del tipo continuo, mientras que las variables experimen-
tales o factores son variables categdricas o categorizadas en niveles. Un experimento de
este tipo consiste en tomar una unidad experimental o elemento muestral, fijar los valores
de los factores a distintos niveles y observar el valor de la variable respuesta en cada caso.
Ahora bien, para llegar a conclusiones estadisticas correctas es preciso, en la mayoria de
los problemas, observar el resultado tras la repeticion del experimento en varias unidades
experimentales para cada una de las diversas condiciones que indica el diseno pero lo més
homogéneas posibles dentro de cada una. Esto redundara en la reduccién de la variabi-
lidad y, por tanto, aumentara la capacidad estadistica de detectar cambios o identificar
variables influyentes. Con una variabilidad muy grande respecto al error experimental no
se pueden detectar diferencias entre tratamientos.

Como ocurre con la varianza de la media muestral, para reducir la variabilidad es posible
tomar un pequeno niumero de observaciones llamadas réplicas en condiciones totalmente
homogéneas o aumentar el niimero de observaciones. Esto tltimo es preciso cuando toma-
mos observaciones fuera del laboratorio o con variables influyentes que escapan a nuestro
control.

Es muy importante que las réplicas sean exactamente eso, es decir, repeticiones del ex-
perimento en las mismas condiciones y no repeticiones de la observacion que pueden dar
lugar a observaciones dependientes. Asi pues, debemos repetir todo el experimento desde
el principio para cada una de las observaciones.

Como ya hemos dicho, para investigar el efecto del factor principal o tratamiento es po-
sible que debamos considerar y eliminar los efectos de muchas variables que influyen en
el resultado. Para eliminar el efecto de una variable sobre el resultado del experimento
tenemos tres opciones: a) fijar el valor de la variable para toda la investigacién y restrin-
gir la validez de nuestras conclusiones a ese dato; b) disenar el experimento de manera
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que dicha variable aparezca como factor con unos determinados valores o niveles y ¢)
aleatorizar su aparicion en cada condicién experimental. Las dos primeras opciones son
propias del laboratorio y dependen del experimentador. La tercera resulta tutil cuando
queremos eliminar el efecto de una variable no directamente controlable y de poca in-
fluencia esperada, asi la parte de la variabilidad que le corresponde se incluird en el error
experimental.

Para disenar correctamente un experimento es preciso trabajar bajo el principio de alea-
torizacion. Este principio consiste en tomar las observaciones de las réplicas asignando al
azar todos los factores no directamente controlados por el experimentador y que pueden
influir en el resultado. En el ejemplo 10.2.1 la comparacién entre tres tratamientos se
hace con pacientes con ciertas condiciones de homogeneidad pero asignando los pacientes
al azar a cada tratamiento. Con la aleatorizacién se consigue prevenir sesgos, evitar la
dependencia entre observaciones y validar estadisticamente los resultados. En particular,
debemos aleatorizar el orden de realizacién de los experimentos.

En resumen, es necesario que el experimento esté bien disenado mediante el control fisico,
fijando niveles, o estadistico, mediante la aleatorizacion, de todas las variables o factores
relevantes. Asi se garantizara que las diferencias se deben a las condiciones experimentales
fijadas el diseno y se podra concluir estadisticamente una relacién causal.

Ademas, en Penal54, pag. 82] se muestra como la aleatorizacién permite la compara-
cién de medias mediante los llamados tests de permutaciones que no requieren ningin
tipo de hipétesis sobre la distribucién del error. Por otra parte, puede demostrarse (ver
Scheffé[63]) que los contrastes F' son una buena aproximacion a los contrastes de permu-
taciones, de manera que la aleatorizacién justifica la utilizacion de la teoria de los modelos
lineales bajo hipétesis de normalidad, aunque dicha hipdtesis no esté plenamente validada.

Para comparar tratamientos es necesario hacerlo en condiciones homogéneas y para ello se
deben introducir en el diseno todas las variables que pueden influir, para luego promediar
la respuesta en situaciones homogéneas. Una vez fijados los factores, la idea basica de los
disenos factoriales es cruzar los niveles de los factores y considerar todas las situaciones.
También cuando los efectos de los factores no son puramente aditivos se puede introducir
el efecto de las llamadas interacciones.

En general, en todo Analisis de la Varianza es necesario considerar tres etapas:

a) Diseno del experimento a fin de obtener observaciones de una variable Y, combi-
nando adecuadamente los factores incidentes.

b) Planteo de hipétesis, célculo de sumas de cuadrados (residuales, de desviacién de
la hipétesis, etc.) y obtencién de los cocientes F'. Esta parte del andlisis se formula
mediante la teoria de los modelos lineales.

c) Toma de decisiones e interpretacién de los resultados. Planteamiento “a posteriori”
de nuevas hipoétesis.

En Ugarte[69, sec. 8.2] puede consultarse un buen resumen de las estructuras bésicas de
un diseno de experimentos.
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10.2. Diseno de un factor

10.2.1. Comparacién de medias

Supongamos que una variable Y ha sido observada bajo k condiciones experimentales
distintas. Puede ser que las observaciones provengan de k poblaciones, o bien tratarse de
réplicas para cada uno de los k niveles de un factor.

Indiquemos por y;;, la réplica h (h = 1,...,n;) en la poblacién o nivel i (1 = 1,... k),
donde n; es el numero de réplicas en la poblacién . El conjunto de datos es:

Nivel 1 Y11, Y125 - - -5 Ying
Nivel 2 Y21, Y22, - - - 5 Y2ny

Nivel k Ykls Yk2s - -+ Ykny

Con estos datos podemos calcular algunas medias que indicaremos de la siguiente forma:

1 «
Media en la poblaciéon ¢ o nivel i:  y;. = — Z Yin
4

x>

Uz

Media general: gy =1y. = = Z Zyih

i=1 h=1

3

donde n = Zle n; es el numero total de observaciones.
El modelo lineal que se adapta a este diseno es

Yin = i + €in i=1,....k; h=1,...,n; (10.1)
siendo (p1, f2, - - -, pg)" €l vector de pardmetros y
10 ...0
01 ... 0
= . ) rango X = k
00 ... 1

la matriz de diseno (reducida).

Recordemos en este momento que asumir un modelo lineal significa aceptar las condiciones
de Gauss-Markov (ver seccién 1.5) y ademds, en este caso y en todo el capitulo, aceptar
la distribucién normal de los errores N(0,0). Entonces, se comprueba facilmente que la
estimacion MC de los parametros es

i = Y. 1=1,...,k
Luego los residuos de este modelo son
e;n = observacion — prediccion = vy, — [i;
de modo que la suma de cuadrados residual resulta
ko n
SCR = Z Z(ym —y;.)?
i=1 h=1
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Esta suma se indica por SCp y se denomina suma de cuadrados dentro de grupos o
también intragrupos.

Consideremos la identidad
Yin — 9 = (Vi — 9) + (Yin — vi-)

Elevando al cuadrado y sumando tenemos

Z(yih —7)* = Z(yz —9)* + Z(yzh — i)’

ih ih

i,h
+2 Z(yz — ) (Yin — Yi)
ih

pero

Z(% — ) (Yin — Yi.) = Z(?/zh — Vi)Y — Z(ym —y.)y=0

i,h ih ih
En efecto, el vector {y;, —y;.} pertenece al espacio error y por tanto es ortogonal al vector
{yi.} que pertenece al espacio estimacién como hemos visto en 2.4.2; por otra parte

Z(yih — 1) =0

ih
Asi pues, con la siguiente notacion

SCr = Z(y’h —4)*  suma de cuadrados total

i,h
SCg = Z ni(y. —¥)* suma de cuadrados entre grupos

hemos probado que se verifica la identidad
SCr =SCg + SCp (10.2)

Esta igualdad muestra la descomposicion de la variabilidad total que también se puede
expresar en términos de variabilidad explicada y no explicada como en la ecuacion 6.7.

La hipétesis nula de mayor interés es

Ho:pr=pe =" =

Si Hy es cierta, las medias de las k& poblaciones son iguales o, en términos de diseno
factorial, los niveles del factor no son significativos para la variable observable. Entonces,
el modelo 10.1 se reduce a la forma

Yin = [+ €in i1=1,....k; h=1,...,n;
La estimacion MC de u es i = ¢ y la suma de cuadrados residual es

SCRy = Z(ym —4)* =SCr

ih
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Considerando la relacién 10.2 deducimos que la suma de cuadrados debida a la desviacion
de la hipotesis es

SCRy — SCR = Y ni(yi. — )° = SCp

Obsérvese que SCg mide la variabilidad entre las medias yi., yo., . .., Yk..

Por otra parte y segun el teorema 2.5.1, una estimacion insesgada del error experimental

o2 es

62 =9SCp/(n —k)
Ademés, gracias a la hipétesis de normalidad €;, ~ N (0, o) se verifica (ver teorema 5.3.1):
a) SCp/o” ~ x&_
b) Si Hy es cierta, entonces SCg/(k — 1) es otra estimacién insesgada de o2 y ademds

SCE/U2 ~ Xi—l

c) Si Hy es cierta, el estadistico

_ SCp/(k—1)

F =5/t —h)

(10.3)

sigue la distribucion F' con k — 1 y n — k grados de libertad.

La hipétesis Hy de igualdad de medias se rechaza si 10.3 es significativo. En todo caso es
recomendable disponer los calculos de la forma indicada en la tabla 10.1.

Fuente de suma de cuadrados

variacién cuadrados g.l. medios F
SCgp/(k—1

Entre grupos | SCp=>",ni(yi —4)* | k—1| SCg/(k — 1) %

Dentro grupos | SCp = >, (yin — v:.)> | n—k | SCp/(n — k)

Total SCr =34y —9)* | n—1

Cuadro 10.1: Tabla del Analisis de la Varianza para disenos de un factor

También se puede calcular el coeficiente de determinacién como medida de la proporciéon
de la variabilidad explicada por los grupos

2_ 50k
= SCr
10.2.2. Un modelo equivalente

El modelo 10.1 no se puede extender al caso de varios factores. Sin embargo, se puede
reparametrizar en la forma

yzh:,u—i—ozl—i—em z:l,,k,hzl,,nz (104)
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con la restriccion
k
E o; = 0
i=1

Esta restricciéon es necesaria para determinar el calculo de los k + 1 parametros en un
modelo de rango k.

El modelo 10.4 también representa el diseno de un factor a k niveles, pero con la siguiente
interpretacion de los pardametros

1 = media general

«; = efecto del nivel ¢

La hipotesis Hy de igualdad entre niveles o tratamientos, antes igualdad de medias, se
expresa ahora asi
Hy:ap=-=a;,=0

Las estimaciones de i1 y a; son

~

L=y O =Y. — Y
Se verifica entonces

SCRy —SCR =SCp = » n;é?

de modo que SCg refleja bien la variabilidad entre los diferentes niveles del factor estu-
diado.

La formulacién matricial de Hy es

I
010 0 0 q
0 01 0 0 Q9
ApB = . =0
0 00 .10 A1
ay,
Aplicando entonces 5.7, tenemos que
E(SCRy — SCR) = E(SCp) = (k— 1)o” + > _na} (10.5)

y como ya sabfamos, si es cierta la hipdtesis Hy, el estadistico SCg/(k — 1) es otro
estimador insesgado de o2.

En todo caso, como se trata de una reparametrizacién, el contraste de H, se realiza
exactamente con la misma tabla 10.1 y el mismo estadistico F' de 10.3.

Finalmente, si se desean comparar dos niveles, es decir, plantear la hipotesis parcial
Hé”) 0y = Oy

utilizaremos el estadistico

;- Yii — Yj. i (10.6)
V/SCp/(n— k) ni+mn;
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que bajo Héij ) sigue una t de Student con n — k grados de libertad. Con mas generalidad,
si se desea estudiar si la funcién paramétrica estimable, tal que ¢; +---+ ¢, =0,

1/1261041+“'+Ck04k

se aparta significativamente de 0, utilizaremos

_ ZZ CilYi.
V226 /ni/SCp/(n — k)
también con n — k grados de libertad (ver férmula 3.4). Del mismo modo se pueden

construir intervalos de confianza para las funciones paramétricas estimables ¢ = cjaq +
-+ + cpoy, y en particular para a; — ;.

t

(10.7)

Otro aspecto mucho méas complejo es la consideracién de varias de estas hipotesis de
forma conjunta. Es lo que se llama el problema de las comparaciones miltiples o intervalos
simultaneos como en la seccién 6.3.6.

Ejemplo 10.2.1

Se desean comparar dos medicamentos D (diurético), B (betabloqueante) con un producto
inocuo P (placebo). Se tomé una muestra de 15 individuos hipertensos cuyas condiciones
iniciales eran suficientemente homogéneas y se asignaron los tres tratamientos al azar.
El objetivo del estudio es ver como actian los tres tratamientos frente a la hipertension,
concretamente si disminuyen la misma. A tal fin se ha elegido la variable observable
“porcentaje de descenso de la presion arterial media”. Los datos obtenidos se presentan
en la tabla 10.2.

D B P S

22 20 10

18 28 5 0 —

30 35 0

15 19 14 6 i N
17 33 18

Cuadro 10.2: Datos de los pacientes segin el tratamiento

Vamos a estudiar si hay diferencias significativas entre los tres fdrmacos y la significacion
de la funcion paramétrica

w:%(D—i—B)—P

que se puede interpretar como una medida de la diferencia entre los productos activos
respecto al placebo.

Las medias son:

g = 20,40 . =27,00  yz = 9,40 18,93

A
Il
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Las sumas de cuadrados son:
SCr = 1349,93 SCgr = 790,53 SCp = 558,40

de manera que podemos disponer las estimaciones en forma de tabla del Andlisis de la
Varianza como se muestra en la tabla 10.5.

Fuente de suma de cuadrados
variacion cuadrados | g.l. medios F

Entre farmacos 790,53 2 395,27 8,49
Dentro farmacos 558,40 12 46,53
Total 1349,93 14

Cuadro 10.3: Ejemplo de Andlisis de la Varianza para un disefio de un factor

Con 2,12 grados de libertad y un nivel de significacion del 0,01 leemos en la tabla de la
distribucion F el valor 6,93. Luego la diferencia entre los tres fdrmacos es claramente
significativa.

La estimacion de Gauss-Markov de la funcion paramétrica es

|
P = 5(20,40 4 27,00) — 9,40 = 14,30

Ademds
1.1 1
2/ _

;Ci/nl S+ 7+ =03

SCp/(n — k) = 46,53
Aplicando 10.7 obtenemos

14,30
= —"—— =3827

v/0,34/46,53
Contrastando con la tabla de la t de Student, para 12 grados de libertad, vemos que ¥ es
significativa al nivel 0,01. Finalmente, para analizar si hay diferencias significativas entre
D y B, utilizaremos 10.6

20,40 — 27,00 [5 x5

= —1,530
/46,53 5+ 5

que no es significativa.

Conclusion: Hay variabilidad significativa entre los tres farmacos. La variabilidad reside
principalmente en la diferencia entre los dos farmacos activos frente al placebo.

10.3. Diseno de dos factores sin interaccion
Una variable o factor cuyo efecto sobre la respuesta no es directamente de interés pero
que se introduce en el experimento para obtener comparaciones homogéneas se denomina

una variable blogue. Por ejemplo, en una investigacion para comparar la efectividad de
varios fertilizantes (tratamientos) se puede considerar las fincas donde se prueban como
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un factor bloque (ver ejemplo 10.3.1). El efecto de la finca sobre la produccién no es de
interés y el objetivo es comparar los fertilizantes eliminando el efecto de la pertenencia
de una cosecha a una finca. Ademads, en general, se supone que no hay interaccién entre
la variable bloque y los factores de interés.

En este tipo de disenos los tratamientos se asignan aleatoriamente a un grupo de unidades
experimentales en cada bloque o nivel de la variable bloque. Para poder detectar diferen-
cias entre los tratamientos es importante que haya diferencias entre los bloques, mientras
que las unidades experimentales dentro de cada bloque han de ser muy homogéneas. Un
buen resumen de las caracteristicas més importantes del diseno en bloques puede verse
en Ugarte[69, pag. 405].

En este apartado vamos a tratar el caso mas simple del llamado diseno completamente
aleatorizado por bloques o, mas brevemente, diseno en bloques aleatorizados con un factor
principal y una variable bloque.

Supongamos que la variable respuesta esta afectada por dos causas de variabilidad, es
decir, por dos variables o factores cualitativos A y B, con a y b niveles respectivamente.
El factor A es el factor principal, mientras que el factor B es una variable bloque. Supon-
gamos también que tenemos tnicamente una observacién por casilla o combinacion de
niveles. Eso significa tener tantas unidades experimentales por bloque como tratamientos
o niveles del factor principal y que la asignacion del tratamiento se hace al azar en cada
bloque (ver ejemplo 10.3.1). Entonces, podemos disponer las observaciones del siguiente
modo

B, By ... By
Ay Yin Yz - Y | Y1
Ay Yo1 Y22 .- Y2b | Yo
Aa Ya1 Ya2 -+ Yab | Ya-
Y1 Y2 oo Yb | Y-

siendo

1 1 1
yi-:E;yzj y-j:a;yij ZJ--IZ?:%ZZJ:?JU

En relacion a la tabla de datos anterior, diremos que A es el factor fila y B el factor
columna con Ay, Ay, ..., Ay y B1, Bs, ..., By niveles respectivamente.

Modelo aditivo

Si suponemos que tanto el efecto fila como el efecto columna son aditivos, admitiremos
el modelo lineal

yij:[L—FOéi—i—ﬁj—‘—Qj izl,...,a;jzl,...,b (108)
siendo
i = media general
o; = efecto del nivel A; del factor A

B; = efecto del nivel B; del factor B
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Como 10.8 no es un disenio de rango maximo, impondremos las siguientes restricciones
naturales
dai=> p=0 (10.9)
¢ J

Entonces, el modelo depende de los parametros

,uaala"'aaa—laﬁla"wﬂb—l

siendo
Qg =—Q1— =01 Fp==L1— =

Por ejemplo, la matriz de diseno reducida X para el caso a =3, b =2 es

oo oy By
1 1 0 1
1 0 1 1
1 -1 -1 1
1 1 0 —1
1 0 1 -1
1 -1 -1 -1

Como las columnas de X correspondientes a parametros con distinta letra son ortogona-
les, mientras que las correspondientes a pardametros con la misma letra son linealmente
independientes, deducimos que el rango de X es igual al niimero de parametros resultantes
después de imponer las restricciones 10.9, es decir,

rango X =1+(a—-1)+(b—-1)=a+b—-1 (10.10)

Estimaciéon de parametros
Consideremos la identidad
Yj—pn—a =0 = =)+ W —§—a)+(y;—y—05)
+(yij — Yi — Y+ 7)

Elevando al cuadrado, sumando para todo ¢,7 y teniendo en cuenta 10.9, como los pro-
ductos cruzados se anulan (puede probarse con algo de esfuerzo), obtenemos

Z(yij —p—a;— )7 = Z(f‘j —p)’ + Z(% —y—a;)? (10.11)
+ Z(?J'j — 7 0;)°
+Z(yij — i — Y +0)°

Entonces 10.11, con las restricciones 10.9, alcanza su minimo para

~
A

L=y  w=y.—-y Bi=y;—y (10.12)

de modo que la suma de cuadrados residual es

/[:7j

188



Obsérvese que X
Yij = L+ & + B + ey
siendo e;; la estimacion del término de error
€j =Yij — Y —Y;+Y
Finalmente, SCR tiene n —r = ab—(a+b—1) = (a — 1)(b— 1) grados de libertad, luego
6% = SCR/[(a — 1)(b—1)]

es un estimador centrado de la varianza del diseno.

Hipétesis lineales
La hipétesis de que el factor principal A no es significativo (no hay efecto fila) es

H: op=---=a,=0 (10.14)
Andlogamente, la hipétesis para B (no hay efecto columna), es

HE :fy=-=B=0 (10.15)

El rango de H{' es a — 1, mientras que el de HP es b — 1.

Vamos a obtener el test F' adecuado para contrastar la hipétesis 10.15. Consideremos la
siguiente descomposicién fundamental de la suma de cuadrados (que demostraremos mas
adelante)

D (s =9 =D (=9 +a (v~ )

i’j

+) (Wi —vi — v + )
i,J

SCy = SCp + SCe + SCR (10.16)

donde SCr es la suma de cuadrados total, SCr la suma de cuadrados entre filas, SC¢
la suma de cuadrados entre columnas y SCR la suma de cuadrados residual (ver cuadro
10.4). La suma de cuadrados residual bajo el modelo 10.8 es 10.13.

Ahora bien, si la hipotesis 10.15 es cierta, el modelo se reduce a la forma
Yij = p+ Qi + €

que corresponde al modelo de un solo factor. La suma de cuadrados residual (ver seccién
10.2) serd entonces

SCRy = Z(%; — i)
i,
puesto que para cada %, las observaciones ¥;1, . . ., ¥ hacen el papel de réplicas. Pero de
la identidad
Yij —Yi = (W — )+ Wi — ¥ — ¥ +9)
elevando al cuadrado y teniendo en cuenta que los productos cruzados también se anulan,
deducimos

SCRy = SC¢ + SCR
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Luego podemos decidir si puede aceptarse o no la hipétesis 10.15 utilizando el estadistico

SCo/(b—1)

P = SR/l D0 - 1]

(10.17)

cuya distribucién bajo Hy es F'con b—1y (a — 1)(b— 1) grados de libertad.
Analogamente se procede para estudiar el efecto fila. Asi pues, gracias a la descomposicién
fundamental 10.16 es posible contrastar las dos hipotesis 10.14 y 10.15 con los mismos
célculos que deben disponerse en forma de tabla (ver tabla 10.4).

Fuente de suma de cuadrados
variacion cuadrados g.l. medios F

ntre filas Ja > Wi —9) a F/(a ) SCR/[(a—1)(b—1)]
Entre col. SCe = azj(y.j - §)2 b—1 SCC/<b - 1) SCIE/(E(C;/—(Zi)_(?—l)]

. _ _ _ __SCR___
Residuo SCR = N (a—1)(b—-1) (a—1)(b—1)
>iiWi — i —y; +9)

Total SCr =", — ) ab—1

Cuadro 10.4: Tabla del Analisis de la Varianza para disenos de dos factores sin interaccion

Cuando el efecto de la variable bloque no es significativo se puede considerar el modelo mas
simple con un solo factor, prescindiendo de los bloques. Sin embargo, si hay diferencias
entre los bloques, el modelo en bloques aleatorizados es mucho maés eficaz en la deteccion
de diferencias entre tratamientos.

Finalmente, si se desea comparar dos niveles de un mismo factor, plantearemos la hipdtesis

parcial - -
H}  a;=a;  obien  HI.p =8,

segun se trate de factor fila o columna. El estadistico utilizado en el primer caso sera

. Yi- — Yj.
Vs ey AL

cuya distribucién bajo la hipdtesis es una t de Student con (a — 1)(b — 1) grados de
libertad. Andlogamente, para comparar dos niveles del factor columna, utilizaremos

_ Yi— Y4 /2
Vv ey A

con la misma distribucién que el estadistico anterior si la hipétesis es cierta.

Por otra parte, en Ugarte[69, sec. 8.8] pueden verse algunos ejemplos de comparaciones
multiples para este modelo.
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Coeficientes de determinacién parcial

El coeficiente de determinacion se define como

_SCR_ SCr +5Cc
SCr — SCr

R?=1

De modo que los coeficientes de determinacion parcial

2 SCp 2 SC¢

Ry = SCr ¢ sCr

R

indican el porcentaje de la variabilidad total explicada por el factor principal y por el
factor bloque, respectivamente.

Descomposicién fundamental de la suma de cuadrados

Vamos a probar la descomposicion aditiva 10.16 en sumas de cuadrados. Para ello expre-
saremos el modelo 10.8 en notacién vectorial

Y =1+ o+ Y Bivite (10.18)
i J

siendo

1 = (1,1,...,;1,1,...,1;...;1,1,..., 1)
w = (1,0,...,0;1,0,...,0;...:1,0,...,0)

w, = (0,...,0,1;0,...,0,1;...:0,...,0,1)
vi = (1,1,...,1;0,0,...,0;...;0,0,...,0)

vy = (0,0,...,0:0,0,...,0;...;1,1,...,1)

La matriz de diseno ampliada es
X=(1,uy,...,U4,Vy,...,Vp)

y es evidente que 10.18 es equivalente a

Y =X3+¢€
siendo B = (u, 01, ..., a0, 01, .., 0p) -
Se verifica
ugluh =0 ’L.l 7é2.2, u;ui:b
u;vj =1
Viv, =0 ji#ja Vivi=a

Sustituyendo en 10.18 los parametros por sus estimaciones MC obtenemos

Y—ﬂlzz&iui—i-Zijj—l—e
( J
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Como e es ortogonal al subespacio generado por las columnas de X (teorema 2.4.2),
tendremos
we = vie=0

Entonces
1Y — i )? = S a2l + 3 20vi 12 + 3 aubiiv; + le)?
i J 4]

Pero

D dib = Y (-9 —7)

1, 1,

= Z(yi. — Y)Yy — ﬂZ(yi. — )
= Z%Z(yi.—y)—@zz:(yi.—y)=0

pues >, (i — ) = 0.
Luego

1Y = a1)* = aZwll* + Y 57 lvill* + lle]l®
( J
lo que demuestra la descomposicion fundamental 10.16.

Ejemplo 10.3.1

Para estudiar las diferencias entre los efectos de 4 fertilizantes sobre la produccion de
patatas, se dispuso de 5 fincas, cada una de las cuales se dividio en 4 parcelas del mismo
tamano y tipo. Los fertilizantes fueron asignados al azar en las parcelas de cada finca. El
rendimiento en toneladas fue

Finca

Fert. | 1 2 3 4 5
1 2,1 22 1,8 20 1,9

2 2,2 26 27 25 28

3 1,8 19 16 20 1,9

4 21 20 22 24 21

Algunos grdficos exploratorios pueden verse en la figura 10.4 de la pdgina 213.

Se trata de un diseno en bloques aleatorizados. Este diseno utiliza el modelo 10.8 y es
especialmente utilizado en experimentacion agricola. El objetivo es comparar a = 4 tra-
tamientos (fertilizantes en este caso) utilizando b =5 bloques (fincas) y repartiendo alea-
toriamente los a tratamientos en cada uno de los bloques (los fertilizantes son asignados
al azar en las parcelas de cada finca). Para una correcta aplicacion de este diseno debe
haber maxima homogeneidad dentro de cada bloque, de modo que el efecto bloque sea el
mismo para todos los tratamientos.

Interesa pues saber si hay diferencias significativas entre los tratamientos «; y entre los
bloques (3; estableciendo con este fin las hipdtesis lineales 10.14 y 10.15 respectivamente.
Los resultados obtenidos son

g=214 y. =200 1y =256 y5 =184 vy, =216
Yo = 2,050 yo=2,175 ys=2,075 y,=2,225 ys=2175
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Bloques
1 112143
2 4131211
3 2111413
4 311142
5 2141311

Cuadro 10.5: Formacion correcta de bloques y asignacion al azar de los tratamientos

La tabla del Andlisis de la Varianza (ver tabla 10.4) es

Fuente variacion suma cuadrados g.l. cuadrados medios

Entre fertiliz. 1,432 3 0,477
Entre fincas 0,088 4 0,022
Residuo 0,408 12 0,034
Total 1,928 19

El estadistico F' para comparar las fincas es

0,022
0,034

F= = 0,65

con 4 y 12 grados de libertad. Como no es significativo, admitimos que no hay diferencias
entre las fincas. Asimismo, para comparar los fertilizantes, el estadistico F' es

0477

F
0,034

= 14,04

con 3 y 12 grados de libertad. Dado que es muy significativo podemos admitir que hay
diferencias entre los fertilizantes.

Como el efecto del factor blogue no es significativo podemos considerar el modelo de un
factor, anadiendo la suma de cuadrados entre fincas al residuo.

Fuente variacion suma cuadrados g¢.l. cuadrados medios

Entre fertiliz. 1,432 3 0,477
Residuo 0,496 16 0,031
Total 1,928 19

El estadistico F' vale 15,39 lo que muestra una significativa diferencia entre fertilizantes.

10.4. Diseno de dos factores con interaccion

Supongamos que la variable observable esta influida por dos causas de variabilidad Ay B,
con a y b niveles respectivamente. Pero ahora, a diferencia del diseno de la seccién anterior,
los dos factores tienen a priori la misma importancia y aceptamos anadir un nuevo efecto
denominado interaccion entre factores. Entonces es preciso disponer de r observaciones
por casilla, porque con una sola unidad experimental para cada combinacién de niveles,
el modelo tendria méas pardametros que observaciones y la varianza del modelo no seria
estimable.
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Podemos disponer los datos de la siguiente manera

B1 B2 e Bb
Y111 | Y121 Y11
Ay Y112 | Y122 | - - - | Y12
Y11r | Y12r Yivr
Yal1 | Ya21 Yabl
A, Ya12 | Ya22 | -+ | Yab2
Yalr | Ya2r Yabr

Indicaremos las medias con la siguiente notacién

7 i,k
-5 )
yz] - r - yzgk Y. =y = G,b?“ ijk yzyk

Modelo aditivo con interaccién

En este modelo suponemos que el efecto fila (efecto debido al factor A) y el efecto columna
(efecto debido al factor B) son aditivos, pero aceptamos también la presencia del efecto
interaccién. En otras palabras, el modelo lineal es

Yije = po+ 06 + B + i + €iji (10.19)
paratodoi=1,...;a;5=1,...,b;k=1,...,r y donde

i = media general
a; = efecto del nivel A; de A
B; = efecto del nivel B; de B

7ij = interacciéon entre los niveles A; y B;

Para determinar todos los parametros, se imponen también las restricciones naturales
i j i j

con lo cual el modelo depende de
I+(a-1)+0b-1)+(a—1)(b—1)=ab (10.21)

parametros.

La interacciéon v;; debe anadirse para prever el caso de que no se verifique la aditividad
supuesta en 10.8. Indicando 7;; = E(y;ji), la interaccién mide la desviacién respecto a un
modelo totalmente aditivo

Vij = Mg — 1 — o — (10.22)
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Por otra parte, diremos que un diseno es de rango completo si el nimero de parametros
es igual al nimero de condiciones experimentales, es decir, al nimero de filas distintas
de la matriz de diseno. En un diseno que no es de rango completo hay menos parametros
que condiciones experimentales, por lo que en realidad “admitimos” que los datos se
ajustan al modelo propuesto. Por ejemplo, en el diseno sin interaccién tenemos (ver 10.10)
a+b—1 < ab, luego admitimos de partida el modelo 10.8. Sin embargo, este modelo
puede no ser cierto y de hecho existe la llamada prueba de Tukey para comprobarlo
(ver Penal54, pag. 104] y Hoaglin et al.[39, pags. 268-273|). En cambio, por 10.21, el
modelo 10.19 posee tantos parametros como condiciones experimentales de variabilidad,
de modo que es valido por construccion. En general, un modelo de rango completo se
ajusta intrinsecamente a los datos sin problemas. No obstante, para poder estimar todos
los parametros es necesario disponer de mas de una réplica por condicién experimental.
Esta es la razén por la cual la interaccion no puede ser incluida en 10.8.

El modelo 10.19 puede ser reparamentrizado en la forma
Yijk = Nij + €ijk (10.23)

Pasamos del modelo 10.23 al 10.19 mediante las transformaciones

1 1
ﬂZJZ% sz‘Zg(Z%‘)—#
i,J J

(10.24)
1
5]':5(2 77ij>_,u Yij = iy — b — @i —

Estimacion de los parametros

Consideremos la identidad
Yih = — o — B =5 = (J—p) + Y —§ — )
+(Y — ¥ = 5)
+(Yije = Yir =Yg T U — Vij)
+(Yijr — Yij.)
Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta las restricciones 10.20, los productos cruzados
se anulan y queda

Z(yijk — =i = B =) = Z(g —u)* + Z(yz —j— )

igok igok ingk
+> (5 —9—5)
ingok
(10.25)
+ Z(yij- — Vi — Yoj T~ Yi5)?
ingok
+ > Wik — ¥i5.)”
ik

Como el ultimo término de esta expresion no depende de los parametros, es facil ver que
las estimaciones MC son

~
A

p=y Gi=vyi.—Y Bi=vj—Y Yij=Yij —Yi —Yj Y (10.26)
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mientras que la suma de cuadrados residual es

SCR = Z(yijk - yij-)2

irj,k
que tiene ab(r — 1) grados de libertad. Luego la estimacién de la varianza es
6% = SCR/[ab(r — 1)]

Por otra parte, considerando 10.23 y 10.24 podemos obtener las estimaciones 10.26 por
otro camino. Es obvio que las estimaciones de 7;; son

Mij = Yij.
Interpretando p, cvi, 3;,7;; como funciones paramétricas sobre el modelo 10.23, por el
teorema de Gauss-Markov, sus estimaciones se obtendran sustituyendo 7;; por y;;. en
10.24, lo que nos dara 10.26.

Hipétesis lineales

En el diseno de dos factores con interaccion, las hipotesis de mayor interés son

H' @ ag=--=a,=0 (no hay efecto fila)
HP © Bi=-=5=0 (no hay efecto columna)
Hy'B o ;=0 Vi,j (no hay interaccién)

Los rangos son a — 1, b — 1y (a — 1)(b — 1) respectivamente.

A fin de deducir el test F' correspondiente, consideremos la siguiente descomposicion
fundamental de la suma de cuadrados

Z(yijk —9)° = br Z(yz —9)* +ar Z(y~j~ —5)?

.5,k i J
+r Z(yij- —Yi — Yy +0)
‘7‘7‘
+ Z(yijk — vi.)?
i7j7k
Esta relacion, que se puede probar con algo de esfuerzo, la expresaremos brevemente como

SCp = SCp 4 SCe + SCr + SCR

donde SCr es la suma de cuadrados total, SC; es la suma de cuadrados correspondiente
a la interaccion, etc.

Consideremos ahora la hipétesis H{'. La suma de cuadrados residual es SCR. Supongamos
la hipétesis cierta, entonces el modelo 10.19 se convierte en

Yijk = B+ B + Vij + €ijk

Ademaés, como no hay «;, el minimo de 10.25, es decir, la suma de cuadrados residual
bajo H{' es

SCRu = Z(yz — ) + Z(yijk: —yi;.)? = SCr + SCR

196



Luego si Hg' es cierta (teorema 5.3.1) tendremos que

p_ (SCRy —SCR)/(a—1) __ SCp/(a—1)
B SCR/[ab(r — 1)] ~ SCR/[ab(r — 1)]

sigue la distribucién F(a — 1,ab(r — 1)).
La obtencién del test F' para decidir sobre HP y H{'P es andloga. En la practica, los
calculos suelen disponerse en forma de tabla (ver tabla 10.6).

Fuente de suma de cuadrados
variacién cuadrados g.l. medios F

_ )2 _ _ SCr/(a—1)
Entre filas SCr=0br)>,(yi. — ) a—1 SCr/(a —1) SO/ Tab(r—T]
Entre col. SCo = ary . (y; — 4)* b—1 SCeo/(b—1) %

s SCr/[(a—1)(b—1
Interaccién | SCr=r3_, (yij —yi. | (a—1)(b—1) (a_f)c(é_l) Sé/l__g(/[ab&(_l)})]

v+ SCR
Residuo SCR =37, (Wijn — ¥ij.)° ab(r — 1) 3 Com)
Total SCr =31 Wijn — 9)? abr — 1

Cuadro 10.6: Tabla del Anélisis de la Varianza para disenos de dos factores con interaccion

Ejemplo 10.4.1

Se desean comparar tres genotipos distintos de Drosophila melanogaster, observando si
existen diferencias de viabilidad sembrando 100 y 800 huevos. De este modo, para cada una
de las 6 casillas del experimento (3 genotipos X 2 siembras) se dispusieron 6 preparados
(6 réplicas) y al cabo del tiempo suficiente de ser sembrados los huevos, se obtuvo el
porcentaje de huevos que habian eclosionado. Los resultados fueron:

Huevos Genotipo
sembrados + +— ——
100 93 94 93 95,5 83,5 92 92 91 90
90 93 86 92,5 82 82,5 | 95 84 78
800 83,3 876 81,9 |84 844 T7 85,3 894 854
80,1 79,6 494 |67 69,1 884|874 52 7

El nimero X de huevos eclosionados por casilla sigue la distribucion binomial con n = 100
6 n = 800. Para normalizar la muestra aplicaremos la transformacion

| X | porcentaje
Y = arcseny/ — = arcseny/ ————
n 100

Los datos transformados son:

197



Huevos Genotipo
sembrados ++ +— ——

100 747 758 74,7 | 77,8 66 73,6 | 73,6 72,5 71,6
71,6 74,7 68 74,1 64,9 653 | 77,1 66,4 62
800 659 69,4 648|664 66,7 61,3 |67,5 71 67,5
63,5 63,1 447|549 56,2 70,1692 46,1 61,3

Con estos datos se dibujan los grdficos de la figura 10.1 que avanzan el resultado final.

a) Diagrama de cajas b) Diagrama de cajas c) Medias
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Figura 10.1: Graficos del andlisis exploratorio de los datos del ejemplo 10.4.1

A continuacion se calculan las siguientes medias:

Y11 = 73,231 y1o. = 70,271 413 = 70,534 y1. = 61,899
Yoo, = 62,626 o3 = 63,781 y1. = T1,346 ys. = 62,769
1. = 67,565 y. = 66,449 y, = 67,158 § = 67,057

Con ellas podemos obtener entonces la tabla del Andlisis de la Varianza para un diseno
de dos factores con interaccion:

Fuente variacion suma cuadrados g.l. cuadrados medios F

Entre siembras 662,086 1 662,086 14,833
Entre genotipos 7,665 2 3,832 0,086
Interaccion 35,354 2 17,677 0,396
Residuo 1339,094 30 44,636

Total 2044,199 35
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A la vista de los valores F' obtenidos, se concluye que no es significativa la diferencia
entre genotipos ni la interaccion, pero si existen diferencias significativas sembrando 100
0 800 huevos, siendo el porcentaje de eclosiones mayor en el primer caso, ya que sequn
parece al haber menos huevos, las larvas disponen de mds alimento.

Observacion: cuando un factor no es significativo, la interaccion generalmente tampoco
lo es.

10.5. Descomposicion ortogonal de la variabilidad

En las secciones anteriores han sido tratados los disenos de uno y dos factores y se ha
estudiado como descomponer adecuadamente la variabilidad. Los disenos en los que in-
tervienen tres o mas factores pueden estudiarse también descomponiendo adecuadamente

la variabilidad total
SCr = Z(ymm - 7)°

en diferentes sumas de cuadrados, méds una suma de cuadrados residual. Veamos cémo
debe procederse para un diseno de cuatro factores que indicaremos A, B, C'y D, con a,
b, ¢ y d niveles respectivamente. Distinguiremos dos casos:

(a) D es el factor réplica, es decir, d es el nimero de réplicas para cada condicién
experimental o combinacién de los niveles de los factores A, B, C. El modelo lineal

€S

A B C AB AC BC ABC
yijkr = U =+ o =+ Oéj + Oy -+ aij + (675X + ajk -+ aijk + €ijkr

parai=1,....a;7=1,....bk=1,...,¢;r=1,...,d y siendo

Yijkr = réplica r para los niveles 7, j, k de A, B,C

1 = media general

0424, osz, akc = efectos principales de A, B, C

iA}-B , Ozﬁcc, aﬁc = interacciones entre los factores Ay B, Ay C, By C
ABC
ijk
€k = desviacién aleatoria N (0,0)

(07

Q = interaccién entre los tres factores

Debe imponerse la restricciéon de que la suma (respecto a uno o dos subindices) de
los parametros « sea igual a cero.

(b) D es un verdadero factor con d niveles, de modo que el disefio depende de cuatro
factores con una sola observacion por casilla. El modelo es

A, B, C, D, AB, AC , _AD , .BC , .BD , .CD
Yijkm = P+ 0o +ai +op +a,, +ag oy +og,” +ag” +ag +agy,
ABC |, _ABD , _ACD , BCD
TGt Qg Tt Qg t Qe T+ €ijkm

La interpretacion de los parametros es analoga.
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La tabla 10.7 contiene la descomposicion de la variabilidad. Los sumatorios deben des-
arrollarse para todos los subindices 1, j, k, m, verificAindose por lo tanto

SCa = 2 (e =) =bed ) (v = 9)°

i7j7k7m

ST ST ) SR

i,7,k,m
SChe = ad Y (Yje = Yj- — Yok +7)°
.k
etcétera.

Cuadro 10.7: Descomposicion ortogonal de la suma de cuadrados correspondiente a un
diseno de cuatro factores

Fuente de

variacién suma de cuadrados grados de libertad

A Z(yz )2 a—1

B > (Y4 —9)° b—1

C S (yor — y)? c—1

D Z(@/ ‘m g)Q d—1

AB Wi = Yio — Y +0) (a—1)(b—1)

AC Z(yzk_yz _yk+g) (a_l)(c_l)

AD > (Yiom = Yie: = Yoo + 9)? (a—1)(d—1)

BC Z(yjk —yg —y..k.+y) (b—1)(c—1)

BD > (Ygm = Yoo = Yoo +)° (b—1)(d—1)

¢D S Yokom = Yok = Yoorn + 7)° (c—=1)(d—1)

ABC > (Yijk = Yige — Yike — Yeji (a=1)(b—=1)(c—1)
+Y;... + Y.j.. + Yp — g)Q

ABD > Wigm = Yij — Yiom — Yjom (a=1)(b—1)(d—-1)
i + Yje + Yoorn — 7)°

ACD S Yikm — Yike — Yiom — Yokm (a—1)(c=1)(d—1)
i+ Yk + Yoorn — §)?

BCD > (Wjrm = Yjke — Yojom — Yoo (b—1)(c—1)(d-1)
+Yj Yk + Yo — gj)2

ABCD 3 (Yijkm — Yijk- — Yijm — Yikm — Yejkm (a=1)(b=1)(c—1)(d—-1)
+Yij + Yike + Yojk + Yiem + Yjom
+Yokom — Yior — Yojor — Yoo — Yoorn + 7))

Total S (Yijkm — 9)* abed — 1

Estas sumas de cuadrados pueden reunirse convenientemente, sumando también los gra-
dos de libertad, segin el tipo de diseno factorial para obtener la suma de cuadrados
residual. Veamos tres casos:

1) Supongamos que se trata de un diseno de tres factores y réplicas, como el descrito
en (a). Entonces:

SCr = SC4 +SCp + SCe + SCap + SCyc + SCpe + SCapc + SCR
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siendo la suma de cuadrados residual

SCR = SCp+SCup +SCpp + SCep + SCasp + SCacp + SCpep + SCasep
= Z(ymkm — Yijk.)?
con (d—1)4---+[(a—1)(b—1)(c—1)(d—1)] = abe(d — 1) grados de libertad.
Para estudiar, por ejemplo, si la interaccion entre A y B es significativa, calculare-

mos
o SCap/l(a~1)(b— 1)
SCR/[abe(d — 1))
y consultaremos la tabla F' con (a — 1)(b— 1) y abc(d — 1) grados de libertad.

2) Supongamos que se trata de un disenio de 4 factores con una sola observacién por
casilla, como el descrito en (b). Entonces:

SCp = SC4+SCp+SCe+SCp+SCuag+---+SCep++SCapc+- - -+SCpep+SCR

siendo SCR = SC 4pcp la suma de cuadrados residual. La significacion de los efectos
principales o las interacciones debera efectuarse dividiendo por SCagcp.

3) Supongamos que C' es un factor (por ejemplo, un factor bloque) que no interacciona
con A, By que D es un “factor réplica”. Entonces

SCr =SC4 +SCp + SCe + SCap + SCR
siendo
SCR = SCp +SCac +SCup +---+SCep +SCapc +SCapp +SCrep +SCapep
la suma de cuadrados residual.

La formulacion general de esta descomposicion de la suma de cuadrados permite abordar
muchos tipos de disefios que resulten de la combinacién de varios factores, con una sola
réplica por casilla, o con el mismo nimero de réplicas por casilla (disefios balanceados).
En este caso, las réplicas se consideran como un factor formal y el residuo estara formado
por todas las sumas de cuadrados en los que interviene el factor réplica. Las interacciones
no presentes en un determinado modelo (por condiciones experimentales o por cocientes
F' claramente no significativos) se afiaden al residuo. Esta formulacién general no permite
tratar ciertos disenos como cuadrados latinos, bloques incompletos balanceados, etc.

Esta descomposicién ortogonal, para un ntimero cualquiera de factores, puede programar-
se por ordenador siguiendo el algoritmo propuesto por Hartley[36].

La principal dificultad de estos disenos es la gran cantidad de observaciones necesarias,
de modo que en la practica no se consideran disenios con mas de cuatro factores. En
algunos casos se puede suponer que las interacciones altas son nulas y estimar el resto
de parametros. Esta es la propuesta de los disenos en cuadrados latinos y greco-latinos
que permiten estimar los efectos principales con el minimo de observaciones (ver Pena[54,
pag. 116-128] y Cuadras[20, pdg. 261-262]).
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10.5.1. Descomposicién de la variabilidad en algunos disenos

Indicando simbdlicamente por A, B, AB, ..., T las sumas de cuadrados SC4,SCp, SC4p,
...,S5Cp, exponemos seguidamente diferentes disenos del Analisis de la Varianza, pre-
sentando la descomposicion de la variabilidad. Algunos disenos han sido tratados en las
secciones anteriores de este capitulo.

1. Un factor y réplicas
Yij :,M‘FCYZ'—FQ‘]'
T=A+R+ AR

Entre grupos A a—1
Residuo R+ AR ar—a

2. Dos factores con una observacién por casilla
Yij = p+ a; + 0 + €

T=A+B+ AB

Entre filas A a—1
Entre columnas B b—1
Residuo AB (a—1)(b—1)

3. Dos factores con interaccion
Yijk = b+ i + B + 735 + €iji

T=A+B+R+AB+ AR+ BR+ ABR

Efecto fila A a—1

Efecto columna B b—1
Interaccién AB (a—1)(b—1)
Residuo R+ AR+ BR+ ABR ab(r —1)

4. Dos factores con interaccion en bloques aleatorizados
Yijh = H -+ i+ B+ b + i + €ijn

T=A+B+R+AB+ AR+ BR+ ABR

Efecto fila A a—1

Efecto columna B b—1

Efecto bloque R r—1
Interaccion AB (a—1)(b—1)
Residuo AR+ BR+ ABR (ab—1)(r —1)

Este modelo se utiliza cuando se combinan dos factores A, B y se obtienen réplicas orga-
nizadas en bloques. El factor bloque tiene un efecto principal, pero no interacciona con

A, B.
5. Tres factores con una observacion por casilla

Yijk = o+ a; + B + 0 + (af)ij + (d) i, + (80) jx + €iji
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T=A+B+C+ AB+ AC+ BC + ABC

Efecto A A a—1

Efecto B B b—1

Efecto C C c—1

Interacciéon A x B AB  (a—1)(b—1)

Interacciéon A x ¢ AC (a—1)(c—1)

Interaccion B x ¢ BC' (b—1)(c—1)
(a=1)(b—-1)

Residuo ABC
6. Tres factores con r observaciones por casilla
Yijkm = b+ a; + 35 + 0k + (aB)iy + (ad)ir, + (89) jx + (B7)ijk + €ijrm

T'=A+B+C+R+AB+AC+ AR+ BC+ BR+CR
+ABC+ ABR+ ACR+ BCR+ ABCR

Efecto A A a—1
Efecto B B b—1
Efecto C C c—1
Interaccién A x B AB (a—1)(b-1)
Interaccion A x C AC (a—1)(c—1)
Interaccién B x C BC (b—1)(c—1)
Interaccién A x B x C ABC (a—1)(b—=1)(c—1)
Residuo R+ AR+ BR+ CR+ ABR abe(r —1)
+ACR+ BCR+ ABCR
7. Diseno de parcela dividida
Yijk = i+ o + 5+ b + (@) + (ab)a + +eui
T=A+C+B+AC+ AB+CB+ ACB
Tratamiento principal A a—1
Subtratamiento C c—1
Bloque B b—1
Interaccién A x C' AC (a—1)(c—1)
Interaccién A x B AB (a—1)(b—1)
Residuo CB+ ACB a(b—1)(c—1)
By Ay Ay Az Ay
Ci |G| G| CL |Gy | O | Cy| Gy
By Ay Az Ay Ay
Cy | CL |G| CL| O Co | Cy | Gy
Bj Az Ay Ay Ay
Ci |G| C |Gy |G| O Gy | O

Este diseno se utiliza en investigacion agricola, también en otras ciencias experimentales,
para comparar a tratamientos (factor A) que se asignan aleatoriamente en b bloques
o fincas (factor B), a razén de a tratamientos por bloque. Se divide cada una de las
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ab parcelas y se asignan al azar ¢ subtratamientos (factorC), tal como se ilustra en el
esquema para el caso a =4, b = 3, ¢ = 2. Se supone que actian los efectos principales A,
By C, la interaccién A x C'y la interaccién A x B. La interaccién entre A y los bloques es
debida a que estos no pueden considerarse completamente homogéneos. Sin embargo, se
supone que cada una de las ab parcelas dentro de los bloques son homogéneas, de modo
que los subtratamientos C' no interaccionan con los bloques.

Para la significacién de C'y la interaccion A x C' debe calcularse

C/le=1) AC/[(a = 1)(c = 1)]

be = BT ABO) Jlab - e =1 (CB + ABC)/[a(b — 1)(c — 1)]

Fac =

Para estudiar la significacién del factor A y del factor bloque debe calcularse

_ Afa-1) o B/b-1)
AB/[(a —1)(b—1)] AB/[(a —1)(b—1)]

Fy

10.5.2. Estimacién de parametros y calculo del residuo

La estimacién de los efectos principales y las interacciones se obtienen utilizando los
términos que intervienen en las correspondientes sumas de cuadrados (ver tabla 10.7).

Por ejemplo, en un estudio de dos factores con interaccion en bloques aleatorizados, las
estimaciones son:

=y G&=y.—-y Bi=y;—7¥
by =y — ¥ Vi = Yij — Yir — Y4+ Y

Se puede aplicar una regla sencilla para encontrar la expresién algebraica del residuo. En
el diseno citado, cuyo modelo es

Yijk =+ i + B + b + i + €
sustituiremos los parametros por sus estimaciones
Yo = U+ Wi =) + Wy —7) + (yr — 7)
+ (Wi — Yi — Y5+ Y) + e

Para que exista identidad entre y;;, y el término de la derecha, la estimacion de la des-
viacion aleatoria e;;, debe ser

Cijk = Yijk — Yij. — Y-k +Y
El residuo correspondiente al diseno de dos factores con interaccion en bloques aleatori-

zados es entonces
2 _\2
E €ijk = E (Yijk — Yij. — Yok + )
Z‘)j’k Z‘)j)k

férmula que coincide con AR + BR + ABR.

Esta regla sirve para todos los disenos que admiten descomposicién ortogonal de la suma
de cuadrados. Por poner otro ejemplo, para el diseno de parcela dividida se comprueba
de este modo que la estimacion de la desviacion aleatoria es

€ijk = Yijk — Yi-k — Yij. T Yi--
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Ejemplo 10.5.1

Con el fin de valorar la accion de los hongos zilofagos sobre la madera, se han tomado
240 muestras de madera procedente de tocones de Pinus silvestris, clasificados atendiendo
simultdineamente a 4 factores (edad, orientacion, altura y profundidad). La descripcion
de los factores es:

Edad (E): Anos transcurridos desde la fecha de tala (1,4,7,10 o 13 anos).
Orientacién (O): N,S,E,O segin la ubicacion de la muestra en el tocon.
Altura (A): 0,2,5,15 expresada en cm contados a partir de la superficie de corte.

Profundidad (P): 0,2,5 ezpresada en cm contados radialmente a partir de la superficie
lateral.

Cada una de las 5 X 4 X 4 x 3 = 240 muestras era en realidad la homogeneizacion de 3
muestras procedentes de 3 tocones distintos pero de las mismas caracteristicas en cuanto
a la edad, orientacion, altura y profundidad.

Se estudiaron 8 variables quimicas. Para la variable que media la cantidad de hemicelulosa,
se obtuvo la siguiente descomposicion ortogonal de la suma de cuadrados:

Fuente de  Suma de  Grados de Cuadrados

vartacion  cuadrados  libertad medios F
E 1227,53 4 306,88 59,21
0 51,94 3 17,31 3,34
A 58,59 3 19,53 3,76
P 18,04 2 9,02 1,74
EO 152,70 12 12,72 2,45
EA 137,13 12 11,42 2,20
EP 72,22 8 9,03 1,74
OA 54,60 9 6,06 1,17
OP 37,26 6 6,21 1,20
AP 21,04 6 3,50 0,68
EOA 189,89 36 527 1,01
EOP 145,12 24 6,04 1,16
EAP 132,22 24 5,50 1,06
OAP 60,70 18 3,37 0,65
EOAP 373,19 72 5,18

Total 2732,64 239

Los datos se adaptan a un disenio de 4 factores con una observacion por casilla. El residuo
es la suma de cuadrados indicada simbolicamente por EOAP y su valor es 373,19 con 72
grados de libertad. Un examen inicial de los cocientes F' de la tabla, obtenidos dividiendo
los cuadrados medios por 373,19/72 = 5,18, para un nivel de significacion de 0,05 nos
lleva a las siguientes conclusiones:

a) Son significativos los efectos principales E,0,A. No es significativo el efecto principal
P.
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b) Son significativas las interacciones EA y FO. No son significativas el resto de las
nteracciones.

Prescindiendo de los efectos no significativos, resulta un disenio de tres factores (E,0,A),
de los cuales interaccionan E con A y E con O (edad con altura y edad con orientacion).
Anadiendo las correspondientes sumas de cuadrados al residuo, obtenemos la siguiente
tabla:

Fuente de  Suma de  Grados de Cuadrados

variacion  cuadrados libertad medios F
E 1227.53 4 306,88 56,97
0] 51,94 3 17,31 3,21
A 58,59 3 19,53 3,63
EO 152,70 12 12,72 2,36
EA 137,13 12 11,42 2,12
Residuo 1104,26 205 5,39

Total 2732,64 239

Se observa que sigue existiendo variabilidad significativa respecto E,0 y A. También son
significativas las interacciones EO y FA. Por lo tanto, se confirman las conclusiones
iniciales. Una estimacion insesgada de la varianza o es 6% = 5,39.

10.6. Diagnosis del modelo

Una vez decidido el modelo, calculados los parametros y contrastadas las hipdtesis sobre
los parametros, es necesario comprobar si las hipdtesis esenciales del modelo lineal se
cumplen. En caso contrario debemos analizar las consecuencias y si es preciso un cambio
de modelo. Para ello y como en el caso de los modelos de regresién (ver capitulo 9)
realizaremos un completo analisis de los residuos. Como ya se ha explicado, dicho analisis
debe comprobar la normalidad, la independencia y la aleatoriedad, la no existencia de
valores atipicos y la homocedasticidad. Asi pues, en esta seccién vamos a comentar los
aspectos especificos de este tema en el caso de los modelos de Analisis de la Varianza.

Podemos empezar por una exploracion previa de las observaciones, especialmente grafica,
como puede ser un diagrama de cajas multiple o, cuando el nimero de datos sea muy
pequeno, un grafico de puntos como el de la tabla 10.2.

Una vez resuelto el modelo, podemos realizar el estudio descriptivo y grafico de la distri-
bucién de los residuos. En este sentido los graficos propuestos en 9.1.3, como diagramas
de dispersion frente a las previsiones (medias en cada grupo), QQ-plots, etc., nos pro-
porcionaran mucha informacion sobre la veracidad de las hipdtesis basicas de un modelo
lineal normal.

Por otra parte, como la mayoria de disenos responden a una situacién experimental, siem-
pre conviene representar los residuos respecto a su indice temporal de observacién. Con
ello podemos detectar posibles cambios en las condiciones experimentales que provocarian
una correlacion indeseable o una alteracion en la variabilidad experimental. Por ejemplo,
esto ultimo ocurre cuando se manifiesta el llamado efecto de aprendizaje.
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La falta de normalidad no es un problema grave. Aunque las observaciones no sigan la ley
normal, los contrastes son esencialmente validos y se dice que el Analisis de la Varianza
es en este caso una técnica robusta. Sin embargo, la no normalidad si afecta a la precision
de la estimacién de la varianza del modelo y su estimacion por intervalos.

El efecto de varianzas desiguales en los grupos afecta al contraste F' si el nimero de
observaciones en cada grupo es diferente (méax n;/min n; > 2). En caso contrario, cuando
el nimero de réplicas por casilla es el mismo, el contraste F' es bastante robusto incluso
cuando las varianzas son fuertemente distintas (por ejemplo en una relacién 1 a 30).
Por supuesto, una fuerte desigualdad de la varianza del error en los grupos si influye
marcadamente en la estimacién de o2

En algunos casos se puede aplicar alguna transformacién para conseguir homocedasticidad
(ver Penalpag. 59][54]).

En cuanto a efectuar un contraste formal de igualdad de varianzas antes del test F', es
mejor utilizar un test robusto frente a la falta de normalidad como el test de Levene (ver
6.7.3 y Ugarte[69, pag. 375]). Si los datos se desvian ligeramente de la normalidad, esto va
a afectar poco al test F', pero mucho a un test de varianzas no robusto, muy dependiente
de la normalidad.

Finalmente, el efecto de dependencia entre observaciones puede ser muy grave, ya que las
formulas para las varianzas de las distribuciones muestrales de las medias son invélidas
en este caso, por lo que todos los calculos sobre la precision de los estimadores seran
erréneos. El procedimiento mas eficaz para prevenir la dependencia es la aleatorizacion.

Ejemplo 10.6.1

Con el modelo lineal propuesto en el ejemplo 10.2.1 se pueden realizar los grdficos de los
residuos que se presentan en la figura 10.2. No se observan patologias que hagan dudar
de las hipotesis bdsicas del modelo.

Ejemplo 10.6.2

Con los datos del ejemplo 10.3.1 y el modelo mds simple tras el contraste se calculan (ver
pdgina 214) los residuos estandarizados que tenemos en la tabla 10.8. Sdlo hay un residuo

prod fert finca ajustado resid resid.std atipico

1 2.1 A 1 2.00 0.10 0.57
2 2.2 A 2 2.00 0.20 1.14
3 1.8 A 3 2.00 -0.20 -1.14
4 2.0 A 4 2.00 0.00 0.00
5 1.9 A 5 2.00 -0.10 -0.57
6 2.2 B 1 2.56 -0.36 -2.04 *
7 2.6 B 2 2.56 0.04 0.23
8 2.7 B 3 2.56 0.14 0.80
9 2.5 B 4 2.56 -0.06 -0.34
10 2.8 B 5 2.56 0.24 1.36
11 1.8 C 1 1.84 -0.04 -0.23
12 1.9 C 2 1.84 0.06 0.34
13 1.6 C 3 1.84 -0.24 -1.36
14 2.0 C 4 1.84 0.16 0.91
15 1.9 C 5 1.84 0.06 0.34
16 2.1 D 1 2.16 -0.06 -0.34
17 2.0 D 2 2.16 -0.16 -0.91
18 2.2 D 3 2.16 0.04 0.23
19 2.4 D 4 2.16 0.24 1.36
20 2.1 D 5 2.16 -0.06 -0.34

Cuadro 10.8: Residuos estandarizados del ejemplo 10.3.1
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Figura 10.2: Graficos para el analisis de los residuos del ejemplo 10.2.1

ligeramente atipico, situado en las colas del 5 %, y marcado con un asterisco.

Los grdficos de estos residuos, como en el ejemplo anterior, tampoco muestran ningun
indicio de apartarse de las hipotesis bdsicas del modelo lineal.

Ejemplo 10.6.3

En el andlisis de los residuos del ejemplo 10.4.1 con el modelo simplificado a un factor, el
factor significativo siembra, se observan dos residuos estandarizados con valores atipicos:
—2,84 (p <0,007) y —2,61 (p < 0,01). Habria que estudiar estos dos resultados.

Los graficos pueden verse en la figura 10.3.

10.7. Disenos no balanceados y observaciones faltan-

tes

Un diseno experimental (observaciones y modelo del experimento) puede describirse me-
diante el modelo lineal Y = X3 + €, donde X es la matriz de diseno ampliada. Sean
ni,...,n; los numeros de réplicas para cada una de las condiciones experimentales (ver
seccién 2.7). Excepto el disenio de un factor, los demés disefios deben tener el mismo nime-
ro de réplicas por condiciéon experimental. Sin embargo, en las aplicaciones no siempre es
posible mantener tal restriccion. Ademas, las réplicas de alguna condicién experimental
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Figura 10.3: Graficos para el analisis de los residuos del ejemplo 10.4.1

pueden perderse (un tubo de ensayo que se rompe, unos datos que se extravian, etc.).
Veamos como pueden ser tratados ambos problemas.

Dado el modelo lineal Y = X3 + €, diremos que corresponde a:
1) Un disenio balanceado si ny =mng = -+ = ny # 0.
2) Un diseno no balanceado si n; # n; para algin 1, j.
3) Un diseno con observaciones faltantes si n; = 0 para algin 1.

Supongamos que Xpg es la matriz de diseno reducida “estandar” para un diseno experi-
mental determinado. Los disenos no balanceados y con observaciones faltantes se pueden
manejar, sin modificar X g, utilizando

D = diag(nl, Nog, ... ,nk)

Adoptemos el convenio de que si n; = 0 para algin ¢, la correspondiente observacion
contenida en Y se sustituye por 0 y en el vector de medias Y = (1,92, ..., ¥x)" se toma
y; = 0. Entonces se verifica R _
B = (X,;DX;) X,;DY
—~/ _
SCR=Y'Y - g X, DY
SCRy — SCR = (AB)'(A(X/,DX5)”A’) " (AB)
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siendo Hy : AB = 0 una hipdtesis contrastable. La matriz M que relaciona X con Xpg
mediante X = MXpy se define como en la seccion 2.7, pero anadiendo una fila de ceros en
el lugar correspondiente a una casilla con observaciones faltantes (ver Cuadras[20]). Para
otros tratamientos del caso no balanceado y de las observaciones faltantes véase Seber[65,
pag. 259,290-300].

Ejemplo 10.7.1

Consideremos un diseno de dos factores A, B sin interaccion, con a =2, b= 3, n;; = 1,
nie = 2, n13 = 0, noy = 3, nog = 0, nag = 1; es decir, no balanceado y con observaciones
faltantes en los niveles Ay B3 y AsBs. Entonces, para los pardmetros u, oy, ao, 31, B2, 03,
tenemos:

100 000
110101 010000
01 0000
110010
110001 000000
Xp= M=| 000100
101 100
000100
101 010
L0100 1 000100
000O0O0O
0 00O0GO0°1
D =(1,2,0,3,1,0)
110100
110010
110010
000O0O0TO O
X =MXy = 1 01 100
101 100
101 100
000O0O0TO O
100 001

10.8. Ejemplos con R

Empezamos por reproducir el ejemplo 10.2.1 con el disenio de un factor. En primer lugar
introducimos los datos en una tabla. Observemos en especial la definicion del vector
tratam como factor.

> y<-c(22,18,30,15,17,20,28,35,19,33,10,5,0,14,18)
> tratam<-factor(c(rep("D",5),rep("B",5),rep("P",5)))
> pacientes<-data.frame(y,tratam)
> design.table(pacientes)
B D P
1 20 22 10
228 18 5
3330 O
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4 19 15 14
5 33 17 18

A continuacién podemos presentar algin grafico de los datos como un diagrama de cajas
o un grafico de puntos (ver figura de la tabla 10.2).

> par(pty="s")

> boxplot(split(y,tratam))

> par(pty="s")

> dotplot(formula=tratam™y,data=pacientes)

El Andlisis de la Varianza se realiza con la funcién aov.

> aov(y~tratam,data=pacientes)
Call:
aov(formula = y ~ tratam, data = pacientes)

Terms:
tratam Residuals
Sum of Squares 790.5333 558.4000
Deg. of Freedom 2 12

Residual standard error: 6.821535 Estimated effects are balanced

Aunque para obtener la tabla 10.3 del Analisis de la Varianza es mejor asignar el resultado
en la forma

> pacientes.aov<-aov(y~tratam,data=pacientes)
> summary (pacientes.aov)
Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
tratam 2 790.5333 395.2667 8.494269 0.005031871
Residuals 12 558.4000 46.5333

Observemos que el estadistico F' es significativo, de forma que se rechaza la hipdtesis nula
de igualdad de tratamientos.

Las estimaciones de los parametros «; son &; = y;. — ¢
> model.tables(pacientes.aov)
Tables of effects

tratam
B D P
8.0667 1.4667 -9.5333
y las estimaciones de las medias 1 = 9, ft + &; = y;. son
> model.tables(pacientes.aov,type="mean"

Tables of means Grand mean

211



18.933

tratam
B D P
27.0 20.4 9.4

Los residuos estandarizados de este modelo se calculan facilmente:

> ECM<-deviance(pacientes.aov)/pacientes.aov$df.residual ;ECM
[1] 46.53333
> resstd<-residuals(pacientes.aov)/sqrt (ECM)

Nos interesa ademas senalar los residuos atipicos, si los hay. Para ello definimos una
escala de tres estrellas que corresponde a las colas de probabilidad 0,007, 0,01 y 0,05,
respectivamente.

> outlier<-as.character(ifelse(abs(resstd)>2.698, "x*xx*x"
+ ifelse(abs(resstd)>2.576, "*x",
+ ifelse(abs(resstd)>1.96,"x"," "))))

La siguiente tabla muestra los resultados:

> cbind(pacientes,ajustado=fitted(pacientes.aov),
+ resid=round(residuals(pacientes.aov),2),
+ resid.std=round(resstd,2),atipico=outlier)

y tratam ajustado resid resid.std atipico

1 22 D 20.4 1.6 0.23
2 18 D 20.4 -2.4 -0.35
3 30 D 20.4 9.6 1.41
4 15 D 20.4 -5.4 -0.79
5 17 D 20.4 -3.4 -0.50
6 20 B 27.0 -7.0 -1.03
7 28 B 2r.0 1.0 0.15
8 35 B 27.0 8.0 1.17
9 19 B 27.0 -8.0 -1.17
10 33 B 27.0 6.0 0.88
11 10 p 9.4 0.6 0.09
12 5 p 9.4 -4.4 -0.65
13 0 p 9.4 -9.4 -1.38
14 14 P 9.4 4.6 0.67
15 18 P 9.4 8.6 1.26

Los graficos de la figura 10.2 se han obtenido con las siguientes instrucciones:

par (mfrow=c(2,2))

boxplot(resstd,xlab="residuos estandarizados")

title("a) Diagrama de caja")

ggnorm(resstd,xlab="cuantiles de la normal",ylab="residuos est.")
qqline(resstd)

title("b) QQ-plot")

V V V V V V
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> plot((1:1length(resstd)) ,resstd,type="p",xlab="1i",ylab="residuos est.")

> title("c) residuos est. vs index")

> plot(fitted(pacientes.aov) ,resstd,xlab="predicciones",ylab="residuos est.")
> title("d) residuos est. vs predicciones")

Veamos ahora la reproduccion del ejemplo 10.3.1. Primero la introduccion de los datos:

prod<-c(2.1,2.2,1.8,2.0,1.9,2.2,2.6,2.7,2.5,2.8,1.8,
1.9,1.6,2.0,1.9,2.1,2.0,2.2,2.4,2.1)
fert<-c(rep(1,5),rep(2,5) ,rep(3,5) ,rep(4,5))
fert<-factor(fert,labels=c("A","B","C","D"))
finca<-rep(c(1,2,3,4,5),4)

finca<-factor(finca)
problema<-data.frame(prod,fert,finca)
rm(prod,fert,finca)

problema

V VV V V V V + V

Con la tdltima instruccion veremos la tabla con todos los datos.
Ahora podemos presentar algunos graficos descriptivos como los de la figura 10.4.

par (mfrow=c(1,3) ,pty="s")
plot.factor(prod~fert,data=problema)
title("a) Diagrama de cajas")
plot.factor(prod”finca,data=problema)
title("b) Diagrama de cajas")
interaction.plot(finca,fert,prod)
title("c) Poligonos")

V V V V V V V

a) Diagrama de cajas b) Diagrama de cajas c) Poligonos
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Figura 10.4: Graficos para la exploracion de los datos del ejemplo 10.3.1

También se pueden obtener otros gréaficos con las instrucciones:

> plot.design(prod~fert,fun="mean" # Medias de prod por fert
> plot.design(problema,fun="median") # Medianas de prod
> dotplot(fert ~ prod | finca, data = problema)
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Con la tultima se obtiene un conjunto de graficos de puntos, uno para cada nivel del factor
bloque, en este caso las fincas.

A continuacién se calcula el Anélisis de la Varianza:

> attach(problema)
> problema.aov<-aov(prod~fert+finca,data=problema)
> summary (problema.aov)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)

fert 3 1.432 0.4773333 14.03922 0.0003137

finca 4 0.088 0.0220000 0.64706 0.6395716
Residuals 12 0.408 0.0340000

Ahora se pueden calcular las estimaciones de los efectos y las medias.

> efectos<-model.tables(problema.aov) ;efectos
Tables of effects

fert
A B C D
-0.14 0.42 -0.30 0.02

finca
1 2 3 4 5
-0.090 0.035 -0.065 0.085 0.035
> medias<-model.tables(problema.aov,type="means") ;medias

Tables of means
Grand mean

2.14

fert
A B C D
2.00 2.56 1.84 2.16

finca
1 2 3 4 5
2.0650 2.175 2.075 2.225 2.175

Como el efecto del factor bloque no es significativo, podemos evaluar la tabla del Analisis
de la Varianza del modelo con el factor principal:

> simple.aov<-aov(prod~fert,data=problema)
> summary (simple.aov)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
fert 3 1.432 0.4773333 15.39785 0.00005624767
Residuals 16 0.496 0.0310000

El andlisis de los residuos debe hacerse con simple.aov.
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> ECM<-deviance(simple.aov)/simple.aov$df.residual ; ECM
[1] 0.031

resstd<-residuals(simple.aov)/sqrt (ECM)
outlier<-as.character(ifelse(abs(resstd)>2.698, "**x*x"
ifelse(abs(resstd)>2.576, "*xx"
ifelse(abs(resstd)>1.96,"x" " "))))
cbind(problema,ajustado=fitted(simple.aov),
resid=round(residuals(simple.aov),2),
resid.std=round(resstd,2),atipico=outlier)

+ + V + + VvV

El resultado puede verse en la tabla 10.8 de la pdgina 207. Los graficos del andlisis de
estos residuos se pueden realizar con las mismas instrucciones que en el ejemplo anterior
y son muy parecidos a los de la figura 10.2.

Veamos ahora cémo se procede con los datos del ejemplo 10.4.1.

> huevos<-c(93,94,93,90,93,86,

+ 95.5,83.5,92,92.5,82,82.5,

+ 92,91,90,95,84,78,

+ 83.3,87.6,81.9,80.1,79.6,49.4,

+ 84,84.4,77,67,69.1,88.4,

+ 85.3,89.4,85.4,87.4,52,77)

> genotipo<-c(rep(1,6),rep(2,6) ,rep(3,6),rep(1,6),rep(2,6),rep(3,6))
> siembra<-c(rep(1,18),rep(2,18))

> genotipo<-factor(genotipo,labels=c("++" "+=" "--1))
> siembra<-factor(siembra,labels=c("100","800"))
> y<-asin(sqrt(huevos/100))

> y<-y*180/pi

> split(round(y,2),genotipo)

> problema<-data.frame(y,siembra,genotipo)

> rm(y,siembra,genotipo)

> attach(problema)

> par (mfrow=c(2,3))

> plot.factor(y”siembra,data=problema)

> title("a) Diagrama de cajas")

> plot.factor(y~genotipo,data=problema)

> title("b) Diagrama de cajas")

> plot.design(problema,fun="mean"

> title("c) Medias")

> plot.design(problema,fun="median")

> title("d) Medianas")

> interaction.plot(genotipo,siembra,y)

> title("e) Poligonos")

Este conjunto de graficos puede verse en la figura 10.1. Se intuye la falta de diferencias
significativas entre los genotipos, mientras hay una clara diferencia entre las dos siembras.
También es evidente la no interaccién entre los dos factores.

A continuacion resolvemos el Andlisis de la Varianza con los dos factores y su interaccién.
Observemos que la formula que se introduce en la funcién aov es
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siembra + genotipo + siembra:genotipo == siembra*genotipo

> problema.aov<-aov(y~ siembra*genotipo,data=problema)
> summary (problema.aov)

Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
siembra 1 662.086 662.0865 14.83286 0.0005736
genotipo 2 7.665 3.8323 0.08585 0.9179521

siembra:genotipo 2 35.354 17.6772 0.39603 0.6764562
Residuals 30 1339.094 44.6365

> medias<-model.tables(problema.aov,type="means") ;medias

El anélisis de los residuos se hace con el modelo simple. Ver figura 10.3.

> simple.aov<-aov(y~siembra,data=problema)
> summary (simple.aov)
Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)

siembra 1 662.086 662.0865 16.28734 0.00029224
Residuals 34 1382.113 40.6504
> ECM<-deviance(simple.aov)/simple.aov$df.residual; ECM
[1] 40.65038
resstd<-residuals(simple.aov)/sqrt (ECM)
par (mfrow=c(2,2))
boxplot (resstd,xlab="residuos estandarizados")
title("a) Diagrama de caja")
qgnorm(resstd,xlab="cuantiles de la normal",ylab="residuos est.")
qqline(resstd)
title("b) QQ-plot")
plot((1:1length(resstd)) ,resstd,type="p",xlab="1i",ylab="residuos est.")
title("c) residuos est. vs index")
plot(fitted(simple.aov) ,resstd,xlab="predicciones",ylab="residuos est.")
title("d) residuos est. vs predicciones")
outlier<-as.character(ifelse(abs(resstd)>2.698, "*x*x"
ifelse(abs(resstd)>2.576, "*x*x",
ifelse(abs(resstd)>1.96,"*x",""))))
cbind(problema,ajustado=fitted(simple.aov),
resid=round(residuals(simple.aov),2),
resid.std=round(resstd,2),atipico=outlier)

+ + v + + VV V V V V V V VYV VYV
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10.9. Ejercicios

Ejercicio 10.1

Los siguientes datos corresponden a los indices de mortalidad, en un periodo de 10 anos,
clasificados por estaciones. Determinar si hay diferencias significativas entre las diferentes
estaciones al nivel 0,01.

Invierno Primavera Verano Otono

9,8 9,0 88 94
9,9 9,3 9.4
9,8 9,3 8,7 10,3
10,6 9,2 88 9.8
9,9 9,4 86 94
10,7 9,1 83 9.6
9,7 9,2 88 95
10,2 8,9 87 9,6
10,9 9,3 89 95
10,0 9,3 9.4

Por otra parte, jdifiere significativamente de 10,0 el indice medio registrado en invierno?

Ejercicio 10.2

Para el diseno de un factor con k niveles
Yin = b+ a; + € 1=1,....k; h=1,...,n;
con Y a; = 0, demostrar:

a) La relacién entre el contraste de la razén de verosimilitud A y el contraste F' para
la hipotesis Hy: a3 = -+ = ay =0 es

B —n/2
A:(l—l—k 1F)
n—=k

b) El valor esperado de los cuadrados medios entre grupos es

1
_ 2 E 2

: , P
¢) Cuando Hj es cierta y min{ny,...,ny} — oo, entonces F—1.
d) Si k=2, el contraste F' para la hip6tesis
HO L = O = 0

es equivalente al contraste t de Student para comparar las medias pu + oy, o+ o
de dos poblaciones normales suponiendo que las varianzas son iguales.

Ejercicio 10.3

La siguiente tabla registra las producciones de 4 variedades de maiz, plantadas segiin un
diseno en bloques aleatorizados
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Variedad

1 2 3 4

al 7 6 6 7

b|10 8 7 9

Bloque c¢| 6 3 5 7
dl 4 3 3 3

el 8 5 5 6

Al nivel 0,05 estudiar si hay diferencias entre variedades y entre bloques. Comparar la
variedad 1 con la variedad 3.

Ejercicio 10.4

En una experiencia agricola en la que se combina ano con genotipo, se admite el siguiente
modelo
Yikr = 1+ @ + B + Yir + Wir + ity (10.27)

donde ;1 es la longitud de la planta, a; ¢ = 1,...,5 es el efecto principal del ano, Gy
k =1,2,3 es el efecto principal del genotipo, v;; es la interacciéon genotipo X ano, wy, es
una interaccion de las réplicas con los anos y €, es el término de error con distribucién
N(0,0?). La tabla 10.9 presenta la descomposicién ortogonal de la suma de cuadrados.

¢l SCY |YxT T
A (atio) 1 742 412 630
B (genotipo) 2 118 | 105 110
C' (bloque) 3 74 87 97
AB 8 647 630 521
AC 12 454 478 372
BC 6 87 63 79
ABC 24 345 247 270

Cuadro 10.9: Tabla con las sumas de cuadrados para el diseno 10.27

Se pide:

a) Hallar la expresion algebraica del residuo y encontrar tres estimaciones indepen-
dientes de o2.

b) Estudiar si los efectos principales y las interacciones son significativas (nivel 0,05).

Observacion: La variable T' es una variable concomitante y su utilidad serd estudiada en
el siguiente capitulo. Por este motivo, las columnas correspondientes a Y x Ty T no
tienen interés ahora.

Ejercicio 10.5

En un estudio sobre viabilidad de Drosophila melanogaster se tienen en cuenta los si-
guientes factores:
Genotipo (G): se estudian 3 genotipos distintos
Generacion (N): el experimento se repite durante 4 generaciones sucesivas
Temperatura (7'): incubacién a 17 y 25 grados centigrados
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Se obtuvieron 5 réplicas para cada una de las combinaciones de los 3 factores. El expe-
rimento se realizé sembrando 100 huevos y anotando el nimero de huevos eclosionados
(esto constituye una réplica). Después de transformar adecuadamente los datos origina-
les (ver ejemplo 10.5.1), se obtuvo la siguiente descomposicién ortogonal de la suma de
cuadrados (R es el factor réplica)

SC gl
G 621 2
N 450 3
T 925 1
R 347 4
GN 35 6
GT 210 2
GR 48 8
NT 23 3
NR 34 12
TR 110 4
GNT 76
GNR 17 24
GTR 22 8
NTR 11 12
GNTR 107 24

Se pide:

a) Sabiendo que las interacciones entre 2 o 3 factores en las que intervenga el factor
N no forman parte del modelo lineal asociado al diseno, estudiar la significacion de
los efectos principales y de las interacciones (nivel de significacién: 0,01).

b) Hallar tres estimaciones insesgadas de la varianza o? del disefio estocdsticamente
independientes.
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Capitulo 11

Analisis de Componentes de la
Varianza

11.1. Introduccion

En los disenios del capitulo anterior hemos supuesto que los efectos de los factores son fijos,
elegidos por el experimentador, y por este motivo se denominan modelos de efectos fijos.
Se trataba de investigar el efecto que producen algunos niveles fijados sobre la variable
respuesta. Sin embargo, en ciertas situaciones es necesario interpretar los efectos de los
factores como aleatorios. En estos disenos los niveles no se eligen, sino que se consideran
una muestra al azar. A los modelos relacionados con los efectos aleatorios se les denomina
modelos de efectos aleatorios.

En el caso de disenos con efectos fijos estamos interesados en estimar el efecto de los
diversos niveles sobre la respuesta. Por el contrario, en los disenos de efectos aleatorios
dicha estimacion no tiene sentido y buscaremos saber si el efecto existe y, si asi es, conocer
su efecto sobre la variabilidad con la estimacion de las varianzas asociadas. Por ello este
estudio se conoce con el nombre de Andlisis de Componentes de la Varianza.

También pueden presentarse efectos de ambos tipos en un mismo modelo: son los llamados
modelos miztos. Veamos como distinguirlos mediante ejemplos.

Un modelo de efectos fijos

Una experiencia agricola consistio en comparar la produccion de cuatro variedades de
maiz. Para ello, se plantaron las cuatro variedades en 40 parcelas idénticas, 10 por va-
riedad. Transcurrido el tiempo necesario se recolectd, estudidndose la variable “peso de
maiz por parcela”.

Un modelo adecuado para analizar esta experiencia es el de un factor
yijzﬂ+ai+6ij 2:1,2,3,4,j:1,2,,10

y;; es la observacién j del nivel 4, es decir, la produccién de la
parcela j de la variedad

it es la media general

«; es un parametro fijo y representa el efecto de la variedad ¢

€;; es el error aleatorio con distribucién N (0, o)
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La hipotesis de interés en este estudio es
H02a1:a2:a3:a4:0

es decir, no hay efecto variedad y las cuatro pueden considerarse homogéneas en cuanto
a la productividad.

Un modelo de efectos aleatorios

Para determinar el contenido en DNA de los hepatocitos de rata hemos tomado al azar
cinco ratas. De cada higado realizamos tres preparaciones y evaluamos con las técnicas
adecuadas la cantidad de DNA por célula.

Un modelo apropiado para estos datos seria también el de un factor
yij:u+Ai+eij i:1,2,...,5;j:172,3

pero la diferencia respecto al anterior estriba en que A; no es un parametro fijo sino el
efecto aleatorio de la rata ¢ que procede de una poblacién de ratas en la cual se supone
que la variable (cantidad DNA / célula hepatica) sigue una distribuciéon N(u,0,). La
distribucién de los A; es N(0,04) que se supone independiente de los errores €;; con
distribucién N (0, o).

La hipodtesis de interés en este caso es

Hy:0% =0

lo que equivale a afirmar que no hay variabilidad entre las distintas ratas de la poblacion
respecto la variable estudiada.

Un modelo mixto

Para un estudio sobre la ecologia de un lago se han elegido al azar cuatro tardes de verano
y se ha medido la variable temperatura a diferentes profundidades (0,1,2,3,4 y 5 metros).
Nuestro objetivo es examinar mediante los datos obtenidos si hay diferencias significativas
entre profundidades y dias.

El modelo adecuado en este caso es el de dos factores sin interaccion
yij:,u—i—ozi—i—Bj—I—eij 221,2,,6,]:172,3,4

Yi; es la temperatura a la profundidad ¢ en el dia j

i es la media general

a; es un parametro fijo y representa el efecto de la profundidad ¢
B, es el efecto aleatorio del dfa j y sigue una distribucién N (0, o)
€i; es el error aleatorio con distribucién N(0, o)

La hipétesis de que la temperatura no varia con la profundidad es
H():Oélz"':a6:0

mientras que la hipdtesis de que existe homogeneidad entre los diferentes dias del verano
es
Hy:0%=0
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11.2. Contraste de hipé6tesis

El tratamiento mediante Anélisis de la Varianza de disenos con efectos aleatorios es, en
general, muy similar al caso de efectos fijos en disenios balanceados, existiendo diferencias
solamente cuando existen interacciones. En disenos no balanceados el analisis es mucho
mas complejo.

11.2.1. Los test F

Para realizar los contrastes principales utilizaremos los test I adaptados a cada situacion
y que justificaremos en la seccion 11.3. La tabla 11.1 muestra los cuadrados medios
esperados y el cociente a efectuar para obtener la F' en disenos de uno y dos factores con
efectos fijos, aleatorios o mixtos. Por ejemplo, en el diseno de dos factores sin interaccién
se verifica

E[SCRg/(b—1)] = E(CMp) = ¢* + b%‘blzﬂ?

si los efectos son fijos y
E(CM3g) = 0? + aos,

si los efectos son aleatorios. Observemos que para este diseno y el de un factor, los cocientes
F son iguales tanto si se trata de efectos aleatorios como de efectos fijos.

Sin embargo, en el diseno de dos factores con interaccién, los cocientes F' difieren segiin
el modelo sea de efectos fijos, aleatorios o mixto:

a) El modelo de efectos fijos ya ha sido ampliamente tratado en la seccién 10.4.

b) Si los dos factores son aleatorios, los cocientes F' que deben calcularse para las
distintas hipdtesis son

L _ SCRu/(a—1)
Hy:0% =0 F = SR lla= D) =1)]
L ~ SCRg/(b—1)
Hj:0%=0 F = Ser, e - =1
Hioy—o  p=SCRlle 161

SCR/[ab(r — 1)]

En los dos primeros casos es necesario dividir por la interaccion para hallar la F'.
En efecto, si Hy es cierta 04 = 0y entonces SCR4 /(0 +7r0%5) y SCR;/(0% +ro’p)
siguen distribuciones ji-cuadrado independientes con a — 1y (a — 1)(b — 1) grados
de libertad respectivamente. Luego

_OM,

F—
CM;

sigue la distribucion F con a — 1y (a — 1)(b — 1) grados de libertad. Observemos
que el término desconocido 0?4 ro% desaparece. Podemos realizar consideraciones
andlogas para H) y Hj.
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EFECTOS F1JOS EFECTOS ALEATORIOS MIXTOS
(A fijo,B aleatorio)

suma de  cuadrados medios cuadrados medios cuadrados medios
cuadrados esperados F esperados F esperados F
SCR4 o+ 253 na?  CMa/CMg o2+ ngo? CM,/CMpg
un factor (np=n1=...=nyg)
SCR o2 o?
SCR4 o?+ -3 a? CM4/CMg o2 +bo? CMa/CMp o2+ 23 a? CM,/CMpg
dos factores SCRpg o+ =t Eﬁ? CMp/CMg o2+ bo% CMgp/CMg o%+ao% CMp/CMg
SCR o? o? o2
SCR A ol 4+ N a? CM4/CMp 0% +ro?g+bro} CM4/CM; 02+TU%B+ZWE:T&? CM4/CM;
dos factores SCRp o+ P Zﬂf CMp/CMg 0% +rodg +arcy CMgp/CM; % +arcy CMp/CMpg
r 2
con interaccién SCR; 0%+ (a_%% CM;/CMg o%+roig CM;/CMg % +ro?y CM;/CMpg
SCR 02 0'2 0.2



c) Si A es fijo y B es aleatorio, los cocientes I a efectuar son

SCR4/(a —1)

Horor=r=0a =0 = S0R /la— (o - 1)
o . SCRs/(b— 1)

Horon =0 F= SCR[ab(r — 1)

H(/)/:O_IQL‘B:O ja SCR]/[(CL—l)(b—l)]

SCR/[ab(r — 1)]

En este caso solamente el efecto principal de A debe ser dividido por la interaccion.
En efecto, si Hy es cierta a; = 04 = 1,...,a y entonces SCR4/(0? + ro%p) ¥y
SCR;/(0* 4 ro?) siguen distribuciones ji-cuadrado independientes. Al realizar el
cociente para obtener la F' desaparece el término o2 + ro? 5.

En cambio, para 0% = 0 (H|, cierta), tenemos que
SCRp/o? SCR;/(0? + 0%45) SCR/o?

siguen distribuciones ji-cuadrado independientes entre si con b — 1, (a — 1)(b — 1)
y ab(r — 1) g.l. respectivamente. Luego es necesario para obtener la F' realizar el
cociente entre CMp/0? y CMp/a? de modo que el término desconocido o desapa-
rezca. Observemos que dividiendo por la interaccién los términos o2 y 02 + 0% no
se anulan, imposibilitando el calculo de la F'.

Ejemplo 11.2.1

Se desea estudiar y comparar la accion de tres farmacos tranquilizantes A, B C en la con-
duccion de automoviles. La variable que sirvio de referencia fue el tiempo que un individuo
tarda en iniciar la frenada ante la puesta repentina en rojo de un semdforo. Se eligieron
8 hombres al azar y se sometio a cada hombre a los 3 tratamientos, en periodos sucesivos
y secuencias al azar, mediante el procedimiento del doble ciego (ni el médico ni el pacien-
te saben cual es el farmaco suministrado en un determinado momento). Los resultados
fueron, en milésimas de sequndo (cada dato es el promedio de varias observaciones):

1 2 3 4 5 6 7 8
A 548 619 641 846 517 876 602 628
Tratamiento B 519 776 678 858 493 741 719 595
C 637 818 701 855 618 849 731 687

Como hay tres tratamientos fijos y ocho individuos elegidos al azar de la poblacion, nos
encontramos ante un diserio mizto, donde el efecto individuo (efecto bloque) es aleatorio.
Las hipotesis a contemplar son

Hy:oqn =09 =03 (no hay efecto tratamiento)
Hy:0%=0 (no hay homogeneidad entre individuos)

donde 0% es la varianza del efecto individuo. La tabla del Andlisis de la Varianza es

Fuente de suma de cuadrados
Variacion cuadrados  g.l. medios F
Entre tratam. 27535,6 2 13767,79 5,15
Entre individuos — 258040,7 7 36862,95 13,78
Residuo 37451,1 14 2675,08

Total 3230274 23
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Para2 y14 g.l. F = 5,15 es significativa al nivel 0,025, aceptamos pues que hay diferencias
entre farmacos. Para 7 y 14 g.l. F' = 13,78 es significativa al nivel 0,005, aceptamos que
hay variabilidad entre individuos.

11.2.2. Estimacion de los componentes de la varianza

Una estimacién aproximada de las varianzas 0%, 0%, 0%, 045 se puede obtener igualan-
do los cuadrados medios con los cuadrados medios esperados y resolviendo el sistema
resultante. Por ejemplo, en el diseno de un factor tenemos

824—7108124 = CMA
o2 = CMg

y para el diseno de dos factores con interaccion

0% +rodp+broy = CMy
0% +ro4p +aroy = CMp
(/7\2 + 7"'6'\?43 = CM[
o2 = CMpg

Puede ocurrir que la estimacién puntual de un componente de la varianza resulte negativa.
En este caso aceptaremos que su valor es cero dado que la varianza es un parametro
estrictamente positivo.

Ejemplo 11.2.2

Para estimar la variabilidad entre individuos del ejemplo anterior, igualaremos los cua-
drados medios a sus valores esperados

36862,95 = o2+ 305
2675,08 = &2

de donde
/0\% = (36862,95 — 2675,08)/3 = 11395,96

El tiempo de frenado entre los individuos varia con una desviacion tipica estimada op =
106,75 milésimas de sequndo.

11.3. Comparacién entre modelos de efectos fijos y
modelos de efectos aleatorios

En esta seccion vamos a probar los principales resultados tedricos que desembocan en

los test I’ prescritos en cada caso para modelos sencillos, tanto de efectos fijos como de

efectos aleatorios . A los modelos de efectos fijos los denominaremos también modelos de
tipo I y a los de efectos aleatorios modelos de tipo II.
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11.3.1. Diseno de un factor con efectos fijos
Tal como se ha visto en la seccion 10.2, el modelo lineal que se adapta a este diseno es
Yij = Mi + €5
o0, reparametrizado,
Yij = [+ o + €55 t=1,...0k; g=1,...,n

con la restriccién Zle a; = 0. Las y;; son independientes y normales N(u;,0). Las €;
son independientes y normales N (0, o).

La descomposicion de la variabilidad viene dada por
w92 => =9+ (v —vi)’
i, i,j Y]

es decir
SCr = SC. +SCy

o también

SCRy = (SCRy — SCR) + SCR

conn—1, k—1yn—k grados de libertad respectivamente, siendo ny + - -+ 4+ n, = n.

Teorema 11.3.1

El valor esperado de la suma de cuadrados entre grupos es
k

E(SC.) = (k—1)0” + Y _ma?
i=1

luego

o (SCN L, &,
E(CMe)—E(k_1>—O' +m;nlal

Demostracion:
Por definicién SC, = 25, ni(yi. — §)2.
Del modelo y;; = 11 + o + €;; se obtiene
Y. :,Uz‘i‘Oéi—FEi.
Yy=pn+e.

ya que YF | a; = 0y en consecuencia a. = (1/k) S2F oy = 0.

Entonces

k
SCe = Z ni(ozi —+ €. — 6..)2

i=1

k k k

= Z nia? + Z nlef +ne +2 Z ;0065
i=1 i=1 i=1
k k
— 2e¢.. Z n;o; — 2€.. Z n;€;.
i=1 i=1
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pero

k k n;

€. n;€e;. = €. n; (— EU) = €.. €ij = NE.
- n
i=1 7j=1

,J

luego

ana —|—an ) +nB()
+ 227%041‘53(622) -2 (Z niai) E(e.)

—2n B(e?)
Recordando que las v.a. €;; son independientes y normales N (0, ) se verifica
€. ~ N(0,0/y/n;) €. ~ N(0,0/y/n)

Por ser centradas, la esperanza de su cuadrado coincide con la varianza, es decir

E(e2) = var(e;.) = :

)

E(e?) = var(e.) =

3|Qw§|q

y por tanto

2 2

o
ana +an } n——QnZ

= Zni&? + ko® + 0® — 207

i=1

k
=(k—1)0*+ Znia?
i=1

Teorema 11.3.2

El valor esperado de la suma de cuadrados dentro de los grupos es

E(SCy) = (n — k)o?

SCy 9
(CMa) (n—k) ’

y por lo tanto

Demostracion:

Teniendo en cuenta que SCy = SCR, este resultado es evidente y ya se probé en el teorema,
2.5.1 para un modelo lineal general. También se puede demostrar siguiendo un proceso
parecido al del teorema anterior. |
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Caso particular

Si el diseno es balanceado, es decir, igual nimero de réplicas por condicién experimental

(ny =+ =ng = ng), entonces de los teoremas 11.3.1 y 11.3.2 se deducen las férmulas
n ok
M,) = o2 0 2
E(CM,) =0+ - ;al
SCy 5
ECMy)=F|——— ] =
(EM) (k(no - 1)) ’

Inferencia en el modelo de un factor con efectos fijos

La hipotesis nula de mayor interés es

Ho:opy =g === i = p
o, utilizando el modelo alternativo,
HoiOéleCQI"':ak:O

Por el teorema 11.3.1, CM, es un estimador insesgado de o2 si Hj es cierta. Por el teorema
11.3.2 es siempre un estimador insesgado de o2, sea Hy cierta o no. Ademads, suponiendo
que €; ~ N (0, 0), se verifica el teorema 5.3.1 de la teorfa general del modelo lineal normal
(Teorema fundamental del Andlisis de la Varianza) como hemos visto en 10.3:

a) SCyf/o? ~ X2,

b) Si Hy es cierta, entonces CM, = SC./(k — 1) es otra estimacion insesgada de o2 y
ademas
SCe/0® ~ Xi1

c) Si Hy es cierta, el estadistico

- Sce/[UQ(k — 1)} _ CM@

F =St/ =) ~ OM,

sigue la distribuciéon F con k£ — 1 y n — k grados de libertad. La hipotesis Hy se
rechaza si el estadistico es significativo.
11.3.2. Diseno de un factor con efectos aleatorios
El modelo lineal que se adapta a este diseno es
Yij = P+ Ai + €5 1=1,....k; 7=1,....n
con las siguientes particularidades
1) E(A) =0, var(4;) =04 i=1,...,k
2) E(A;-Ay)=0 Yi#7
3) E(A;-€j)=0 Vi,j
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es decir, {A;} son variables aleatorias de media cero y varianza %, independientes entre
sl y de los errores {¢;; }. Luego

Var(yij) - Var(Ai) + Var(Gij)

2 _ 2 2
o, = 03 *+ ©

y por este motivo es apropiado denominar componentes de la varianza a 0% y o*.

Para su tratamiento clasico mediante Andlisis de la Varianza de un factor es necesario
ademas que

4) A; ~ N(0,04), €;; ~ N(0,0) y por lo tanto y;; ~ N(u, o)
5) el diseno sea balanceado ny = ng = --- = n, = ng

Este modelo de efectos aleatorios que hemos formulado y en general cualquier modelo
de efectos aleatorios, difiere de un modelo de efectos fijos en que bajo las asunciones
realizadas

a) Para un ¢ dado, todas las observaciones tienen igual esperanza
Elyy)=p+4; v

b) Para un i dado, las observaciones no son estocasticamente independientes entre si.

c) La variable Zle A; es aleatoria y puede tomar un valor distinto de cero.

Teorema 11.3.3

Para el diseno de un factor con efectos aleatorios el valor esperado de la suma de cuadrados
entre grupos es
E(SC.) = (k — 1)o* + no(k — 1)o7

luego
SC.

k—1

E@MQzE( >:£+mﬁ

Demostracion:
Por definicién SC, = no Y5 (i — 7).
Del modelo se obtiene
Yi = p+ Ai + 6
g=u+ A +e.
de donde

k
SCf:mijm%—A)+&i—aW

k k k

k
i=1 i=1 i=1 =1

k k
+ke® — 2. Z € +2 Z(AZ —A)(e —€.)
1 i=1

1=
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pero

k k n k n
1 & 1 2 1
E €. — E — €ij = — E E €ij = —k'n()E.. = ke..
n n n
i=1 i=1 0 j=1 0521 =1 0
Ya que
1 k  no
€. = — E E €ij
kno —
=1 j=1
Entonces

k k k
SCe = ng ZA? + kA% + Z e — ke* + QZ(Ai —A)(e. —e€)

i=1 i=1 =1

k

E(SC.) = no Y E(A}) = nokE(A?) +no Y E(e})

=1

—nokE(€2) + 2ng Z E[(A; — A)(e. —€.)]

Por las hipétesis del modelo se verifica

A ~N(0,04/VE) € ~N(0,0/\/g) €.~ N(0,0/\/kno)

Debido a que las variables aleatorias A;, A., €., €. son centradas, la esperanza de su
cuadrado coincide con su varianza, es decir,

E(A?) = var(4;) = 0%
E(A?) = var(A) = 0% /k
E(e?) = var(e;.) = 0% /ng
E(?) = var(e.) = 02 /(kno)

Ademas, al ser independientes las variables A; con las €;;

Por lo tanto
0’2 02
E(SC,) = noko? — nok—2 + nok— — nok
k Un

= nokoy — nooy + ko’ — o
= (k—1)0® +no(k — 1)0%

0.2

k‘no
2

Teorema 11.3.4

El valor esperado de la suma de cuadrados dentro de los grupos es

E(SCy) = k(ng — 1)o

E@M@:E(R%%B>:az

es decir
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Demostracion:

Por definicién SC, = 3% | > (Y — i)
Del modelo se obtiene
Yi = p+ A + €

Entonces

k  no
SCd = Z Z(Eij — 67;.)2

=1 j=1
k  no k  no k  no
_ 2 2
= E E €+ E €. — 2 E g €.€ij
=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1
k k ng
= 61] -+ 77/0 61- -2 €;. €ij
=1 j=1 =1 j=1
k
= E E 61] + ng E . 2 E €;.NoE;.
=1 j5=1 =1
B I Z
=1 j5=1

de manera que

E(SCy) = > ) E(c)) —m§:E

=1 j5=1
2
o
= kngo? — nok—
No
= knoo? — ko
= k(ny — 1)o? [

Inferencia en el modelo de un factor con efectos aleatorios

La hipédtesis de interés en este modelo es

Hy:0%=0
Recordemos que
k k
SCA = Ny Z(yl — Q)Q = Ny Z(Al + €. — A — 6.)2
i=1 i=1
SCR = ) (yiy— )’ =) (&5 —€)
.7 i,

siendo SC4 la suma de cuadrados entre grupos o suma de cuadrados del factor y SCR
la suma de cuadrados dentro de los grupos o suma de cuadrados residual, representadas
hasta ahora por SC, y SC, respectivamente. Recuérdese también que A. es una variable
aleatoria y en consecuencia susceptible de tomar un valor distinto de cero.
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Realizando el cambio g; = A; + ¢, obtenemos k v.a. independientes con distribucién
normal de media cero y varianza
2

var(g;) = var(4;) + var(e;.) = 0% + Z—O
Por el teorema de Fisher, la variable aleatoria
ksl/o?
se distribuye segin una ji-cuadrado con k — 1 g.l., es decir,
Yia(9i—9)°  modiii(9:-9)°  SCa )

0%+ Z—z T o+ 02 mgodt+o? Xk

Entonces
SCy = (neod +02)-xi,
E(CM,) = E (:’?Al) — o’ + o

A este resultado habiamos llegado también anteriormente por el teorema 11.3.3.

Por otra parte, SCR esta distribuida de idéntica forma que en los modelos de efectos fijos.
Los €;; desempefian el papel de las observaciones, con media cero y varianza 2. Luego

SCR = 0% X¥no_1)

E(CMg) = E (%) = o’

Para efectuar comparaciones falta demostrar que SC4 y SCR son independientes. Para
ello, basta probar la independencia entre A; +¢;, — A. —e.. y €;; —€;.. Tenemos que A; — A.
y € — €. son obviamente independientes. Si expresamos €;; = €. + (;. —€..) + (& — €;.),
utilizando otra vez la analogia con los modelos de efectos fijos, €;. —€.. pertenece al espacio
de las estimaciones y ¢€;; —¢€;. pertenece al espacio error, espacios que son ortogonales entre
si. Debido a la normalidad del modelo, sus vectores son independientes, luego SC 4 y SCR
son independientes. Entonces, si Hy es cierta, el estadistico

F— SCA/[O'Q(/{?—l)] . SCA/(kJ—l) o CMA
~ SCR/[02k(ng —1)]  SCR/[k(ng —1)] CMg

sigue la distribucién F' con k—1y k(ng—1) g.l.. La hipdtesis Hy se rechaza si el estadistico
es significativo.

Como resumen de lo expuesto en los apartados anteriores véase el cuadro 11.2. Obsérvese
que, si bien la hipétesis a contrastar del modelo I es formalmente distinta de la hipdtesis
del modelo II, se utiliza el mismo estadistico de contraste
CM 4
CMg

Una estimacién de los componentes de la varianza es

~ - CM,4 — CM
72 = CMp 0'124 — A R

F =

~ Fi_1 k(no—1)

U]

solucién obtenida resolviendo el sistema resultante de igualar los cuadrados medios con
los cuadrados medios esperados (ver seccién 11.2.2). Obsérvese que los estimadores 52 y
0% son siempre estimadores insesgados de los parametros o y 0% respectivamente.
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Esperanza del cuadrado medio

Fuente de cuadrados

variacion g.l. medios Modelo I Modelo IT
2

Tratamientos  k—1 CM4 =SCys/(k—1) o+ % o? +ngos

Error k(ng —1) CMpg = SCR/[k(ng — 1)] o? o?

Total nok — 1

Cuadro 11.2: Tabla comparativa para disenos de un factor con efectos fijos y efectos
aleatorios

11.3.3. Diseno de dos factores sin interacciéon con efectos fijos o
diseno en bloques al azar completos

Este diseno recibe también el nombre de bloques aleatorizados. Un desarrollo tipico para
este diseno, utilizando tres tratamientos en cuatro bloques, es el siguiente

Bloque 1 Bloque 2 Bloque 3 Bloque 4

t3 to tq t
151 ty to t3
123 l3 t3 to

Las letras t indican la asignacién aleatoria de los tratamientos en los bloques. Como
ejemplo véase el ejemplo 10.3.1.

Generalizando, consideremos el caso de a tratamientos en b bloques. La observacion y;;
indica la respuesta del i-ésimo tratamiento aplicado al j-ésimo bloque. Se supondra que
yi; (i=1,...,a; j=1,...,b) son valores de v.a. independientes con distribucién normal
de media y;; y varianza comun o?. Seran de utilidad también

y;. = media del i-ésimo tratamiento
y; = media del j-ésimo bloque
y.. = media general

El promedio de las medias poblacionales para el i-ésimo tratamiento esta definido por

1
Hi- = b Zuzj
j=1

Asimismo, el promedio de las medias poblacionales para el j-ésimo bloque estd definido

por
1 a

Hi= Z Hij
=1
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y el promedio de las ab medias poblacionales es

1 a b
Moo= %ZZMU

i=1 j=1

Si representamos por A al factor tratamiento y por B al factor bloque, las hipdtesis
lineales de interés son

HOB Do =l ==y = [
Si se cumple la primera hipétesis, el factor A no es significativo o, equivalentemente, no
existen diferencias significativas entre los tratamientos. También se dice que no hay efecto

fila. En el caso de que se cumpla la segunda hipoétesis, el factor B no es significativo, es
decir, no existen diferencias significativas entre los bloques; no hay efecto columna.

Cada observacion puede descomponerse en
Yij = Mij + €ij

donde ¢;; mide la desviacién del valor observado y;; frente la media poblacional p;;. La
forma mas comun de expresar esta ecuacién se obtiene al sustituir

pij = pt+ o + G
donde «; es el efecto del i-ésimo tratamiento y [3; el efecto del j-ésimo bloque. Se supone
que los efectos del tratamiento y del bloque son aditivos. Asi, el modelo es
Yij = B+ a; + B + €

Obsérvese que se asemeja al modelo de un criterio de clasificacién, pero con la adicion
del efecto bloque. Ahora la variacién se controla sisteméticamente en dos direcciones.

Si se imponen las restricciones naturales

a b
ai=0 ) B=0
i=1 j=1

entonces

b
1
M@ZgZ(M*’QH‘ﬁj):MﬂLO@

Jj=1
a

1
Mn‘:aZ(#JrOémLﬁj):MJrﬁj

i=1

Las hipotesis pueden ahora plantearse del siguiente modo
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En la seccion 10.3 se vio que la descomposicion fundamental de la suma de cuadrados
(descomposicién de la variabilidad) viene dada por

Do =9 = b (-9 +a) (y;—9)

1,J

+ Z(yij — i — Y5 +9)°
4,7

es decir
SCr = SCpr +SC¢ + SCR

donde SCr es la suma de cuadrados total, SCg la suma de cuadrados entre filas, SC¢ la
suma de cuadrados entre columnas y SCR la suma de cuadrados residual.

Teorema 11.3.5

El valor esperado de la suma de cuadrados entre filas es
E(SCr) = (a — 1)o* + bz o?
i=1

luego
b a
_ _ 2 2
E(CMp) = E(SCr/(a = 1)) = 0" + —— X;a
Demostracion:
Es andloga a la del teorema 11.3.1.

Teorema 11.3.6

El valor esperado de la suma de cuadrados entre columnas es
b
E(SCc) = (b—1)o* +a ) _f
j=1

luego

E(CM¢) = E(SCo/(b=1)) = 0>+ =5 3 5}

Demostracion:
Es andloga a la del teorema 11.3.1.

Teorema 11.3.7

El valor esperado de la suma de cuadrados residual es
E(SCR) = (a — 1)(b — 1)0?

luego
E(CMpg) = E(SCR/[(a = 1)(b - 1)]) = ¢

Demostracion:
Es andloga a la del teorema 11.3.2.
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Inferencia en el diseno de dos factores sin interaccién con efectos fijos

Una de las hipotesis a contrastar es

A
HO 20512062:"':&&:0

Por el teorema 11.3.5, CMp es un estimador insesgado de o2 si H{' es cierta. Por el

teorema 11.3.7, SCR es siempre un estimador insesgado de o2, tanto si H{' es cierta como
si no lo es. Ademas, suponiendo que €;; ~ N(0, 0), se verifica el teorema 5.3.1 de la teorfa
general del modelo lineal formal:

a) SCR/o? ~ X%afl)(bfl)

b) Si H{' es cierta, entonces CMp = SCp/(a — 1) es otra estimacién insesgada de o2 y

ademas
SCF/U2 ~ Xi—l

c¢) Si Hg' es cierta, el estadistico

o SCr/le*a=1)] _ CMy
~ SCR/[0%(a — )(b—1)] _ CMgp

sigue la distribucién F con a — 1y (a — 1)(b — 1) g.l.. La hipdtesis Hg' se rechaza
si el estadistico es significativo.

Otra hipdtesis a contrastar es

HY :Bi=pr="=0=0
Analogamente al caso anterior, el estadistico
SCC/[O'Q(b - 1)] . CMC

F

" SCR/[02(a—1)(b—1)] CMp

sigue la distribucién F con b — 1y (a — 1)(b — 1) g.l.. La hipétesis HP se rechaza si el
estadistico es significativo.

11.3.4. Diseno de dos factores sin interaccion con efectos alea-
torios

El modelo lineal que se adapta a este diseno es
ylj:,u—i—AZ%—Bj—i—em z:l,,a,]:L,b

siendo A;, Bj, €;; variables aleatorias normales independientes con media cero y varianzas

0%,0%,0° respectivamente. La descomposicién fundamental de la suma de cuadrados

(descomposicién de la variabilidad) viene dada por

Do =) = b -9 +a) (v —9)

i?j

+ Z(yij — Y — Y5 +7)°
]

es decir

SCr =SCp + SCC + SCR
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Teorema 11.3.8
El valor esperado de la suma de cuadrados entre filas es
E(SCr) = (a — 1)o* + b(a — 1)0%

luego
E(CMp) = E(SCr/(a — 1)) = 0% 4 bo?

Demostracion:

Es andloga a la del teorema 11.3.3.

Teorema 11.3.9

El valor esperado de la suma de cuadrados entre columnas es
E(SCeo) = (b—1)o* +a(b— 1)op

luego

E(CM¢) = E(SCc/(b—1)) = 6% + ao%

Demostracion:

Es andloga a la del teorema 11.3.3.

Teorema 11.3.10

El valor esperado de la suma de cuadrados residual es
E(SCR) = (a —1)(b — 1)0?

luego
B(CMg) = B(SCR/[(a — 1)(b— 1)) = o

Demostracion:
Es andloga a la del teorema 11.3.4.
Inferencia en el diseno de dos factores sin interaccién con efectos aleatorios
Las hipdtesis de interés en este modelo son
2 r. 2
Hy:04=0 Hy:05=0

Para contrastar la primera se utiliza el estadistico

p__ SCiflo*a-1)] _ CMy
- SCR/[02(a —1)(b—1)] CMg

que sigue bajo Hy la distribucién F con a — 1y (a — 1)(b — 1) g.l.. La hipétesis Hy se
rechaza si el estadistico es significativo.

De manera analoga, para contrastar la segunda hipdtesis se utiliza el estadistico

SCe/[0%(b — 1)] CMe

F = SR e Db —1)] ~ Oy
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Esperanza del cuadrado medio
Fuente de cuadrados
variacién g.l. medios Modelo I Modelo II
Entre filas a—1 CMp =SCr/(a—1) o*+ b Z ol o+ boj
F F a—1 i A
a
Entre col. b—1 CM¢e =SCe/(b—1) o+ ] Zﬁf o? + aoy,
SCR
E -Hb-1 CMp=—"—"— 2 2
rror (a—1)( ) S o o
Total ab—1

Cuadro 11.3: Tabla comparativa para disenios de dos factores con efectos aleatorios y sin
interacciéon

que sigue bajo H| la distribuciéon F' con b — 1y (a — 1)(b — 1) g.l.. La hipétesis H| se
rechaza si el estadistico es significativo.
A modo de resumen de lo expuesto en los apartados anteriores, véase el cuadro 11.3.

Las estimaciones insesgadas de las componentes de la varianza se obtienen igualando los
cuadrados medios a los cuadrados medios esperados y resolviendo el sistema de ecuaciones
resultante (ver seccién 11.2.2). Las soluciones en este caso son

(/7\2:CMR (/7\124: (CMF—CMR)/Z? 6’%: (CMc—CMR)/CL

verificandose
E(@*) =0 E(@3) =04 E@©0%) =0

11.3.5. Diseno de dos factores aleatorios con interaccion
El modelo lineal que se adapta a este diseno es

Yijk = H + Az + Bj -+ (AB)Z] + €ijk

1=1,...,a; g=1,...,b; k=1,...,r

siendo A;, B;, (AB); y €;ji variables aleatorias normales independientes con media cero
2

y varianza o%, 0%, 045 v 0° respectivamente.

En el cuadro 11.4 figuran las esperanzas de los cuadrados medios tanto para el modelo I
como para el modelo II, indicando por modelo I cuando los dos factores son fijos y por
modelo II cuando los dos factores son aleatorios. La demostracion de las formulas de estas
esperanzas se hace de forma analoga a la de los teoremas 11.3.5, 11.3.6 y 11.3.7 para el
modelo I, y 11.3.8, 11.3.9 y 11.3.10 para el modelo II.

Las hipdtesis a contrastar en el modelo II son

H: 0% =0 HP 0% =0 HP 0%, =0
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Para contrastar la primera se utiliza el estadistico

SCa/l(a —1)(0* + raip)] B SCa/(a—1) CM4

F = SCam/lla— 10— 1)(0® +r02,)] ~ SCan/la— Db —1) _ Chiag

que sigue bajo H§' la distribucién F con a — 1y (a — 1)(b— 1) g.l.. La hipétesis Hg' se
rechaza si el estadistico es significativo.
De manera analoga para contrastar la segunda hipotesis se utiliza el estadistico

SCp/[(b— 1)(0 + ro?p)] SCp/(b—1) CMp

k= SCag/[(a— D)(b—1)(02 +ro%,)] SCap/(a—1)(b—1) CMup

que sigue bajo HP la distribucién F con b—1y (a —1)(b—1) g.l..
En el contraste de las dos hipotesis anteriores se divide por el cuadrado medio de la

interaccién; en cambio, para contrastar la tercera hipotesis se divide por el cuadrado
medio del error, es decir, se utiliza el estadistico

o SCag/[(a —1)(b—1)0?] _ SCap/l(a—1)(b—1)]  CMap
SCR/[ab(r — 1)0?] SCR/[ab(r — 1)] CMg

que sigue bajo H{'P la distribucién F con (a—1)(b—1) y ab(r — 1) g.l.. La hipdtesis H{'B
se rechaza si el estadistico es significativo.

Las estimaciones insesgadas de las componentes de la varianza (ver seccién 11.2.2) son
02 = CMp E(6?) = o2
04 = (CMy — CMup)/(br)  E(@%) =03
0% = (CMp — CMug)/(ar) E(0%) = 0%,

8,2413 = (CMAB - CMR)/T E<8—1243> = 01243

11.3.6. Diseno de tres factores aleatorios y réplicas

La esperanza de los cuadrados medios se muestra en el cuadro 11.5. De tales esperanzas se
deduce que se pueden formar las razones F' apropiadas para contrastar las hipdtesis rela-
tivas a los componentes de la varianza de las interacciones. Sin embargo, para contrastar
las hipdtesis relativas a los efectos principales, es decir,

H:0 =0 HP:0%=0 Hf:02=0

no hay una razén F' apropiada a menos que uno o mas de los componentes de la varianza
de la interaccion de dos factores no sean significativos. Por ejemplo, supongamos que se
ha comprobado previamente la hipétesis Hy : 0%, = 0 y ha resultado no significativa.
Se puede afirmar entonces que el término %, puede excluirse de todas las esperanzas
de los cuadrados medios en las que intervenga. Si deseamos ahora contrastar la hipétesis
Hg‘ : 0124 = 0 es posible utilizar el estadistico F' = CM 4/CM 45.

En definitiva, si se desea contrastar las hipdtesis relativas a los efectos principales, ha-
bra que estudiar primero la significacién de los componentes de la varianza relativos a las
interacciones.
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Esperanza del cuadrado medio
Fuente de cuadrados
variacion g.l. medios Modelo I Modelo II
Entre filas a—1 CMy = Egi‘ %+ aTTbl Sai ot +roiy+brod
Entre col. b—1 CMp = i%’ 0% 4 & Zﬁf o? +roip +aroy
Interac. g CMyp = SC% ol + L30Ty o? +rogpg
Residuo  ab(r —1) CMpg = abs(gi) o? o2
Total abr — 1 xg=(a—1)(b—1)

Cuadro 11.4: Tabla comparativa para disenos de dos factores con efectos aleatorios y con

interaccion
Fuente de cuadrados Esperanza del cuadrado medio
variacién g.l. medios Modelo II
A a—1 CM4 02 + 1o’ o + crodg + bro?o + bera?
B b—1 CMp 02 + 10} e + crody + aroko + acroy,
C c—1 CM¢ 02 + 1o} g + brodo + arcke + abro?
AB (a—1)(b—1) CMap 02 +rodge + croip
AC (a—1)(c—1) CMac 02 +rodpe + brojo
BC (b—1)(c—1) CMpc 0 +rodpo + aroye
ABC (a—1)(b—1)(c—=1) CMagec o2 +rodse
Residuo abe(r — 1) CMpr o?
Total aber — 1

Cuadro 11.5: Tabla para disenos de tres factores con efectos aleatorios

11.3.7. Diseno anidado de dos factores aleatorios

En muchas situaciones experimentales los niveles o elementos observados de un factor
aleatorio no pueden ser los mismos para cada nivel del factor aleatorio principal. Por
ejemplo, cuando queremos estudiar algin resultado académico y el factor principal son
las diversas universidades, pero los resultados se observan en estudiantes de dichas uni-
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versidades como segundo factor aleatorio, entonces los estudiantes son necesariamente
distintos (ver figura 11.1). En estos casos no se pueden cruzar los factores y se debe
trabajar con los llamados disenios jerarquizados o disenos anidados.

Universidad 1 Universidad 2 ... Universidad a

T

estudiante F;—
estudiante Ejo—
estudiante Ej3——
estudiante Ey,, —
estudiante Fo;—
estudiante Fos—
estudiante Foz3——
estudiante Fy,, —
estudiante E,;
estudiante E,
estudiante E 3
estudiante E,,

Figura 11.1: Niveles en un ejemplo de diseno de clasificacion jerarquica

Como no hay cruces entre niveles de los factores, no puede haber interacciones y el modelo

es el siguiente
Yijk = i+ Ai + By + €iji
1=1,...,a; j=1,...,n; k=1,...,r

siendo Aj;, Bju), ¥ €, variables aleatorias normales independientes con media cero y
varianza 0%, 0% y o? respectivamente. Asf pues, la variabilidad de las observaciones es

2 _ 2 2 2
var(yyr) = 0, =0y +op+o

Observemos que hemos senalado los diversos niveles del segundo factor con el subindice
j(i) para mostrar la jerarquia del primer factor. Como siempre se ha tomado el mismo
nimero de réplicas r para cada situacién j(i). También podemos simplificar mucho el
modelo si decidimos tomar el mismo nimero de niveles del segundo factor de forma que
ny = --- =n, = b. En este caso, incluso podemos disponer los datos en una tabla de doble
entrada. Pero no nos dejemos enganar, los elementos del segundo factor son distintos.

La descomposicion fundamental de la suma de cuadrados es

Z(yijk —7)* = Z(yz —9)* + Z(?Ju —yi)? + Z(yijk — i)

i7j7k i7j7k i7j7k i7j7k“

=br Z(yijk — g+ Z Z(?ng —yi)* + Z(%’jk — ij.)?

7 1,9,k

lo que podemos escribir en la forma

SCr =SCy4 + SCB‘A + SCR

Ahora debemos hallar el valor esperado de cada una de las sumas de cuadrados. Tomando
las medias de las observaciones, tenemos

y=p+A + B +e.
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de modo que
yi. —y=A; — A + B.(i) — B.(.) + €. — €.

Si elevamos al cuadrado, sumamos para todos los n = abr datos y tomamos esperanzas,
resulta

E(SC4) = brE (Z(Ai — A.)Q) +brE (Z(B.(i) — B.(.))2> +brE (Z(ei.. - e...)2>

ya que las esperanzas de los dobles productos son cero porque las variables que intervienen
son independientes de media cero.

De manera que si dividimos por los grados de libertad a — 1 obtenemos
E(CM,) = E(SCyu/(a — 1)) = bro% +rog + o

ya que

Del mismo modo, podemos calcular la esperanza de la suma de cuadrados del factor
jerarquizado, ya que
Yij. — Yi. = Bjy — B.) + €ij. — €.
y resulta
E(CMpa) = roy, + o?

En la tabla 11.6 se resume la informacion relevante para el Anélisis de los Componentes
de la Varianza de este modelo.

Fuente de cuadrados  Esperanza del
variacion g.l. medios cuadrado medio
A a—1 CMy bro? +ro% + o
BJA a(b—1) CMpa roy + o
Residuo  ab(r —1) CMp o?

Total abr — 1

Cuadro 11.6: Tabla para el disenio anidado de dos factores con efectos aleatorios

A la vista de estos resultados, la hipétesis HS' : 04 = 0 se puede contrastar con el

estadistico CM4/CMp|a, ya que bajo la hipétesis, numerador y denominador tienen el
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mismo valor esperado. Del mismo modo, la hipétesis HP : 0% = 0 se puede contrastar
con el estadistico CMpj4/CMg.

En general estas hipotesis son rechazadas y las varianzas no son nulas. Entonces podemos
estimar su valor con la resolucién del sistema

CMy = bro +rog + o
CMB|A = 7’0’% —|—0'2
CMR = 02

de donde los estimadores insesgados propuestos son

11.3.8.

Resumen

Como hemos visto con los diversos modelos estudiados en esta seccion, el andlisis de
ambos tipos de modelos, de efectos fijos o de efectos aleatorios, presenta una base comun
con planteamientos y interpretaciones diferentes.

En resumen podemos destacar:

1. La formulaciéon del modelo es muy parecida, pero los efectos fijos que representan
la respuesta media son parametros a estimar, mientras que los efectos aleatorios
son variables aleatorias normales de media cero y varianzas a estimar. Esto significa

que:

Los efectos fijos son constantes y los efectos aleatorios son variables aleatorias.

Los efectos fijos influyen en la respuesta media, mientras que los efectos alea-
torios influyen en la variabilidad.

En los efectos aleatorios no tiene sentido imponer restricciones del tipo Y a; =
0.

Los niveles de un factor de efectos fijos se fijan arbitrariamente por el experi-
mentador, mientras que los niveles de un factor aleatorio son una muestra al
azar de una poblacién.

Para un factor de efectos fijos nuestro interés es estimar los parametros y
contrastar su nulidad. Para un factor de efectos aleatorios nos proponemos
estimar su varianza y contrastar si es nula.

2. La descomposicién de la varianza en sus fuentes de variabilidad, la tabla del Analisis
de la Varianza y los contrastes son muy similares para ambos tipos de modelos.
Especialmente cuando no hay interaccién, en cuyo caso los contrastes son idénticos.

Cuando hay interaccién, en lugar de comparar los cuadrados medios del factor
con los cuadrados medios del error, se compara con los cuadrados medios de la
interaccién.

Observemos que la tabla del Anélisis de la Varianza tiene formalmente la misma
apariencia, pero las esperanzas de los cuadrados medios son distintas (ver tabla
11.4).
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3. En un modelo de efectos aleatorios el objetivo es contrastar si los efectos existen,
a través de sus varianzas, y estimar dichas varianzas. No tiene sentido plantearse
contrastes multiples como en el caso de los efectos fijos.

Por 1ltimo, debemos advertir que en todos los problemas se precisa una diagnosis del
modelo a través de los residuos como se ha visto en la seccion 10.6.

11.4. Correlacion intraclasica

Sea el modelo de un factor con efectos aleatorios
yij:,u‘i‘Ai"—Eij izl,...,k;jzl,...7n0

donde var(A;) = 0%, var(e;;) = 0% Se llama correlacién intraclésica al coeficiente de
correlacién entre dos observaciones y;;, ¥;; de un mismo grupo <.

El coeficiente de correlacién intraclasica viene dado por

En efecto

cov(Yij: Yij)
Vvar(yi;)y/var (yiy)
Bl — Wiy — 1]
0% + o2
E(A? 4+ Aje;j + Aseiyr + €i5€i5)
0%+ o?
BE(A) _ oh

o4 +02 o4+o0?

pl(yija yij’)

La correlacién intracldsica nos expresa el porcentaje de la variabilidad entre grupos res-
pecto la variabilidad total y se utiliza para estudiar la dependencia entre los individuos
de un mismo grupo respecto a una variable observable Y. Por ejemplo, es utilizado en
Genética descomponiendo la variabilidad total JZ (varianza de la componente genética)
y 0% (varianza de la componente ambiental).

Estimacion y contraste de significacion
Una estimacién adecuada de py es
pr = max{0,r/}
siendo R
P F—-1
Zf\i —+ 82 F + ng — 1

rr =

donde F' = CM 4/CMg.

Para ver si r; es significativo hemos de plantear el contraste de la hipétesis Hy : py = 0
equivalente a Hy : 04 = 0 que se resuelve mediante An4lisis de la Varianza.

244



Ejemplo 11.4.1

En un estudio sobre los guisantes se tomaron 5 vainas, cada una de las cuales contenia 8
guisantes. Los pesos en centigramos fueron

1 44 41 42 40 48 46 46 42
43 46 48 42 50 45 45 49
33 34 37 39 32 35 37 41
56 52 50 51 54 52 49 52
36 37 38 40 40 41 44 44

VaINaQ

U= W DN

Los datos se asimilan a un diseno de un factor de efectos aleatorios. Las sumas de cua-
drados son (ng = 8)

SC, = 1176,1 con 4 g.l.
SCR = 273,9 con 35 g.l.
Yy entonces
CM 4
F= = 37,57
CMpg ’

El coeficiente de correlacion intraclasica es
pr = max{0,0,8205} = 0,8205

ya que

_ F—=1 3657
 F4+ng—1 4457
Realicemos el contraste de hipotesis para comprobar que es significativo. La hipdtesis
Hy : pr = 0 equivale a plantear el contraste Hy : 0% = 0, que se resuelve mediante
Andlisis de la Varianza. Como F = 37,57 con 4 y 35 g.l. es muy significativa, aceptamos
que es distinto de cero. La interpretacion en este caso es la siguiente: aproximadamente el
80 % de la variabilidad se explica por la componente genética, el resto es debido a factores
ambientales.

rr = 0,8205

11.5. Ejemplos con R

Empecemos con los datos del ejemplo 11.2.1. Observemos la definicién del factor aleatorio
con la instruccién is.random que se aplica a factores o data.frame.

> tiempo<-c(548,519,637,619,776,818,641,678,701,

+ 846,858,855,517,493,618,876,741,849, + 602,719,731,628,595,687)
> farmaco<-factor(rep(c("A","B","C"),8))

> indiv <- factor(rep(1:8, each=3))

> is.random(indiv) <- T

> frenada<-data.frame(tiempo,farmaco,indiv)

> rm(tiempo,farmaco,indiv)

> attach(frenada)

En este caso no hay interaccion entre el efecto individuo (bloque) y el efecto farmaco
(tratamiento). Por ello los estadisticos F' se calculan como en el Andlisis de la Varianza
con efectos fijos.
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> frenada.aov<-aov(tiempo~farmaco+indiv,data=frenada)
> summary (frenada.aov)
Df Sum of Sq Mean Sq F Value Pr(F)
farmaco 2 27535.6 13767.79 5.14669 0.02110964
indiv 7 258040.7 36862.95 13.78014 0.00002651
Residuals 14 37451.1 2675.08

La estimacion de las varianzas y los coeficientes del modelo se consigue con varcom:

> frenada.var<-varcomp(tiempo~farmaco+indiv,data=frenada)
> summary (frenada.var)
Call: varcomp(formula = tiempo ~ farmaco + indiv, data = frenada)
Variance Estimates:
Variance
indiv 11395.958
Residuals 2675.077 Method: minqueO

Coefficients:
(Intercept) farmacol farmaco2
689.6667 6.375 23.66667
Approximate Covariance Matrix of Coefficients:
(Intercept) farmacol farmaco2
(Intercept) 1535.956 0.000 0.000
farmacol 0.000 167.192 0.000
farmaco2 0.000 0.000 55.731

Con el ejemplo 11.4.1 procederemos de otra forma. En primer lugar, introducimos los
datos:

> peso<-c(44,41,42,40,48,46,46,42,

36,37,38,40,40,41,44,44)
vaina<-factor(rep(1:5, each=8))
estudio<-data.frame(peso,vaina)
rm(peso,vaina)

attach(estudio)

VvV V. V Vv + -

Pero ahora no hace falta definir el factor como de efectos aleatorios, ya que vamos a
utilizar la funcién raov, que supone que todos los factores son aleatorios.

> estudio.raov<-raov(peso~vaina,data=estudio)
> summary (estudio.raov)
Df Sum of Sq Mean Sq Est. Var.
vaina 4 1176.100 294.025 35.775
Residuals 35 273.875 7.825 7.825

Para validar estos modelos realizaremos los célculos y graficos de los residuos de forma
idéntica al caso de los factores fijos que hemos visto en el capitulo anterior.
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11.6. Ejercicios

Ejercicio 11.1

Eligiendo 4 tardes al azar del verano, se midi6 la temperatura de un lago a diferentes
profundidades con los siguientes resultados

Fecha
Profundidad (m) 1 2 3 4
0 938 240 340 248

22,6 22,4 22,9 232
222 221 22,1 22,2
21,2 21,8 21,0 21,2
184 19,3 19,0 1838
135 144 142 138

Uk W N+~

Determinar si son factores de efectos fijos o de efectos aleatorios y si hay diferencias entre
profundidades y entre fechas.

Ejercicio 11.2

Para valorar la variabilidad del contenido de zumo de una cierta variedad de limoén, se

tomaron 4 arboles al azar y se midi6 el contenido de zumo de 3 limones de cada arbol.

Esta observacién se hizo durante 5 dias, eligiendo fechas al azar. Los resultados fueron
3

(en cm?):

Arbol
Dia 1 2 3 4
24 26 26 28 20 27 28 18 21 27 24 20
18 25 19 21 24 23 27 19 17 25 23 22
16 21 15 24 20 21 22 25 24 29 27 27
21 24 22 23 20 26 24 24 23 20 21 27
23 24 28 27 21 28 26 25 27 25 27 28

Ol s W N~

Estudiar si existe variabilidad entre arboles, entre dias y entre las interacciones arboles
% dias.

Ejercicio 11.3

En una poblacion, de entre las mujeres que habian concebido tres hijos varones, se selec-
cionaron 5 al azar y se anoto el peso que registré cada hijo al nacer:

3,250 3,125 3,400
2,800 3,100 2,900
3,400 3,500 3,350
4,100 4,200 4,150
2,900 2,750 2,800

U= W N =

Calcular la correlacién intraclésica y estudiar si es significativa.

Ejercicio 11.4
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Se han obtenido réplicas de una variable observable y combinado dos factores A, B. El
numero de réplicas (“factor” R) por casilla es de tres. La descomposicién de la suma de
cuadrados es la siguiente:

Fuente variacion g.I. Suma cuadrados

A 3 420
B 1 143
AB 3 32
R 2 109
AR 6 197
BR 2 39
ABR 6 155

Utilizando el nivel de significacion 0,01, se pide:

a) Suponiendo A, B factores de efectos fijos, estudiar si son significativos. Hallar tres
estimaciones independientes de la varianza del diseno.

b) Suponiendo A, B factores de efectos aleatorios, estudiar si A y la interaccién A x B
son significativos.
Ejercicio 11.5
Consideremos de nuevo el enunciado del problema 10.4. Supongamos ahora que en el mo-
delo 10.27 las interacciones w;,. son nulas, A (ano) es de efectos aleatorios y B (genotipo)
es de efectos fijos. Estudiar si los efectos principales y las interacciones son significativas.

Ejercicio 11.6

Los resultados ¥, de un cierto experimento, donde:=1,...,p;j=1,...,¢;h=1,...,b
combinan dos factores X, Y, junto con un factor bloque B que no interacciona con X, Y.
En este experimento las réplicas son bloques y el modelo es

Yijk = 1+ X; + Y + Lij + By + €5
La tabla de suma de cuadrados es:

Fuente variacion g.l. Suma cuadrados

X 2 625
Y 3 1340
B 4 402
XY 6 227
XB 8 289
YB 12 310
XYB 24 528

Se pide:

a) Suponiendo los efectos fijos, estudiar la significacién de los efectos principales y la
interaccion (nivel 0,05). Hallar dos estimadores insesgados de la varianza del modelo.

b) Suponiendo todos los efectos aleatorios, y sabiendo que los valores esperados de los
cuadrados medios son:

E(CMy) = rqo% +ro; +o° E(CMy) = rpos +ro} + o
E(CM;) =rof+0®  E(CMg) =pgog +0°>  E(CMg) = o?
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Apéndice A

Matrices

A.1. Inversa generalizada

Para una matriz A (n x p), A~ se llama una g-inversa o inversa generalizada de A si
AATA=A

Una inversa generalizada siempre existe aunque en general no es unica.

Métodos de construcciéon

(1) Utilizando la descomposicién en valores singulares de la matriz A (n X p), tenemos
A = ULV'. Luego es sencillo comprobar que

A- =VL'U
define una g-inversa.

(2) Sirg(A) = r, una permutacién de las filas y columnas de A (n X p) nos permite
hallar una submatriz no singular A, (r x r). Entonces resulta que

_ A7l 0
(%)

(3) Si A (p X p) es no singular, entonces A~ = A~! y es tnica.

es una g-inversa.

(4) Si A (pxp) es simétrica de rg(A) = r, podemos escribir A = I'AI”, donde T" (p x 1)
es la matriz cuyas columnas son los vectores propios ortonormales correspondientes
a los vectores propios no nulos A = diag(\q,...,A,) de A. Entonces se comprueba
que
A" =TA'T"

Un caso especial de g-inversa es la llamada inversa de Moore-Penrose A* de A (n X p)
que verifica

AATA=A ATAAT=A"T ATA= (A*A)’ AAT = (AA*)’
La inversa de Moore-Penrose es tnica.
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A.2. Derivaciéon matricial

Definimos la derivada de f(X) con respecto a X n X p como la matriz

- (40

El célculo matricial de derivadas tiene, entre otras, las siguientes propiedades:

0a'x 0Ax
1. = — =A’
ax 0 Tox
ox'x ox' Ax ox'Ay
2. = 2 = A/ A — A
ox % ox (A7+ A)x, ox Y

A.3. DMatrices idempotentes

Una matriz P es idempotente si P2 = P. Una matriz simétrica e idempotente se llama

matriz proyeccion.

1. Si P es simétrica, entonces P es idempotente y rg(P) = r si y sélo si P tiene r

valores propios iguales a 1 y el resto son cero.
Demostracion:

Como P? = P, entonces Px = Ax con x # 0 implica que
Mx = Px = P’x = P(Px) = P(\x) = \(Px) = A\(Ax) = \x

de manera que A2 — A =06 A(A—1) =0.

Luego los valores propios de P son la unidad tantas veces como indica el rango y el

resto son cero, ya que la suma de los valores propios es el rango.

Reciprocamente, si los valores propios son 0 y 1, entonces podemos pensar sin

pérdida de generalidad que los primeros r son unos.

Asi, debe existir una matriz ortogonal T tal que P = TAT’ donde
I. O
(5 0)

P2 = TAT'TAT = TA’T = TAT =P

Luego

y rg(P) =7
2. Si P es una matriz proyeccién, entonces tr(P) = rg(P).

Demostracion:

Si rg(P) = r, entonces por el apartado anterior, P tiene r valores propios 1 y el

resto son cero. De aqui que tr(P) = r.
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3. Si P es idempotente, también I — P lo es.

Demostracion:

I-PP?=1-2P+P*=1-2P+P=1-P.

4. Las matrices proyeccién son semidefinidas positivas.

Demostracion:
x'Px = x'P*x = (Px)'(Px) > 0.

A.4. Matrices mal condicionadas

Un sistema determinado de ecuaciones lineales Bx = ¢ se dice que estd mal condicionado
(ill-conditioned) si pequenos errores o variaciones en los elementos de B y ¢ tienen un
gran efecto en la soluciéon exacta de x. Por ejemplo, la solucion exacta del sistema es
x = B7lc, pero si B estd cerca de la singularidad, es decir, pequefios cambios en sus
elementos pueden causar la singularidad, entonces el calculo de la inversa de B puede
provocar una gran diferencia con la solucién exacta.

En el caso de las ecuaciones normales la matriz B = X'X y el vector ¢ = XY contienen
errores de redondeo, fruto del calculo a partir de las matrices X y Y. Ademads, su almace-
namiento en el ordenador también puede tener inconvenientes de precisién. Esto significa
que si la matriz X estd mal condicionada, es decir, pequernos cambios en los elementos de
X pueden causar grandes cambios en (X’X)™! y en 8 = (X’X)"!X'Y, entonces cualquier
error en la formacién de X’X puede tener un efecto muy serio en la precisién y la estabi-
lidad de la solucion, que en este caso es la estimacion de los parametros. El problema de
la mala condicién es especialmente preocupante en la regresion polindémica (ver seccién
8.6).

Una medida de la mala condiciéon de una matriz de datos X es el numero de condicion
k[X] que se define como la razén entre el mayor y el menor valor singular no nulo de X.
Los valores singulares de X son las raices cuadradas positivas de los valores propios de la
matriz X'X. Entre las propiedades méas notorias de x[X] tenemos que

K[XX] = (s[X])*

Por la definicién £ > 1, por tanto X'X siempre estd peor condicionada que X. Luego,
a no ser que k[X] sea un valor moderado, es mejor no calcular X’X en los métodos de
computacion de las soluciones (ver capitulo 11 de Seber[65]).

En la practica, es muy comin que una variable regresora esté altamente correlacionada
con una combinacion lineal de las otras variables regresoras, de forma que las columnas
de X estaran muy proximas a ser linealmente dependientes. Asi X'X estara cerca de la
singularidad (o serd singular), el menor valor propio serd pequeno y x[X] serd grande (ver
seccién 8.5).
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Apéndice B

Proyecciones ortogonales

B.1. Descomposicién ortogonal de vectores

1. Dado 2, un subespacio vectorial de E,, (un espacio euclideo n-dimensional), todo
vector y puede expresarse de forma tinica comoy = u+v, dondeu € Qy v € Q.

Demostracion:

Supongamos que hubiera dos descomposiciones y = u; + vi = us + vo, entonces
(u; —uy) + (vi —v3) = 0. Como u; —uy € Q, vi — vy € O y QNQL = {0}, resulta
que u; —u; =0y vy — vy =0, es decir, u; =uy y vi = vo.

2. Si la descomposicién adopta la forma y = Poy + (I — Pg)y, la matriz Pg es tnica.
Demostracion:
Si fueran dos las matrices P; ¢ = 1,2, entonces, como u es Unico para cada y,

resulta que (P; — Py)y = 0 para todo y. Luego P; — Py = O.

3. La matriz Pg puede expresarse en la forma Pg = T'T’, donde las columnas de T
forman una base ortonormal de (2.

Demostracion:
Sea T = (au,...,a,), donde a,...,a, es una base ortonormal de Q y r es su
dimension. Podemos extender esta base hasta obtener una base ortonormal de todo
E,, digamos o, ..., ., 041, . .., . Entonces
n T n
y = g o = g o+ E oy =u-+vVv
i=1 i=1 i=r+1

donde u € Q y v € Q. Pero ajav; = §;; de forma que ay = ¢; y podemos escribir

T

u= ch-ai = Z(agy)ai =(ay,...,o)(a)y,...,aly) =TTy
=1

i=1
y por el apartado anterior P = T'T".

4. Pg es simétrica e idempotente.
Demostracion:

Dado que P = TT’ es obviamente simétrica y

P2 = TT'TT = TL,T = TT = Pq
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. El subespacio generado por las columnas de Pg es (Pg) = Q.

Demostracion:

Es evidente que (Pg) C Q, ya que Pg es la proyeccién sobre €. Reciprocamente si
x € (), entonces x = Pox € (Pg). Luego los dos subespacios son el mismo.

. I, — Pg, representa la proyeccién ortogonal sobre Q.

Demostracion:

A partir de la igualdad y = Pqy + (I, — Pq)y tenemos que v = (I, — Pq)y. Los
resultados anteriores se obtienen intercambiando los papeles de  y Q.

. Si P es una matriz cuadrada e idempotente, entonces P representa la proyeccién
ortogonal sobre (P).

Demostracion:

Sea y = Py + (I, — P)y. Entonces (Py)' (I, — P)y = y/(P — P?)y = 0, de manera
que la descomposicion da las componentes ortogonales de y. El resultado se obtiene
al aplicar la propiedad B.1.5.

. Si Q = (X), entonces

P, = X(X'X)~X/

donde (X'X)~ es una inversa generalizada de X'X, es decir, si B = X'X, entonces
BB B = B.

Demostracion:

Las ecuaciones normales X’ X3 = XY se pueden escribir como BB = ¢, sic = X'Y.
Entonces 3 = B~ c es una solucion de dichas ecuaciones normales ya que

B3 =B(B ¢)=BB B3=Bg=c.
Por otra parte, si escribimos 0= XB, tenemos Y = 6 + (Y — @) donde
0'(Y-0) = BX(Y-XB)
= B(X'Y -X'XB)=0
Luego Y = 0 + (Y — 6) es una descomposicién ortogonal de Y tal que 6 € (X)

y (Y — 5) 1 (X). Como 0 =XB8=XBc= X(X'X)~X"Y tenemos que Pg =
X(X'X)~X' por la unicidad demostrada en (2).

. Cuando las columnas de la matriz X son linealmente independientes y el rg(X) es
méximo, resulta que Pg = X(X'X)'X".

Demostracion:

Cuando el rg(X) es maximo, la matriz cuadrada X’X es inversible.

253



B.2. Proyecciones en subespacios

1. Dado w C 2, entonces PoP, = P ,Pqg = P,.
Demostracion:

Como w C 2y w = (P,) (por el punto B.1.5), tenemos que la proyeccién sobre (2
de las columnas de P, son las propias columnas, es decir, PP, = P,,. El resultado
completo se deduce porque Pg y P, son matrices simétricas.

2. Po—P,=P,_.ng.
Demostracion:

Consideremos la descomposicién Poy = P,y + (Pq — P,)y. Como Poy y P,y
pertenecen a € resulta que (P — P,)y € €. Asi la ecuacién anterior presenta la
descomposicién ortogonal de 2 en w y wtNQ ya que P, (Po—P,) = O (por B.2.1).

3. Si A, es una matriz tal que w = ker(A,) N, entonces wt NQ = (PoA’).
Demostracion:

En primer lugar, observamos que

wtNQ = {QNker(A,)}NQ
= {9 +(AD)}nQ

va que (2 N Q)™ = Qf + Q5 v [ker(AL)]*F = (AL).
Si x € {QF + (AL)} N Q, entonces

x = Pox = Po{(I, — Po)a + A8} = PoA B € (PoA)).

Reciprocamente, si x € (PoAl), entonces x € (Pg) = 2. También para cualquier
z € w, resulta X'z = 3 A, Pqz = 3'A,z = 0, es decir, x € w'. Luego x € wt N .

4. Si A, (gxn) tiene rg(A.,) = ¢, entonces rg(PqA’) = ¢ si y sélo si (A})NQ+ = {0}.
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Apéndice C

Estadistica multivariante

C.1. Esperanza, varianza y covarianza

1. Sean X e Y vectores aleatorios no necesariamente de la misma longitud.

Definimos la matriz

cov(X,Y) = (cov(X;,Y;))

y si X =Y escribimos var(X) = cov(X, X). Entonces se verifican las siguientes
propiedades:

(a) Siaesun vector constante de la misma dimensién que X, var(a+X) = var(X).
(b) Si A € R, entonces var(AX) = A\?var(X).

(c) Si A y B son matrices de constantes,
cov(AX,BY) = Acov(X,Y)B’
(d) Para cualquier vector aleatorio X,Y, U,V y todo escalar a,b,c,d € R,

cov(aX +bY,cU+dV) =
accov(X, U) + ad cov(X, V) + bccov(Y,U) + bd cov(Y, V)

2. Sea Y un vector aleatorio con esperanza E(Y) = p y matriz de varianzas y cova-
rianzas var(Y) = V, entonces

E(Y'AY) = tr(AV) + ' Ap

donde A es una matriz constante.
Demostracion:

Es evidente que
Y — pu)A(Y —pu) =Y'AY — /AY —-Y'Ap + p'A
% p % p+ ' Ap
de modo que

B(OY — pYA(Y — ) = E(Y'AY)— WAE(Y) — E(Y)Ap + ' Ap
= E(Y'AY) - p'Ap
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Por otra parte, sabemos que, para dos matrices C y D, la traza del producto verifica
tr(CD) = tr(DC) = Y _ ¢y
i,
y por eso

t(AV) = Y acov(¥},Y;) = ZaijE((lfj = 1) (Yi = 1))

= b <Z(Yi — pi)ag (Y — w)) = E((Y — u)A(Y — p))

con lo que obtenemos el resultado enunciado.

C.2. Normal multivariante

1. Cuando Y ~ N, (s, X), se verifica:
(a) (Y =)= (Y — ) ~ xi
(b) Para cualquier matriz C constante, CY ~ N, (Cu, CEC’).

(c) Si consideramos una particién del vector Y en dos vectores Y1y Yo, éstos son
independientes ssi cov(Yy,Ys) = O.

2. Sea Y ~ N, (p,0%I). Sean U = AY, V = BY dos vectores aleatorios combinacién
de Y y sea A, la matriz formada por las filas de A linealmente independientes. Si
cov(U, V) = O, entonces

(a) A.,Y es independiente de V'V.
(b) U'U y V'V son independientes.

3. Supongamos que Q; ~ X2y Qy ~ X%, conr > 5. SiQ = Q) — Qs y Q2 son
independientes, entonces Q ~ x2_..
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