UNIDAD IV: LA PARABOLA.

4.1. Caracterizacion geomeétrica.

4.1.1. La parabola como lugar geométrico.

Es el lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo llamado
foco y de una recta llamada directriz.

4.1.2. Elementos asociados con una parabola

4.1.3. Formas de trazo a partir de la definicion.

Iaduort:ctuo

directriz

D = Directrizx=-poy=-p

F = Foco (p, 0)

AF = Eje focal, o eje de la parabola.

V = Vértice, punto donde la parabola corta al eje focal.

LR = Ancho focal, lado recto de la parabola, es el parametro principal, su longitud es
cuatro veces la distancia del vértice al foco; es el segmento perpendicular al eje de
la parabola que pasa por el foco.

p = Distancia del vértice al foco p = AV = VF.

P = Punto cualesquiera de la curva con coordenadas (X, Y).

4.2. Ecuaciones ordinarias de la parabola.

4.2.1. Pardbolas horizontales y verticales con centro en el origen.

e Obtencion de los elementos a partir de la ecuacion.
e Obtencion de la ecuacion a partir de los elementos.

Para deducir la ecuacion de la parabola, hacemos coincidir la figura con los ejes
coordenados, el vértice V con el origen O y el eje focal sobre el eje X.
P(x, y) es un punto cualquiera de la parabola.

PF = PQ (1) por definicion de parabola.
PF = (x — p)* + (y — 0)? aplicando la relacién de la distancia entre dos puntos.

PQ = QM + MP = p + x por construccion.



(X-p)>+y? =x+p sustituyendo en (1).

(x — p)> + y> = (x + p)® elevando al cuadrado ambos miembros desarrollando y
simplificando:

X2 — 2px + p® + y? = x> + 2px + p?

X2 —2px + p>+y? - X2 - 2px - p° =0

y?> —4px =0

y? = 4px Ecuacion de la parabola con vértice en el origen. Eje focal horizontal sobre el

eje x como p > 0 la parabola esta abierta a la derecha, en su forma candnica.
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y? = 4px Ecuacién de la parébola con vértice en el origen. Eje focal horizontal sobre el eje
x como p > 0 la pardbola esta abierta a la derecha en su forma candnica
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y? = - 4px Ecuacién de la parabola con vértice en el origen. Eje focal horizontal sobre el
eje x, como p < 0 la parabola esta abierta a la izquierda en su forma candnica.



L. R. = 4p F(0.p)
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x? = 4py Ecuacién de la parébola con vértice en el origen. Eje focal vertical sobre el eje y,
como p > 0 la parabola esta abierta hacia arriba en su forma canénica.
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x? = - 4py Ecuacién de la parabola con vértice en el origen. Eje focal vertical sobre el eje
y, como p < 0 la parabola esta abierta hacia abajo en su forma candnica.

Conclusion: x? o y? nos indican si la parabola es horizontal o vertical; si es x° es vertical y
si es y? es horizontal. El signo de p sefiala hacia donde esta abierta la parébola; si es
positiva arriba o a la derecha; si es negativa, abajo o a la izquierda.

El segmento que une dos puntos de la pardbola se llama cuerda de ella y le son
perpendiculares; por ello se dice que la pardbola es simétrica con respecto a su eje.

El ancho focal es igual a 4p.

La condicién caracteristica que identifica a la parabola con respecto a las otras curvas
(circunferencia, elipse e hipérbola) es que alguno de los coeficientes de x? o y* es nulo, en
cuyo caso se trata de una parabola o el conjunto vacio. Ademas, en algunos casos tendra
el termino Bxy.

Ejemplos:

1.- De la parabola y? = 8x obtener las coordenadas del foco, del vértice de los extremos
del lado recto y su longitud, la ecuacién de la directriz; Bosqueja la gréfica
correspondiente.

Resolucion:

La ecuacion y? = 8x es de la forma y? = 4px por lo tanto es horizontal con vértice en el
origen se abre a la derecha; ademas laL.l.r.4p=8 p=2 F (p,0) F (@2, 0y
V (0,0).

Las coordenadas de los extremos del lado recto: L (p, ¥2l.l.r.) y R (p, - %2 L.L.r)
L(2,4)yR(2 -4)

Ecuacién de la directriz: x =-p X=-2



F(2.0]

2.- Encuentra la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y foco en F (0, 4), traza
la grafica.

Solucién: Como el foco es F (0, 4) entonces p = 4 y la ecuacion de la parébola es x? = 4py
por lo tanto la ecuacién es x? = 4(4) y x? = 16y.
La l.l.r. = 16; la ecuacion de la directriz:y = - p y=-4.

Ejercicios:
F (3,0)
F(-4,0)
F (O, - 3)



3.- Una parabola tiene su veértice en el origen, su eje a lo largo del eje x y pasa por el

punto (- 3, 6).Encuentra la ecuacion.

Se traza la grafica para determinar hacia donde abre, vemos que abre a la izquierda por lo
tanto la ecuacién es de la forma y® = - 4px. Para determinar el valor de 4p se sustituyen

las coordenadas del punto dado, y se obtiene:

(6)°=-4p (-3)
36 =12p
p=36/12=3
p=3

F(-3,0)
LlLr.=4p=12

Ecuacién de ladirectrizx=p> x=3
Ecuacion de la parabola: y? = - 12x

Ejercicios:

Pasa por (2, 4) eje x.
Pasa por (3, - 4), eje y.
Pasa por (2, 4) eje y.

Encuentra la ecuacion de la parabola con vértice en el origen cuya directriz es x + 4 = 0,

graficala.

Solucién: Como la ecuacion de la directriz es x = - 4, entonces p = 4 y la ecuacién es y?

4px por lo tanto la coordenada del foco es: F (4, 0) y la l.l.r. = 16.

Ejercicios:
Ecuacioén de la directrizy -4 =0
Ecuacién de la directrizx -8 =0

Ecuacion de la directrizy + 12 =0

Encuentra la ecuacion de la parabola cuya l.l.r. es 16 y se abre hacia la derecha.

Solucién: Como la ecuacién abre a la derecha
la ecuacion es y? = 4px

LlLr.=4p=16 p=4 F (4, 0)
V (0,0) Ec.Dir.x=-4 L (4,8) R (4, -8).
Ejercicios:

L.L.r. = 8 abre hacia arriba.
L.L.r. = 12 abre hacia la izquierda.
L.L.r. = 20 abre hacia abajo.

4.2.2. Parabolas horizontales y verticales con centro fuera del origen.
e Obtencion de los elementos a partir de la ecuacion.



e Obtencion de la ecuacion a partir de los elementos.

Consideremos ahora una parabola de vértice en el punto (h, k) de eje paralelo al eje x y
cuyo foco esta a una distancia p del vértice y a la derecha de él. La directriz paralela al eje
y a una distancia 2p a la izquierda del foco, la ecuacién sera:

(y-k)>=4p(x—-h) F(h+p, k) Ec.Dir. x=h-p.

Directriz
*x=h-p

Otras expresiones son:

Parabola de eje paralelo al eje x foco a la izquierda del vértice, Ec. de la Dir. paralela al
eje y a la derecha del foco, la ecuacion sera:

(y - K)? = - 4p(x = h) F(h-p, k) Ec.Dir. x=h+p.
b )I b b b b b b b b \?\ b b b
LR.=4p
pip

Directriz
x=htp

Parabola de eje paralelo al eje y foco arriba del vértice, Ec. de la Dir. paralela al eje x
abajo del foco, la ecuacion sera:

(x - h)? = 4p(y — k) F(h,k+p) Ec.Dir. y=k-p.
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Directriz

Pardbola de eje paralelo al eje y foco abajo del vértice, Ec. de la Dir. paralela al eje x
arriba del foco, la ecuacién sera:

(x - h)?> = - 4p(y — k) F(h,k-p) Ec.Dir. y=k+p.
1
¥ I-
y=k+p L : Directriz
p
1y[h.K]
k

Ejemplos:
1.- Hallar la ecuacion de la parabola de vértice V(3, 2) y foco F(5, 2).

Solucioén:
Como el vértice es V (3, 2) y foco F (5, 2) entonces p=5 -3 =2, y la ecuacion es:

(y — k)?= 4p (x — h) sustituyendo obtenemos: V(-2,3)yF(1,3)
(Y —2)*=4(2) (x~-3) V (-2,4) yF (-2, 6)
y?—4y + 4 = 8x — 24 Trae. V (2,5)yF (2, 3)

y?—4y —8x+28=0
LlLr.=4p=4(2)=8
Ec.Dir.x=3-2=1

2.- Hallar la ecuacion de la parabola de F (6, -2) y directriz x — 2 = 0.



Solucién: Por definicion sabemos que la distancia del vértice al foco es la misma que la
del vértice a la ecuacion de la directriz, por lo tanto obtenemos:
F (4, 6) y directrizy =2

(\/(x—6)2+(y+2)2 = x—2)2
(x=6)?+(y+2)?%=(x-2)°
x> —12X+36+ y> +4x+4=Xx*—4x+4 F (2,5) ydirectrizy—-9=0
X? —12x+36+ y> +4x+4— x> +4x-4=0
y>+4y-8x+36=0
Trab. F (3, 2) y directrizx -4 =0

3.- Hallar la ecuacion de la parabola de vértice el punto V (2, 3), de eje paralelo al de
coordenadas y que pase por el punto P (4, 5).

Solucioén:
Como el vértice es V (2, 3), y el eje es el eje y pasa por P (4, 5), la paradbola abre hacia
arriba por lo tanto su férmula es:

(x — h)?= 4p (y — k) sustituyendo obtenemos: V (3,-1) ejeyP (6, 10)
(4-2)>=4p (5-3) Trab. V(-2,-3)ejey P (- 4, - 8)
(2*=4p (2

4 =8p

p=0.5 entonces:

(x — 2)?= 4(0.5) (y — 3)
X2 —4x +4=2 (y - 3)
X —4x+4=2y—-6

X>—4x—2y+10=0

4.3. Ecuacion general de la parabola.

4.3.1. Conversién de la forma ordinaria a la forma general.
4.3.2. Conversion de la forma general a la forma ordinaria.

4.-Dada la ecuacion y? - 6x + 8y + 4 = 0, hallar las coordenadas del vértice y del foco, y la
ecuacion de la directriz.

Solucién:

Sumando y restando términos para completar un cuadrado se tiene:

y? + 8y = 6x - 4

y>+8y +16=6x—4+ 16

(y +4)* = 6(x + 2)

V(-2,-4LlLr.=4p=6  p=1.5. Luego el foco es el punto de coordenadas F (- 0.5, -4) y
la ecuacién de la directrizes x =- 3.5

y? -4y +6x—-8=0
x> —4x + 6y +13=0

5.- Encuentra la ecuacion de la parabola con V(4, -2), I.L.r. = 8 y abre a la derecha.



LLr=4p=8

p=2 F(h+p,k) Ec.Dir.x=h-p
F (6, -2) Ec. Dir. x=2

(y + k)? = 4p(x - h)

(y +2)* = 4(2)(x - 4)

y2 + 4y + 4 = 8x — 32

V2 +4y—8x+4+32=0

Yy +4y-8x+36=0

V(1, 2), l.L.r. = 8 y abre hacia abajo.
V (-2, - 1), L.L.r. = 16 y abre hacia la izquierda.

6.- Encuentra la ecuacion de la parabola con vértice V (3, - 2) y extremos de la l.l.r. L (- 2,
0.5 yR (8, 0.5).

Solucion: Se traza la grafica para determinar hacia donde abre, vemos que abre hacia
arriba. A partir de los extremos de la i.e. se obtiene: L.l.r. =10 = 4p p = 2.5
sustituyendo en la ecuacién obtenemos:

<x—m§4pw—w

(x —3)*=4(2.5) (y — (- 2))

X“—6x+9=10(y + 2)

x? —6x + 9 =10y + 20

x> —6x—10y-11=0

Ejercicios:
V(2,1)yextremosdelallr.L(-1,-5yR(-1,7)

V(-3,-4)yextremosdelallr.L(-7,-6)yR (1, - 6)

7.- Hallar la ecuacién de la parabola de eje paralelo al de coordenadas x y que pase por
los puntos (-2, 1), (1, 2) y (-1, 3)

Solucion: Sustituyendo estos puntos en la ecuacion general de la parabola tenemos:

y?+Dx+Ey+F=0 2D-E=5
2(04)-E=5
(1)’+D(-2)+E(1)+F=0 E=-5+08
2D+E+F=-1 E=-42
(2?+D(1)+E@)+F=0 D+2E+F=-4
D+2E+F=-4 (0.4) +2(-4.2) +F=-4
F=-4-0.4+84
(3?+D(-1)+E@)+F=0 F=4

-D+3E+F=-9

V2 +04x—4.2y+4=0
2D+E+F=-1
D+2E+F=-4
-D+3E+F=-9

(4,5), (-2,11) Y (-4, 21) eje y.
2D+E+F=-1



(D+2E+F=-4)-1

2D+E+F=-1 Trab. (-2,3), (-2, 1) Y (10,9)  ejey.
-D-2E-F= 4
3D-E =3

D+2E+F=-4
((-D+3E+F=-9)-1
D+2E+F=-4

D-3E- F= 9

2D -E =5
(-3D-E =3)-1

2D-E=5

3D+E=-3
5D =2

D=2/5=04



