[image: image67.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

AxDxQxRx

=+


PAGE  
[image: image68.wmf]i

c


1
[image: image69.wmf](

)

(

)

1

QxCx

m

=



POLINOMIOS

· Definición: Función Polinómica.

· Función Polinómica f es toda función de dominio el conjunto de los números reales, tal que la imagen de cada número real x es: 
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· Definición: Polinomio.

· Polinomio de variable real x, es toda expresión de la forma:
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· OBSERVACIONES:

· Se puede decir que el polinomio P(x) es el medio para calcular el número f(x).

-
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se denominan coeficientes del polinomio.

-
el subíndice i de 
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indica que 
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es el coeficiente de 
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(i es un natural que varía entre 0 y n)

· Ejemplo:
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· Definición: Llamaremos VALOR NUMÉRICO de un polinomio P(x) con respecto a un número real ( al número que so obtiene luego  de efectuar operaciones en P(x) cuando se sustituye la variable x por (. (notaremos P(()).

· Ejemplo:
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· Definición: Raíz de P(x).
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· En el ejemplo anterior observamos que P(1) = 0, por lo tanto x = 1 es raíz de P(x).

· Definición: Grado de un polinomio.

El grado de 
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, es el mayor i natural tal que 
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Notación: 
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· Ejemplo:
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· Definición: Polinomio Nulo.

                                                           
[image: image15.wmf](

)

 es el Polinomio Nulo 0,

i

xaii

q

Û="Î

¥


· No existe el grado del polinomio nulo.

· El polinomio nulo admite infinitas raíces.

· Definición: Polinomios Idénticos.
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· Es decir, dos polinomios son idénticos si, tienen igual grado, y además los coeficientes de los términos del mismo grado sean iguales.

· Observación: 

· Si dos polinomios son idénticos, sus valores numéricos son iguales para cualquier x real.

· OPERACIONES CON POLINOMIOS.

· Definición: SUMA DE POLINOMIOS:
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· S(x) por su forma es un polinomio cuyos coeficientes son los reales 
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. Esto significa que cada coeficiente del polinomio S(x) se obtiene sumando los coeficientes de los términos semejantes, es decir, los términos de igual grado.

· Definición: Polinomios opuestos.
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 , el polinomio opuesto de P(x) es 
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. Notación: el polinomio opuesto de P(x) lo notaremos –P(x).

· Definición: Diferencia de Polinomios:

Dados los polinomios P(x) y Q(x), 
[image: image21.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

.

DxPxQxDxQxPx

=-Û+=

 Al polinomio D(x) lo llamamos diferencia entre P(x) y Q(x) y – es la sustracción entre polinomios.

· Definición: PRODUCTO DE POLINOMIOS:

Dados los polinomios 
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, el producto A(x).B(x) es 
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· Algunas consecuencias:
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· Definición: DIVISIÓN ENTERA

· Definición: División Entera.
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- Nota: Admitiremos el esquema de división: 

· Observaciones:

1) El cociente y el resto de una división son únicos.

2) En el caso en que 
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decimos: 

- D(x) divide a A(x).

- A(x) es divisible por D(x).

- A(x) es múltiplo de D(x).

- La división A(x) por D(x) es exacta.

3) 
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· División por (x - ()
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- Sea un polinomio P(x) dividido por (x - (). Es decir 
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· El grado del polinomio cociente es la diferencia entre los grados de los polinomios dividendo y divisor. Llamando n al grado del polinomio dividendo tenemos que
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· El coeficiente principal de Q(x) es igual al coeficiente principal de A(x) pues surge de dividir este último por 1, ya que, en esta división, 1 es el coeficiente principal del divisor.

Esquematizando: 

.

· Esquema de Ruffini.

· Muchas veces para resolver determinados problemas es útil un algoritmo conocido como “Esquema de Ruffini
”

Hallaremos el cociente y resto de dividir 
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· ¿Cómo usar el esquema de Ruffini cuando el divisor es 
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Tratemos de transformar este problema, en uno ya visto.
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 Con lo cual realizamos una “nueva” división:
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- Hallemos el cociente y resto de dividir 
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· LEY DEL RESTO

El resto de dividir un polinomio A(x) por x-( es el número A(().
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· Observación:

· TEOREMA DE DESCARTES

La condición necesaria y suficiente para que P(x) sea divisible por x - ( es que, ( sea raíz de P(x).
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Notas:

· El dato S(x) es divisible por x-( nos indica que el resto de la división es cero.

· Esta propiedad relaciona la división con las raíces de un polinomio.

· TEOREMA
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Es decir, si P(x) es divisible por D(x): 

· las raíces de P(x) son raíces del divisor o del cociente.

· las raíces del divisor y del cociente son raíces de P(x).

·  TEOREMA  DE DESCOMPOSICIÓN FACTORIAL

Todo polinomio de grado 
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, con k raíces reales y distintas dos a dos 
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£

, puede expresarse como el producto de k binomios de la forma “x – raíz” multiplicado por un polinomio de grado n-k.

Para comprender mejor la demostración, haremos la misma para un polinomio de tercer grado, teniendo en cuenta que la misma es análoga para un polinomio de grado n.
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Observaciones:
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2) Un polinomio de grado “n” no tiene más de n raíces reales diferentes.

- Notemos que las propiedades anteriores, excluyen la posibilidad de que algunas raíces sean iguales. Para contemplar esta posibilidad, definimos orden de multiplicidad de una raíz (raíz múltiple).

· Definición: 

Sea P(x) no nulo. El natural m es el orden de multiplicidad de la raíz ( en P(x)
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· TEOREMA  De Identidad de Polinomios

Sean dos polinomios A(x) y B(x). Si los valores numéricos A(() y B(() son iguales para cualquier real (, se tiene que A(x) es idéntico a B(x).

· RAÍCES DE UN POLINOMIO

· Raíces particulares de un polinomio.

· 0 es raíz de un polinomio si y sólo si el término independiente es cero.

· 1 es raíz de un polinomio sí y sólo si la suma de los coeficientes es cero.

· -1 es raíz de un polinomio sí y sólo si la suma de los coeficientes de los términos de grado par es igual a la suma de los coeficientes de los términos de grado impar.

· Raíces comunes:

· Definición: Combinación lineal de polinomios:

Sean P(x) y Q(x) polinomios, a y b números reales cualesquiera. Al polinomio L(x) = a.P(x) + b.Q(x) le llamamos combinación lineal de P(x) y Q(x).

· Observaciones:
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2)     


( es raíz de P(x)

( es raíz de D(x)

· RELACIONES ENTRE COEFICIENTES Y RAÍCES.

· POLINOMIO DE PRIMER GRADO:
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· POLINOMIO DE SEGUNDO GRADO:
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· POLINOMIO DE TERCER GRADO:
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· Casos que se reducen a ecuaciones de segundo grado.

· Polinomios Ciclotónicos.
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· Polinomios Simétricos.

Un polinomio es simétrico si y sólo si los coeficientes de los términos “equidistantes” de los extremos, son iguales:
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(!) En todo polinomio simétrico se cumple que:

· No admiten la raíz 0.

· -1 es raíz, si el grado es impar.

· Si admite raíz (, también la raíz 1/(.

· Si es de grado impar, al dividirlo por (x+1), obtenemos un polinomio simétrico.

- Raíces de polinomios simétricos de 4º grado.
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Para hallar las posibles reales de un po

linomio simetrico de 4º grado: Sx, resol

vemos

la ecuacion: 01. Transformemos (1) en un

a ecuacion que nos permita saber cual es

 

axbxcxbxa

axbxcxbxa

=++++

++++=

222

22

2

2

el 

cambio de variable conveniente.

Como (1) no admite raiz 0, tenemos que: 

0, por lo tanto, 0

11

0(2). Si en esta ultima expresion, efec

baba

xaxbxcaxbxc

xx

xx

axbxc

x

x

æö

++++=++++=Þ

ç÷

èø

æöæö

++++=

ç÷ç÷

èøèø

(

)

(

)

222

2

2

1

tuamos el cambio de variable: , 

1

nos queda 2, entonces realizando la sust

ituyendo en (2) obtenemos: 20, que orden

ando

segun :203. Esta ecuacion admite, a lo s

umo, d

xz

x

zxazbzc

x

zazbzca

+=

-=+-++=

++-=

(

)

(

)

12

22

111

22

222

os raices reales distintas: .

1

Entonces, "deshaciendo" el cambio de var

iable efectuado: 1104

1

1105.

zyz

xzxzxxzx

x

yxzxzxxzx

x

+=Þ+=Û-+=

+=Þ+=Û-+=


Cada una de las ecuaciones (4) y (5) admiten, a lo sumo dos raíces reales distintas, que son las raíces de la ecuación (1).

Por lo tanto:
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· Polinomios Hemisimétricos: 

Un polinomio es hemisimétrico si y solo si, los coeficientes de los términos “equidistantes” de los extremos son opuestos.

Observaciones: 1) No admiten la raíz 0. 2) 1 es raíz, si el grado es impar. 3) Si admite la raíz (, también admite la raíz 1/(.

                          4) Si el grado es impar, al dividirlo por (x-1) obtenemos un polinomio simétrico.

Repartido Practico 4 – Matemática 5º H – POLINOMIOS
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1) Sean Px249531, calcular:

21

P1,1,0,,1,42,2,,1,0.

32

2) a) Dado P38, hallar  sabiendo que P16

.

) Dado Q431129, hallar a sabiendo 

xxxyQxxxx

PPPPQQQQ

xxmxxm

bxxaxax

=--+=---+

æöæö
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ç÷ç÷

èøèø

=+-+=

=+-+--
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)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

32

2

que Q21

) Dado H226, hallar a y b sabiendo que H

-111 y que el valor numerico de H

    para x=2 es -28.

3) Dado P13.

) Discutir segun  el grado de Px.

) Determinar un posible 

cxxaxbx

xaxbx

aayb

b

=

=-+-+=

=++-

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

 para que x=3 sea raiz de Px.

3) Sea Fx.

) Determinar , sabiendo que F02,132.

1

)¿ es raiz de F?

2

) Calcular F13.) Representar graficament

e Fx e indicar su si

ayb

axbxc

iabycFyesraizdeFx

iix

iiiFiv

=++

=--=--

-
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(

)

(

)

(

)

(

)

4322232

2

gno.

13

4) Dados: Ax2321,2,31223

22

Calcular: i) Ax))..):

5) En cada caso hallar el valor de  sabi

endo que:

i) Ax52 es divisi

xxxxBxxxCxxxyDxxxx

BxCxiiAxCxDxiiiAxBxCxDxivAxDx

k

kxx

=-++-=-=-+=++-

++-+-

=-+
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)

(
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(
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(
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32

223

3

ble por x-1.)242 es divisible por x+2

)34 es divisible por x-1.    vi) Cx31221

 es un polinomio de primer grado.

v) Zx31221 admite raiz -1.vi)Lx3

iiBxkxkxxk

iiiJxkxkxkxkxk

kxkxkk

=-+-+

=--=-+++-

=-+++-=-

(

)

(

)

(
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3

1221toma el valor 24 para x=-2.

xkxk

+++-
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6) Aplicando el esquema de Ruffini, hall

ar cociente y resto de:

1

)751:)8431:1)2582:23

2

7)Dado P325, determinar  para que Px div

idido por x+2 tenga resto 

axxxbxxxxcxxxx

xxxaxa

æö

-++-+----++

ç÷

èø

=++-

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

32

1.

8)Dado P24, determinar m para que Px sea

 divisible por x-2.

9)Dado P23, determinar   y para que Px d

ividido por x-3 tenga resto 54 y dividid

o 

   por x+2 tenga resto -11.

10)Dado 

xxxm

xxaxbxab

=++

=++-

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

32

432

P25, determinar  para que Px tenga raiz 

-1 y que dividido por x+2 tenga resto

   igual al termino independiente de Px.

11)Dado P232, determinar  para que Px di

vidido por

xxxaxbayb

xxaxbxxayb

=-++

=-+-+

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

 x-1 de resto 2 y para que el

   cociente de esa division dividido ent

re x-2 tenga resto 22.

12) Se sabe qie Px es divisible por x-2 

y que Px dividido por x+3 da resto -5. C

alcular el resto de dividir P

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

x

     por x-2x+3.

13) Px dividido por x+1 da resto 4, Px d

ividido por x+2 da resto 1 y Px dividido

 por x-2 da resto -2.

    Calcular el resto de dividir Px por 

122. 

xxx

++-
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14) Hallar m, n, a, b y c tal que: 342.

15)Dado Px25. Hallar  y  para que Px sea

 divisible por 1.

16) Dado Px9124. Hallar  y  para que Px 

xmxxnxaxbxcxx

xxxaxbabxx

xxaxxbab

++++=++-+

=-+++++

=--++

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

32

32

2

sea un cuadrado perfecto de coef. princi

pal positivo.

17) Hallar m, n, p y q sabiendo que: 357

1111

18) Hallar Ax de tercer grado si se sabe

 que -12.0ademas -1627.

xxxmxnxpxq

AAyAxAxxx

--+=-+-+-+

=-=+-
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19) Hallar todas las raices de Px3612510

, sabiendo que una raiz es igual a la su

ma de las otras dos.

20) Resolver 21890 si se sabe que dos de

 las raices son opuestas.

21) Hallar todas

xxx

xxx

=--+=

--+=

(

)

(

)

32

32

32

 las raices de Px2520, sabiendo que el p

roducto de dos de sus raices es -1.

22) Resolver 16+76-225=0, sabiendo que u

na raiz es igual al producto de las otra

s dos.

23) Dado Px=6+11 -6

xxx

xx

xxx

=---=

-

(

)

(

)

32

32

. Resolver Px0 si las raices estan en pr

ogresion aritmetica.

24) Resuelve y halla  en: 420, si el pro

ducto de dos de sus raices es -1.

25) Dado Px89. i) Hallar  para que una d

e la

axxxa

xxxaa

=

+++=

=-++

(

)

32

32

s raices sea el doble de la otra, con , 

y para ese 

     valor de , resuelve Px0.

1

26) Resuelve: 105x+37x400.

15

10

27) Resuelve: 21+97300..

21

28) Hallar todas las raices d

a

a

xasi

xaxxsi

ab

ab

Î

=

-+=+=-

--==-

¢

(
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(
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(
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(
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(

)

(
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(
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(
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(

)

3232

43232

432

e Ax y Bx sabiendo que tienen raices com

unes.

a) Ax5827181516896

b) Ax9199206760

29) Dado P21233396. 

a) Calcular las raices independient

xxxyBxxxx

xxxxyBxxxx

xmxmxmxmxm

=+--=+--
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=+-+-+---
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(
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(
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(
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(
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(

)

3322332

32

es del parametro m.

b) Calcular m para que la suma de las ra

ices sea 0.

30) Dado Px36927. Hallar la raiz indepen

diente del parametro (R.I.P).

31) Dado Px25211171.

axaxaaxaaa

mxmxmxm

=++----

=---+--+
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(

)

(
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(
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4424224

322

 Investigar la existencia de R.I.P. m.

32) Px313712338. Investigar la existenci

a de R.I.P. m.

33) Resolver: 32320; sabiendo que tiene 

una raiz independiente 

mmxmmxmmm

xmaxmmaxma

=+-++-+---

-+++-=

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

423222

3222

de m, siendo a un real conocido.

34) Resolver: 3310310610310330, sabiendo

 que admite dos R.I.P.

35) Dado Px2252210.

i) Investigar la existencia de R.I.P. 

mxmmxmmxmmxm

xxaaxaa

a

-+++++-+++=

=-++--+-

(

)

(

)

(

)

(

)

22

32

.

ii) Determinar  para que P(x) sea divisi

ble por x.

iii) Para el valor hallado en b), resuel

ve P(x)=0.

36) Dado P(x)=12557101.

a) Investigar la existencia de R.I.P. m.

b) Hallar m pa

aa

mxmxmxm

+

-+-----+

(

)

(

)

(

)

32

ra que las tres raices  de Px sean reale

s.

37) Dado P(x)=42224.

a) Investigar la existencia de R.I.P. .

b) Resuelve P(x)=0.

c) Hallar  para que la suma de las raice

s valga 4. 

xaxaxa

a

a

-+++-

38) Sea M(x) un polinomio de cuarto grado cuyo gráfico es el siguiente: 


39) H(x) es un polinomio de tercer grado tal que su bosquejo gráfico es el siguiente:


Repartido Practico 5 – Matemática 5º H – POLINOMIOS- Ecuaciones e inecuaciones
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1) Resuelve las siguientes inecuaciones:

a) 530)7656)870)45270)90

151214107

)20)0)0))
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2) Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) 13360)9540)43790)144414120

)6538560)152823028150)2355320

)3101030

xxbxxcxxdxxxx

exxxxfxxxxgxxxxx

hxxx
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3) Resuelve las siguientes inecuaciones:

323

1

436

a)0)0)0

653131

425

xxx

x

xxxx

bc

xxxx

xxx



[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

+-+

-++

+á£³

----+

-+

4232

4232

42

34

653

))0)0

1113107

11

xxxx

xxxxx

def

xxxxx

xx


4) a) Sea una función Polinómica f(x) de tercer grado y su bosquejo gráfico es el siguiente:



5) a) Determinar f(x) de tercer grado sabiendo que f(x) dividido entre x+2 da resto 15 y su gráfico es el siguiente:


6) a) Determinar un polinomio A(x) de tercer grado cuyo bosquejo gráfico se adjunta.


7) a) Hallar P(x) de tercer grado cuyo bosquejo gráfico se adjunta.


A(x)     D(x)            (   � EMBED Equation.DSMT4  ���


R(x)       Q(x)








P(x)     x-(





R(x)       Q(x)








A(x)     D(x)





R(x)       Q(x)








                     


                        ( A(x) = (x - ().Q(x) + r





 SUMAR





 MULTIPLICAR





A(x)     x + n/m





 r            C(x)








Por lo tanto: 


1) Como m.Q(x) = C(x), para hallar los coeficientes de Q(x), basta con dividir cada uno de los � EMBED Equation.DSMT4  ���por m.   � EMBED Equation.DSMT4  ���


2) El resto de esta nueva división, es el resto de dividir A(x) por mx+n


       A(x)      mx+n


           r         � EMBED Equation.DSMT4  ���.C(x) 








P(x)     D(x)





R(x)       Q(x)











( ( es raíz de R(x)





-4            -2             3        5





                           -120





i) Determinar M(x).


ii) Resolver: M(x) > 0








                              30





   (        -3     -2               3


 


                       -48





i) Determinar H(x).


ii) Resuelve: H(x) = 0 y H(x) ( 0


iii) ¿El resto de dividir H(x) por x+3 es 30?    


      Justifica











         -2


    -3     -1            1


                    -4





i) Determinar f(x).


ii) Resuelve f(x) ( 0.


iii) Responde V o F. Justifica.


a) f(x) dividido por x+2 da resto -4.


b) f(x) es divisible por x-3.





                                                                                                         


                          9











  -3                        (                 3





b) Resolver en � EMBED Equation.DSMT4  ���.


c) Responde V o F. Justifica.


i) f(x) es divisible por x-3.


ii) El resto de dividir f(x) por x es 0.


iii) La imagen de -3 es igual a f(3). 





                  


                       12


                    5





                            1          2





b) Resuelve: � EMBED Equation.DSMT4  ���


c) Responde V o F. Justifica.


i) El resto de dividir A(x) por (x-1) es 5.


ii) A(x) es divisible por x-12.


iii) A(x) es divisible por � EMBED Equation.DSMT4  ���





                           5

















         -2                        1              3


 


                           -1





b) Indica el signo de P(x).


c) Resuelve: � EMBED Equation.DSMT4  ���.


d) Resuelve: P(x) = -1








� Paolo Ruffini (1765-1822)- Matemático Italiano. 
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