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Tema

Funciones trigonométricas

Va a aparecer aqui una nueva familia de funciones reales de variable real: las funciones
trigonométricas. Existen varias formas de introducir estas funciones, ninguna de las cuales es
del todo facil. El método que vamos a seguir es laborioso, no es el mds efectivo o elegante, pero
a cambio es el mds elemental e intuitivo, pues la definicién de las funciones seno y coseno se
basa en las nociones de seno y coseno de un dngulo, que suponemos conocidas aunque sélo las
usaremos a titulo orientativo.

Necesitamos trabajar en R?, el plano real, que ya apareci6 al considerar la grifica de una
funcidn real de variable real. Empezamos definiendo la distancia euclidea entre dos puntos del
plano y comprobando sus propiedades bdsicas, entre las que destaca la desigualdad triangular.
Acto seguido consideramos curvas en el plano y, cuando ello es posible, definimos la longitud
de una curva. Esto permite “medir” la longitud de un arco de circunferencia, lo que equivale a
medir un 4ngulo en radianes, y dar una definicién del nimero 7.

Usando la longitud de un arco de circunferencia podemos obtener facilmente la funcién
arco coseno, cuya inversa es la funcion coseno, definida de momento sélo en el intervalo [0, Tt].
A partir de ella se define la funcién seno en el mismo intervalo y ambas se extienden facilmente
para obtener funciones definidas en todo R, cuyas propiedades bésicas, como la continuidad,
iremos estudiando.

Finalmente definimos el resto de las funciones trigonométricas y sus inversas, haciendo
un estudio preliminar de las mismas. Habremos completado asi la gama de funciones reales
de variable real que manejaremos en el estudio del cdlculo diferencial e integral, para obtener
ejemplos y aplicaciones de los principales resultados.

4.1. Distancia euclidea en el plano

Consideremos el conjunto R? =R xR = {(x,y) : x,y € R} cuyos elementos se interpretan
geométricamente como los puntos de un plano en el que hemos fijado ejes cartesianos, de forma
que cada par ordenado (x,y) € R? se identifica con el punto de abscisa x y ordenada y. Por ello
es costumbre referirse a R? como el plano real, o simplemente el plano.

40



4. Funciones trigonométricas 41

La definicién de la distancia euclidea en R? resulta obvia si queremos que se verifique el
Teorema de Pitdgoras. Dados o, B € R?, o, = (x1,y1) y B = (x2,y), con x1,y1,x2,y2 € R, la
distancia euclidea, o simplemente la distancia, de o a 3 es, por definicién, el nimero real no
negativo d (o, B) dado por

d(0,B) = [(x2—x1)>+ (2 —y1)?]"/?

Veamos las tres propiedades bésicas de la distancia euclidea que vamos a necesitar:

» Para o, B € R?, se tiene: d(a,p) =0 <= o=

= d(o,B)=d(p,0) Va.,BeR?

w d(o,03) <d(og,0n)+d(0n,03) Yor,o,o3 € R?
Las dos primeras propiedades son evidentes. La tercera se conoce como desigualdad triangular,
por su clara interpretacion geométrica: la longitud de un lado de un tridngulo es menor o igual
que la suma de las longitudes de los otros dos lados. Para demostrarla, pongamos o = (X, yi),

con xy,y; € R parak = 1,2,3y, para simplificar la notacioén, pongamos a = x; —x1, b =y> —yy,
u=Xx3—xyv=y3—Yy. Setiene entonces claramente

d(og,03)? = (a4 u)>+ (b+v)? = a® + b* + u> +v* +2(au+ bv)
<P+ B +12 42+ 2 (au+bv)? + (av — bu)?]
=+ D+ u? V2 +2(a+ b)) VPP )2
= d(o,00)> +d(0n,03)> +2d(0t, 0)d (0, 003)
= [d(ocl,ocz)+d(oc2,oc3)}2

de donde se deduce la desigualdad buscada. |

Veamos dos estimaciones de la distancia euclidea que resultan ttiles con mucha frecuencia.
Su comprobacién es evidente:

= Para cualesquiera o.= (x1,y1) € R? y B = (x2,y2) € R?, se tiene:

max {[x2 —x1 |, [y2 —y1|} < d(a,B) < |x2 —x1]+ [y2 =1

4.2. Longitud de una curva plana

Llamaremos curva plana, o simplemente curva a toda aplicacién y: [a,b] — R?, definida en
un intervalo cerrado y acotado [a,b] C R (entenderemos siempre que a < b), que tenga la forma

V() = ((9(t),w(r)) Vi€ lab] (1)

donde ¢,y : [a,b] — R son funciones continuas en |a,b].
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Esta definicion tiene una interpretacion fisica bastante obvia: podemos pensar en un movil
que durante el intervalo de tiempo [a,b] realiza un determinado movimiento en el plano, de
forma que su posicion en cada instante 7 € [a,b] es el punto Y(z). Por ello, resulta natural decir
que el punto y(a) es el origen de la curva Yy que el punto y(b) es el extremo de y. También se
comprende claramente por qué exigimos que las funciones ¢ y W sean continuas en [a,b]. En
Fisica suele decirse que la igualdad (1) es la ecuacion del movimiento que, también por razones
obvias, suele escribirse en la forma

x=0(1), y=w() (a<r<b)

En Matemdticas, la palabra “curva” puede tener significados diferentes segun el contexto. Es
frecuente llamar curva plana en forma paramétrica a lo que aqui hemos llamado simplemente
curva plana.

Es importante distinguir claramente entre la curva ¥, una aplicacién con valores en R?, y la
imagen de dicha aplicacion, esto es, el conjunto

v([a.b]) = {x(t) : 1 € [a,b]} CR?

que es el conjunto que dibujamos para visualizar graficamente la curva, aunque evidentemente
hay muchos aspectos de la curva que no se reflejan adecuadamente en dicho conjunto. En la
interpretacion fisica, este conjunto es la trayectoria descrita por el mévil y es evidente que
movimientos muy diferentes pueden recorrer la misma trayectoria.

Veamos algunos ejemplos sencillos de curvas. Dada una funcién f : [a,b] — R que sea
continua en [a, b], podemos considerar la curva y: [a,b] — R? definida por

Y(t) = (t,f(t)) Vi€ [a,b]

que evidentemente cumple

Y(la,b]) = {(t,f(1)) : t € [a,b]} = Grf

es decir, la imagen de la curva 7y coincide con la gréfica de la funcién f. Para las curvas de este
tipo se dice a veces que vienen dadas en forma explicita, pues toda la informacién necesaria
para definir la curva se resume en la ecuacién y = f(x) paraa < x < b.

Para ver otro ejemplo, dados dos puntos o = (x1,y1) € R? y B = (x2,y2) € R?, podemos
considerar la curva 6 : [0, 1] — R? definida por

o(t) = ((L=1)xi+1tx2, (1 —1)y1 +1y2) Vi€ [0,1]

Por razones obvias, pero con un claro abuso de lenguaje, suele decirse que G es el segmento
de origen o, y extremo B. Usando la estructura de espacio vectorial de R? podemos escribir
simplemente 6(f) = (1 —¢)a+¢P para todo ¢ € [0, 1].

Como motivacion para definir la longitud de una curva es natural pensar que la longitud del
segmento recién definido debe ser la distancia d(c, B), pero también estd claro que, en general,
la longitud de una curva : [a,b] — R? puede ser mucho mayor que la distancia d(Y(a),¥(b)).
Dicho de forma intuitiva, lo que haremos para definir la longitud de una curva serd intentar
aproximarla por “poligonales.”
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Llamaremos particién de un intervalo cerrado y acotado [a,b], a todo subconjunto finito de
[a,b] que contenga a los extremos a y b, y denotaremos por F|a,b] al conjunto de todas las
particiones del intervalo [a,b], que salvo en el caso trivial a = b es un conjunto infinito. Los
puntos de una particiéon se numeran siempre de menor a mayor; mds concretamente, si para
P € F([a,b)), escribimos P = {fo,11,...,1,} se sobreentiende que a =ty < 1] < ... <f, =b.
Para resaltar este convenio podemos también escribir P={a =1y <t} < ... < t, = b}.

Pues bien, dada una curva y: [a,h] — R? y una particion P = {a =ty <t; < ... < t, = b}
del intervalo [a, D], escribiremos

AP = Y () ¥(e)
k=1

Intuitivamente, los puntos Y(;), para j = 0,1,...,n, son los vértices de una poligonal o una
cadena de segmentos, y A(y,P) se interpreta como la “longitud” de dicha poligonal, suma de
las “longitudes” de los segmentos que la forman. Claramente, la longitud de la curva v, que
queremos definir, debe ser mayor o igual que A(, P) para toda particién P € F[a,b]. Cuando el
conjunto {A(y,P) : P € Fla,b]} no estd mayorado, podemos pensar que la curva 7y tiene longitud
“infinita”, cosa que tiene poca utilidad. Pero cuando dicho conjunto estd acotado, la longitud
de y debe ser un mayorante del mismo. Si ahora pensamos que las poligonales asociadas a
particiones muy grandes del intervalo deberian ajustarse muy bien a la curva que pretendemos
medir, la eleccion de ese mayorante es clara, debemos tomar el supremo. Quedan asi motivadas
las definiciones que siguen.

Una curva Y : [a,b] — R? es rectificable cuando el conjunto {A(y,P) : P € F[a,b]} estd
mayorado, en cuyo caso, la longitud de la curva 7y es, por definicion, el nimero real no negativo
dado por

A(y) = sup {A(,P) : P € Fla,b]}

Observemos, como primer ejemplo trivial, que si la curva y es constante en todo el intervalo
[a,b], evidentemente 7 es rectificable con A(Y) = 0, cosa que en particular ocurre cuando a = b.
En otro caso, sia < by y: [a,b] — R? es una curva rectificable no constante, se tiene A(y) > 0.
Esto es evidente, pues si t € [a,b] es tal que Y(t) # y(a), usando la particién P = {a,t,b}, que
puede tener dos o tres puntos, tenemos claramente:

A(Y) = My, P) = d(v(a),¥(1)) >0

Veamos por ejemplo el caso particular del segmento 6 de extremos o0 = (x1,y1) € R? y
B = (x2,y2) € R%. Se tiene entonces 6(¢) = (x1 +(x2 —x1),y1 +1(y2 —y1)) para todo 7 € [0, 1].
Para cualquier particién P ={0 =19 <1t < ... <t, = 1} del intervalo [0, 1] tenemos claramente

d(G(l‘k_1>,G(l‘k>) = (tk—tk_1)d<06,ﬁ) (k: 1,2,...,1’!)

con lo que A(c,P) = d(a,B). Puesto que P € F[0, 1] era arbitraria, vemos que G es rectificable
con A(c) =d(a,B), como cabia esperar.

Por sorprendente que a primera vista pueda parecer, existen curvas no rectificables, mas
adelante veremos alguin ejemplo. El siguiente resultado nos proporciona abundantes ejemplos
de curvas rectificables:
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= SiQ,y: [a,b] — R son mondtonas y continuas en [a,b], entonces la curvay: [a,b] — R?,
definida por y(t) = (9(t),y(t)) para todo t € [a,b], es rectificable y se verifica que

A®Y) < o(b) —o(a)| + |w(b) —y(a)| (2)

Para probarlo, consideramos una particién P = {a =1ty <t} < ... <t, = b} del intervalo [a,b] y

n
observamos que @(b) —@(a) = Z (9(tx) — @(tx—1)). Suponiendo primero que @ es creciente,
k=1
esta igualdad puede escribirse en la forma

n

(b)) —0(a)| = Y |o(1) — @(tx—1)]

k=1

Si ¢ es decreciente podemos aplicar lo anterior a la funcion —@ obteniendo la misma igualdad.
Naturalmente, y también verifica esa igualdad. Usando la estimacion de la distancia euclidea
vista anteriormente, tenemos:

My P) = ) d(¥(t-1),¥(t))
k=1
< Y o) — o) + Y |wit) —w(n-1)|
k=1 k=1
= lo(b) —9(a)[ +|w(b) — y(a)|
Esto demuestra ya que 7y es rectificable y que se verifica (2). |

Necesitamos una propiedad importante de la longitud de una curva que, dicho de forma
intuitiva, explica lo que ocurre al subdividir una curva en dos “trozos”, y de paso le da mayor
interés al resultado anterior.

s Sea y: [a,b] — R? una curva y, para c €|a,b|, sean Y, : [a,c] — R? y v, : [c,b] — R?
las curvas que se obtienen al restringir ¥ a los intervalos |a,c] y [c,b] respectivamente.
Entonces Y es rectificable si, y solo si, lo son Y1 y Y, en cuyo caso se tiene

A(Y) =AMm) +A(n) (3)

Para demostrarlo, supongamos primero que 7y es rectificable, tomemos particiones P; € Fla,c|
y P, € Fc,b], y sea P = P; U P,. Es evidente que P € Fa,b] y comprobamos sin dificultad que

Av1,P1) + M1, P2) = MY, P) < A(Y)

Fijando por el momento la particién P, la desigualdad A(y1,P1) < A(y) — A(Y2, P2), vélida para
cualquier Py € F[a,c| nos dice que y; es rectificable y se verifica que A(y1) < A(Y) —A(y2, Pa).
Equivalentemente, tenemos

AM12,P2) <A(Y) —An)

pero ahora esta desigualdad es cierta para toda particion P, € F|c,b], luego ¥, es rectificable y
tenemos ya A(Y1) +A(y2) < A(Y).
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Para probar la implicacién reciproca junto con la desigualdad que falta, lo tnico que impide
repetir el razonamiento anterior es que una particién P € F[a, b| puede no ser de la forma P, U P,
con P; € Fla,c] y P, € F[c,b|, simplemente porque puede ocurrir que ¢ ¢ P. Para resolver ese
pequefio problema usaremos la particion P. = PU{c} y comprobaremos que A(y,P) < A(Y,P.).
En efecto, si ¢ € P no hay nada que comprobar y, en otro caso, si P ={a =1y <t} <...<t, =b}
existird un k € {1,2,...,n} tal que #_; < ¢ < f. Entonces, comparando la definicién de las
sumas A(Y,P) y A(Y, P;) observamos que

MY, Pe) = MY, P) = d (Y(tx—1),7(c)) +d (Y(e), ¥(tk)) — d (¥(tx—1), (1)) >0
donde hemos aplicado la desigualdad triangular.
Aclarado lo que ocurre al afiadir el punto ¢ a una particién, podemos tomar P; = P, N [a, ]
y P, = P. N [c,b] obteniendo particiones de los intervalos [a,c] y [c,b], con P. = P; U P,. Por
tanto, si las curvas 7y y Y2 son rectificables, tenemos
MY, P) S MY, Pe) = Myi, Pr) + M2, P2) S A(v) + A1)

Esto demuestra que yes rectificable con A(y) < A(y1)+A(Y2), que es la desigualdad que faltaba
para obtener (3). |

4.3. La semicircunferencia unidad

Vamos a considerar ahora un curva muy concreta y, para evitar repeticiones, fijamos una
notacién adecuada. En lo que sigue, @,y : [—1, 1] — R serdn las funciones continuas en [—1, 1]
definidas por @(t) =t y y(t) =1 —1% paratodo r € [—1,1].

Llamaremos semicircunferencia unidad ala curvaT": [—1,1] — R? definida por

L(1) = (@(1),¥(1)) = (t,V/1—12) Vie[-1,1]
Observemos que I viene dada en forma explicita, su imagen es la grafica de la funcién y. Més
concretamente,

L(-L1])={(t,V1-2) :te[-1,1]} = {(x,y) eR* : x> +y* =1, y > 0}
es la mitad superior de la circunferencia centrada en el origen y de radio 1, lo que explica el

nombre que hemos dado a la curva I'. Usando los resultados previos sobre curvas rectificables
probaremos lo siguiente:

» La semicircunferencia unidad es una curva rectificable. Su longitud es, por definicion, el
niimero real ©. Se verifica que: 2v2 << 4.

Consideremos las curvas y; y Y2 que se obtienen restringiendo I" a los intervalos [—1,0] y [0, 1].
Puesto que la funcién @ es creciente en ambos intervalos, mientras que y es creciente en [—1,0]
y decreciente en [0, 1], tenemos que y; y y» son rectificables, con

Aln) < |o(0) —o(=1)| + [w(0) —w(-1)| = 2

Aly2) < lo(1) = 0(0)] + [y(1) —y(0)| = 2
Por tanto I" es rectificable y tenemos © = A(I') = A(y;) + A(Y2) < 4. Por otra parte, usando la
particién P = {—1,0, 1} tenemos ficilmente 7t > A(T",P) = 2v/2. |
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4.4. La funcion arco coseno

Podemos ya dar una definicién de la funcién arco coseno muy acorde con la intuicién. Para
x € [—1,1] denotamos por I'y a la restriccion de I" al intervalo [x, 1], que es una curva rectificable
con A(Ty) < .

Intuitivamente Iy recorre el arco de circunferencia que une los puntos I'(x) = (x, V1— x2)
y I'(1) = (1,0). Puesto que la circunferencia tiene radio 1, la medida en radianes del angulo con
vértice en el origen cuyos lados pasan por dichos puntos es A(T'y). Pero es claro que el coseno
de ese dngulo debe ser precisamente x. Asi pues, el coseno del ndimero real A(I'y) deberia ser x,
lo que explica nuestro siguiente paso.

La funcidn arco coseno es, por definicion, la funcién arccos : [—1,1] — [0,w] dada por
arccosx =A([y) Vxe[-1,1]

A continuacién obtenemos las propiedades de esta funcién que de momento necesitamos.

» La funcion arco coseno es una biyeccion de [—1,1] sobre [0,n]. Es continua en [—1,1] y
estrictamente decreciente. Se verifica ademds que

arccos x + arccos(—x) =1 Vx e [—1,1] (4)

En particular se tiene: arccos(—1)=m, arccos 0 =m/2, arccos 1 =0.

Para la demostracién, dados x,y € [—1, 1] con x < y, conviene denotar por Yy , a la curva que se
obtiene al restringir I" al intervalo [x,y], que es rectificable. Si x < y, como Yx,y DO €s constante,
podemos asegurar que A(Yy,y) > 0. Entonces, subdividiendo el intervalo [x, 1] mediante el punto
y, tenemos

arccos x = A(I'y) = A(Yxy) +A(Ty) > A(I'y) = arccosy

lo que demuestra que la funcion arco coseno es estrictamente decreciente.

Si ahora, ademds de x < y, suponemos xy > 0, las funciones ¢ y ¥ son mondtonas en el
intervalo [x,y], lo que nos da una estimacién de la longitud de la curva y, ;. Mds concretamente,
tenemos

|arccos x —arccos y| = A(Yry) < [y —x|+[W(y) —w(x)|

Puesto que la desigualdad obtenida no se altera al intercambiar x con y, también es vélida en el
caso x >y, siempre que se tenga xy > 0. De aqui se deduce facilmente la continuidad del arco
coseno. En efecto, dados x € [—1,1] y una sucesion {x, } de puntos de [—1, 1] tal que {x,} — x,
es claro que existe m € N tal que, para n > m se tiene x,x > 0, lo que nos permite usar la
desigualdad recién comprobada tomando y = x,, con n > m. Puesto que {y(x,)} — y(x) por ser
Wy continua en x, deducimos claramente que {arccos x, } — arccos x.

Obtenida la continuidad, la imagen de la funcién arco coseno serd un intervalo contenido
en [0, 7], pero es evidente que arccos(—1) = y arccos 1 = 0, asi que dicha imagen es todo
el intervalo [0,7]. Nuestra funcion era inyectiva, por ser estrictamente decreciente, luego es
biyectiva.



4. Funciones trigonométricas 47

Para probar (4), podemos claramente suponer que x > 0. Si P € F[x, 1], es evidente que
—P ={—t :t € P} € F—1,—x|, y reciprocamente. Ademds, usando que y(—t) = y(z) para
todo ¢ € [—1, 1], comprobamos sin dificultad que A(y—1 —.,—P) = A(I'y, P), de donde se deduce
que A(y—1,—x) = A(T'y), pues ambos ntimeros son el supremo del mismo conjunto. Por tanto,
tenemos finalmente

T=AI)=A(y-1—x) +A(T—x) = A(Ty) + A(T_x) = arccos x + arccos (—x) |

4.5. Definicion de las funciones seno y coseno

Es claro ya cémo vamos a definir la funcién coseno en el intervalo [0, 7], serd simplemente
la inversa de la funcion arco coseno. También estd clara la definicion del seno en ese mismo
intervalo, y las extendemos ambas, definiéndolas en [—m,t] de forma que el coseno sea una
funcién par y el seno sea impar. No usaremos la notacién habitual para estas funciones hasta
que hagamos la extension a todo R.

Por tanto, definimos dos funciones ¢, s : [—m, ] — [—1, 1] de la siguiente forma:

c(x) = arccos !(x) Vxe€[0,m], c(x) = c(—x) Vxe[-m,0

s(x) =1/1—c(x)? Vxe[0,n], s(x)=—s(—x) Vxe [0

A partir de las propiedades de la funcién arco coseno se deducen facilmente las de las
funciones ¢ y s que de momento vamos a necesitar:

» Las funciones ¢y s son continuas en [—T,T| y la imagen de ambas es el intervalo [—1,1].
De hecho se tiene

c(m)=c(—m)=—-1, ¢(0)=1, ¢(n/2) =c(—n/2)=0
s(m) =s(—m) =5(0) =0, s(n/2)=1, s(—n/2)=-1

La comprobacién de estos hechos es inmediata. Por ser la funcidn arco coseno una biyeccion de
[—1,1] sobre [0,7] que es continua en [—1, 1], su inversa, que es la restriccién de ¢ al intervalo
[0,7], es continua en dicho intervalo. Deducimos que la restriccién de s al mismo intervalo
también es continua en [0, 7], como composicién de funciones continuas. El cardcter local de la
continuidad nos permite entonces asegurar que ¢ y s son continuas en |0, t]. Usando de nuevo
que la composicién de funciones continuas es continua y el cardcter local de la continuidad,
obtenemos que ¢ y s son continuas en [—, 0.

(5)

Para la continuidad en 0, usamos de nuevo la continuidad de las restricciones de ¢ y s al
intervalo [0, 7], obteniendo que h’r(gl c(x)=c(0)=1vy 11’%1 s(x) =5(0) = 0. Pero el célculo
x—0+ x—0+

de los limites por la izquierda es inmediato. Si {x,} es una sucesién de puntos de [—m,0][ tal
que {x,} — 0, tenemos que {—x,} — 0 con —x, €]0,n] para todo n € N, luego usando los
limites por la derecha ya calculados, obtenemos que {c(x,)} = {c(—x,)} — 1 y también que
{s(xn)} = {—s(—xn)} — 0. Queda asi probada la continuidad en 0:

limc(x)=1=¢(0) y lims(x)=0=s(0)
x—0 x—0
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Comprobemos el resto de valores de ¢ y s que aparecen en (5). Por ser arccos (—1) = T tenemos
¢(—m) = ¢(w) = —1, luego s(—mn) = s(w) = 0. Finalmente de arccos 0 = ©t/2 deducimos que
c(—m/2) =c(n/2) =0, luego s(n/2) = 1y s(—n/2) = —1. Finalmente, puesto que la imagen
de cualquiera de las dos funciones es un intervalo contenido en [—1, 1], pero ambas toman los
valores —1 y 1, dicho intervalo no puede ser otro que [—1,1]. [

Lo que queda para definir las funciones seno y coseno es “extender por periodicidad” las
funciones c y s. Para explicar en qué consiste esta extension debemos aclarar algunas nociones.

Se dice que una funcién f: R — R es periddica, cuando existe T € R* tal que
fx+T) = f(x) VxeR

en cuyo caso también se dice que T es un periodo de f. Obsérvese que entonces —7 es otro
periodo de f, luego toda funcidn periddica admite un periodo positivo. De hecho comprobamos
facilmente por induccién que pT también es un periodo de f para todo p € Z. Dado T € R,
diremos a veces que una funcién f es T-periddica, para indicar simultineamente que f es
periddica 'y que 7" es un periodo de f.

Una funcién T-periddica queda determinada cuando se conoce su restriccion a cualquier
intervalo semiabierto de longitud 7. M4s concretamente:

= Sean f,g:R — R funciones periédicas con periodo T € R" y sea a € R. Entonces:

fix)=gx) Vxe€la,a+T| = f(x)=gx) VxeR

Para comprobarlo, basta usar la funcién parte entera de la siguiente forma: para x € R, tomando
p(x) =E((x—a)/T) tenemos claramente:

p(x)<¥<p(x)+l = p)T <x—a<pxX)T+T = x—p(x)T € [a,a+T|

y puesto que —p(x) T es un periodo tanto de f como de g, deducimos que
g(x) =g(x—p()T) = f(x—p(x)T) = f(x) u

Pero reciprocamente, cualquier funcién definida en un intervalo de la forma [a,a + T, con
a€RyTeR", puede extenderse, de manera dnica como hemos visto, para conseguir una
funcién T-periddica. Esto es lo que se entiende por extender por periodicidad una funcion.
Probamos ahora este hecho, y de paso caracterizamos la continuidad de la extension periddica
en términos de la funcién de partida:

» Sean a € R, T € RY y h: [a,a+ T|— R una funcion cualquiera. Existe una (iinica)
funcion T-periddica f : R — R que extiende a h, es decir, verifica f(x) = h(x) para todo
x € la,a+T|. Ademds, la imagen de f coincide con la de h 'y las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) f es continua en R

(ii) hes continua en [a,a+T| y verifica que h’mTh(x) = h(a)
x—a+
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La definicién de la funcién f se puede adivinar ficilmente. Para x € R, tomando igual que antes
p(x) =E((x—a)/T), tenemos a < x— p(x)T < a+T, con lo que basta escribir

fx)=h(x—px)T) VxeR

Para a < x < a+T se tiene evidentemente p(x) = 0, luego f(x) = h(x), asi que f extiende a h.
Ademds, para cualquier x € R es claro que p(x+T) = p(x) + 1, con lo cual

f(x+T) :h(x—l—T— (p(x)—i—l)T) :h(x—p(x) T) = f(x)

lo que demuestra que T es un periodo de f. Es claro que la imagen de f coincide con la de A.
Pasamos a comprobar la equivalencia del enunciado.

(i) = (if). Vemos que A es continua en [a,a + T por ser la restricciéon de f a dicho intervalo.
Ademds, si {x,} es una sucesién de puntos de [a,a+ T tal que {x,} — a+ T, se tendra que

{h(xa)} = {f )} = fla+T) = f(a) =h(a), luego  lim_h(x) = h(a)

x—a+T

(if) = (i). Por hipétesis, la restriccién de f al intervalo [a,a+ T'[ es continua en dicho intervalo.
Aplicando el cardcter local de la continuidad deducimos que f es continua en el intervalo abierto
la,a+T]. En el punto a, usando el caracter local del limite por la derecha de una funcién en
un punto, podemos asegurar de momento que xErchl+ flx)= )1(1_>r% h(x) = h(a) = f(a).

La otra hipétesis sobre & nos permitird probar que el limite por la izquierda de f en a
también es f(a). De nuevo por el cardcter local de dicho limite, bastard tomar una sucesion
{yn} —a,con a—T <y, <a paratodon € N, y comprobar que {f(y,)} — f(a). Puesto que
{yn+T}—a+T cona<y,+T <a+T paratodo n € N, la hipétesis sobre /1 nos dice que
{h(yn+T)} — h(a), luego {f(yn)} ={fn+T)} ={h(yn+T)} — h(a) = f(a).

Sabiendo que f es continuaen [a,a+ T las cosas son ya féciles. Dados x € R y una sucesién
{xn} — x, tenemos que {x, —p(x)T} — x—p(x)T € [a,a+T[,y la continuidad de f en el punto
x—p(x)T nos dice que {f(x)} = {f(xn—p(N)T} = f(x—p(X)T) = f (). u

Aplicaremos lo recién demostrado en una situacion especialmente favorable:

w» Sean a € R, T € R" y h: [a,a+ T] — R una funcién continua en |a,a+ T) tal que
h(a) = h(a+T). Entonces existe una tinica funcion T-periddica f : R — R que extiende
a h, es decir, verifica f(x) = h(x) para a < x < a+T. Ademds, f es continua en Ry su
imagen coincide con la de h.

En efecto, basta aplicar el resultado anterior, restringiendo # al intervalo [a,a + T, pero sin
olvidar que por la continuidad en el punto a+ T se tiene h’n}r , h(x) =h(a+T) = h(a). Aparece
X—a

una tnica funcién T-periddica f : R — R que verifica f(x) = h(x) paraa < x < a+T. Basta
entonces observar que f(a+7) = f(a) = h(a) = h(a+T), con lo que f extiende a h. Sabemos
ademds que f es continua en R y su imagen coincide con la de A. ]

Para obtener las funciones seno y coseno, basta aplicar el resultado anterior a las funciones
cy s, tomando légicamente a = —my T = 2%:
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La funcion coseno es, por definicion, la dnica funcién 27-periédica cos : R — R que
extiende a la funcién c. Por tanto, se caracteriza por:

cos:R—R, cosx=c(x) Vxe&|[-n,m, cos(x+2n) =cosx VxeR

Andlogamente, la funcion seno es la tnica funcién 2n-periddica sen: R — R que extiende a la
funcioén s, luego queda caracterizada por:

sen: R — R, senx=s(x) Vx € [—m,m, sen(x+2n) =senx VxR

A la vista de toda la discusion anterior, tenemos las primeras propiedades de las funciones
seno y coseno, sobre las que conviene insistir:

= Las funciones senoy coseno son continuas en Ry 2n-periodicas. La imagen de cualquiera
de ellas es el intervalo [—1,1].

Para el resto de las propiedades que por ahora podemos probar, estudiamos por separado
ambas funciones y después la relacion entre ambas. Puesto que la periodicidad jugard un papel
clave en este estudio, introducimos una notacién que nos permita manejarla con facilidad. Para
x € R escribiremos

21

con lo cual tenemos p(x) € Z y —n < £ < w. Usaremos frecuentemente que

p0=E(*3E) v i=a-2pln

cosx=cosf=c(X) y senx=senx=s(X)

4.6. Propiedades de la funcion coseno

Las resumimos en un sélo enunciado:

(i) La funcion coseno es par: cos(—x) = cos x para todo x € R.

(ii) La restriccion de la funcion coseno al intervalo [0,T| es una biyeccion estrictamente
decreciente de dicho intervalo sobre [—1,1].

(iii) Se verifica que cos(x+ 1) = —cos x para todo x € R. Por tanto,

cos (x+km) = (—1)¥cosx VxeR, VkeZ

(iv) Se tiene:
{xeR:cosx=1} ={2kn:keZ}

{xeR:cosx=—1} ={(2k+1)n: keZ}
{xeR:cosx =0} = {(n/2)+kn : ke Z}

(v) La funcion coseno no tiene limite ni diverge en oo ni en —oo.
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(i). Se tiene: cosx = ¢(X) = ¢(—X) = cos (—£) = cos (—x+2p(x)T) = cos (—x).

(if). Basta recordar que la restriccién de la funcidn coseno al intervalo [0, 7] es la inversa de la
funcién arco coseno.

(iii). Supongamos primeramente que x € [0,Tt] y sea y = cos x. Sabemos que
x=arccosy=m—arccos(—y), dedonde, cos(m—x)=—y=—cosx
Usando la periodicidad y paridad del coseno, concluimos que
cos (x+ 1) = cos (x — ) = cos (T—x) = —cos x
Para x € [—m,0], lo anterior puede aplicarse a x+ 7 € [0, 7], obteniendo
cos (x+ ) = —cos (x+2m) = —cos x

Finalmente, para x € R arbitrario, lo ya demostrado puede aplicarse a X obteniendo

cos x =cos £ = —cos (£ +7) = —cos (x —2p(x)T+T) = —cos (x+ )

(iv). Las tres inclusiones en un sentido se deducen claramente de propiedades ya probadas.
Concretamente, para cualquier k € Z se tiene:

cos (2kn) =cos0=1; cos((2k+1)n)=cosm=—1;
cos ((1/2) +km) = (—1)*cos (n/2) =0

Las otras tres inclusiones también son faciles. Dado x € R, tenemos

cosx=1= £=0 = x=2km con k=p(x) €Z
cosx=—1 = %=—-7 = x=(2k+1)mr con k=px)—1€Z
cosx=0 = £=4n/2 = x=(n/2)+kn con k€ {2p(x),2p(x)—1} CZ

(v). La posibilidad de divergencia estd claramente descartada por ser | cos x| < 1 para todo x € R.
Para la no existencia de limites basta observar que {cos nn} = {cos (—nm)} = {(—1)"}. |

4.7. Propiedades de la funcion seno

Guardan un claro paralelismo con las del coseno:

(i) La funcion seno es impar: sen(—x) = —senx para todo x € R.

(ii) La restriccion de la funcion seno al intervalo [—t/2,1/2| es una biyeccion estrictamente
creciente de dicho intervalo sobre [—1,1].

(iii) Se verifica que sen(x+T) = —senx para todo x € R. Por tanto,

sen(x+kn) = (—1)¥senx VxeR, VkeZ



4. Funciones trigonométricas 52

(iv) Se tiene:
{xeR:senx =0} = {kn: ke Z}
{xeR:senx =1} = {(n/2)+2kn : k€ Z}
{xeR:senx = —1} = {(—n/2)+2kn : k€ Z}

(v) La funcion seno no tiene limite ni diverge en +oo ni en —oo.

A

(i). Se tiene: sen(—x) = sen(—%—2p(x)w) =sen(—%) = s(—X) = —s(£) = —senx.

(if). Dados x,y € [—mt/2,7/2] con x < y, bastard ver que sen x < sen y, es decir, s(x) < s(y), pues
entonces tendremos una funcién estrictamente creciente y continua en el intervalo [—m/2, /2]
cuya imagen ha de ser [—1,1], ya que sen(—m/2) = —1 y sen(x/2) = 1. Si 0 < x tenemos
c(x) > c(y) luego s(x) = /1 —c(x)2 < /1 —c(y)2=5(y). Enelcasoy <0,de 0 < —y < —x
deducimos s(—y) < s(—x), luego s(x) = —s(—x) < —s(—y) = s(y). Finalmente, si x <0 <y
tenemos s(x) < 0 < s(y).

(iif). Supongamos primeramente que x € [—,0], con lo que x+ 7 € [0, 7] y tenemos

—senx =s(—x) = \/1 —c(—x)? = \/1 —c(x+7)? =s(x+7) =sen(x+7)
Para x € [0, 7], lo anterior puede aplicarse a x — & € [—T, 0], obteniendo
sen(x+m) =sen(x—m) = —senx
Finalmente, para x € R arbitrario, lo ya demostrado puede aplicarse a £ € [—7, 7] obteniendo
senx =sen X = —sen (£ +m) = —sen (x —2p(x)T+ 1) = —sen (x + 1)
(iv). Tres inclusiones se deducen de propiedades ya probadas. Concretamente, para cualquier
k € Z se tiene:
sen (km) = (—1)*sen0=0; sen((m/2)+2kn) =sen(n/2) =1;
sen ((—m/2) + 2km) = sen(—n/2) = —1
Reciprocamente, dado x € R, tenemos
senx=0 = £ {—n,0} = x=kn con ke {2p(x)—1,2p(x)} CZ
senx=1 = £=mn/2 = x=(n/2)+2kn con k= p(x) €Z
senx=—1 = £=—-n/2 = x=(—n/2)+2kn con k= p(x) €Z
(v). No tiene limite en +oo ni en —eo porque {sen ((w/2)+nmw)} = {sen((n/2) —nw)} ={(—1)"}.

Tampoco diverge, porque |senx| < 1 paratodo x € R. [

Obsérvese que hemos destacado dos intervalos en los que las funciones coseno y seno son
inyectivas y toman todos sus valores. La funcidn inversa de la restriccion del coseno al intervalo
[0, ] se habia estudiado previamente, es la funcién arco coseno. Para la funcién seno, restringida
al intervalo [—m/2,7/2], 1o hacemos ahora:

La funcion arco seno, arcsen: [—1,1] — [-®/2,7/2], es la inversa de la restriccion de la
funcién seno al intervalo [—mt/2,7/2]. Por tanto:

» La funcion arco seno es una biyeccion de [—1,1] sobre [—1/2,1t/2], continua en [—1,1]
y estrictamente creciente, con arcsen(—1) = —mn/2, arcsen0=0 y arcsenl =m/2.
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4.8. Relacion entre el seno y el coseno

Podemos describir esta relacion de la siguiente forma:

(i) Se verifica que cos®> x+sen’>x = 1 para todo x € R.
(ii) x,y € R, cosx=cosy, senx=seny —> y—x=2kT con k€ Z

(iii) Para cualesquiera a,b € R que verifiquen a>+b* = 1, existe un vinico x €| —m, 7 tal
que cosx=a y senx =>b.

(iv) Coordenadas polares en el plano: Todo punto (x,y) € R?, con (x,y) # (0,0), se expresa
de manera tinica como (x,y) = (pcos®,psen®) conp € R"y0 €] —m, 7l

La demostracion no ofrece demasiada dificultad:
(/). Basta observar que cos’ x +sen® x = ¢(£)% +s(£)%> = 1.

(if). Suponemos x < y, lo que no resta generalidad. Primeramente, en el caso x,y € [—x, 7], de
ser c(x) = c(y), s(x) = s(y) deduciremos que x =y. Si x > 0, basta usar la inyectividad de la
funcién ¢ en el intervalo [0,7]. Lo mismo ocurre cuando y < 0, pues ¢ también es inyectiva en
[—m,0]. Sélo queda descartar que se tenga x < 0 < y. En tal caso, por ser ¢(—x) = c(x) = ¢(y)
tendriamos y = —x, pero entonces de s(y) = s(—x) = —s(x) = —s(y) deducirfamos s(y) = 0, lo
cual es imposible siendo 0 < y < 7. En el caso general x,y € R con x < y, por lo demostrado se
tiene £ = ¥, luego y —x = 2km con k= p(y) — p(x) € Z.

(iii). Sea xog = arccos a € [0, 7], que evidentemente verifica cos xo =a y sen xo =1 —a? = |b|.
Cuando b > 0 basta tomar x = xp. En el caso b < 0 tenemos 0 < xo < T, ya que |a| # 1, luego
—xo €] —=,0[. Puesto que ahora sen xp = —b, basta tomar x = —xg.

Si queremos tener explicitamente x en funcidén de a y b podemos usar la funcién signo.
Escribiendo sgnb =1 si b >0,y sgnb= —1 si b <0, tenemos x = sgnb arccos a.

Para probar la unicidad, sea y €] — mt,m| verificando también que cosy =a y seny = b.

Aplicando (ii) tenemos y —x = 2km con k € Z pero, por ser |y — x| < 27 tenemos que |k| < 1,
luego k =0, de donde y = x.
(iv). Tomamos p = 1/x2+y? y es evidente que esta es la tnica eleccién posible de p. Pero
entonces, aplicando (iii) deducimos que existe un tnico 8 €| — m, | que verifica las igualdades
buscadas: cos © = x/p, sen® = y/p. Excluido el origen, la relacién entre las coordenadas
cartesianas (x,y) de un punto del plano, y sus coordenadas polares (p,0) € R x| — 1,7, es

x=pcosH, y=psenb; =vx2+y?, 0=sgn(y arccos\/% [ |
X“+y

Comentemos finalmente otra relacién entre las funciones seno y coseno que se deduce de
las llamadas “férmulas de adicion™:

cos(x+y) =cosxcosy —senxseny Vx,y€ER
sen(x+y) =senxcosy+cosxseny Vx,y€R
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Tomando en la segunda y = m/2 tenemos sen(x-+m/2) = cosx para todo x € R, de modo
que la funcién coseno puede obtenerse a partir de la funcion seno mediante una traslacion.
Mais adelante, como una elegante aplicacion del cdlculo diferencial, probaremos las férmulas
de adicidn para las funciones seno y coseno. Hacerlo ahora seria demasiado laborioso.

4.9. Otras funciones trigonométricas

A partir de las funciones seno y coseno, se definen facilmente el resto de las funciones
trigonométricas, que vamos a comentar brevemente. Consideremos los conjuntos

A={xeR:cosx#0} =R\ {(n/2)+kn: ke Z}
B={xeR:senx#0} =R\ {kn : ke Z}
Definimos entonces:

sen x

(a) Lafuncion tangente, tg:A — R, tgx = VxeA

COS X

(b) La funcion secante, sec:A — R, secx = VxeA

COs x

(¢c) Lafuncion cosecante, cosec:B — R, cosecx = Vx€B

sen x

VxeB

(d) La funcion cotangente, cotg: B— R, cotgx = cosx

sen x

Las cuatro funciones anteriores no aportan grandes novedades, sus propiedades se obtienen

facilmente operando con las funciones seno y coseno. Hacemos un estudio algo mds detallado

de la funcion tangente, que puede tener mds interés. Se podria hacer una discusién similar para
cualquiera de las otras funciones.

» La funcion tangente, tg : A — R, es continua en A y verifica que
tg(—x)=—tgx, tg(x+m =tgx Vxe€A
Su restriccion al intervalo abierto | — /2, 1/2[ es una biyeccion estrictamente creciente

de dicho intervalo sobre R, diverge negativamente en —1/2 y positivamente en /2.

La continuidad e imparidad son inmediatas, tenemos un cociente de dos funciones continuas,
una impar y otra par. Para x € A es evidente que x+ T € A, sabemos que sen (x+T) = —senx
y cos (x+m) = —cos x, luego tg(x+m) =tg x.

Sea 1 la restriccion de la funcién tangente al intervalo I =] — /2, /2| y fijemos x,y € I
con x <y, para comprobar que T(x) < T(y). Si 0 < x basta observar que 0 < cosy < cosx
y senx < seny. Si y < 0 lo anterior se aplica al par —y, —x obteniendo que t(—y) < T(—x),
luego 1(x) < t(y). Finalmente, si x < 0 < y tenemos claramente t(x) < 0 < 1(y). Es claro que

Tx) = =0 (x—=—1/2) 'y T(x) =+ (x—7/2)

luego t(7) es un intervalo que no estd mayorado ni minorado, asi que T(/) =R y T es una
biyeccién de I sobre R. |
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Hasta ahora la nocién de funcién periddica sélo se ha usado para funciones definidas en
toda la recta real. Sin embargo, las propiedades de la funcion tangente sugieren que deberiamos
evitar esa limitacién. Mds concretamente, dado un conjunto no vacio E C R, podemos decir que
una funcién f : E — R es periddica cuando exista T € R* verificando que:

{x+T :x€E}=E y f(x+T)=f(x) Vx€E

Podemos decir también que T es un periodo de f y sigue siendo cierto que entonces k7 es
también un periodo de f, para todo k € Z. En particular tenemos siempre un periodo positivo
y, para T € R™ podemos decir que la funcién f es T-periddica.

Asi pues, la funcion tangente es Tt-periodica. Puesto que para todo x € R podemos encontrar
k € Z de forma que x — knt €] — m/2,1/2], toda la informacién acerca de la funcién tangente
se deduce de su comportamiento en el intervalo | — w/2,7/2[, de ahi que hayamos prestado
especial atencién a la restriccion de la tangente a dicho intervalo, cuya funcién inversa procede
ahora considerar.

La funcion arco tangente es, por definicion, la funcion inversa de la restriccion de la tangente
al intervalo | —7/2,7t/2[ y se denota por arctg. Queda pues determinada de la siguiente forma:

arctg: R —|—n/2, /2], tg(arctgx) =x VxeR
Sus primeras propiedades pueden por tanto resumirse de la siguiente forma:

» La funcion arco tangente es una biyeccion de R sobre | —1/2,1/2|, es una funcién impar,
continua en R y estrictamente creciente, verificando que

lim arctgx = —m/2, HT arctgx = m/2
X— —o0 X—>

4.10. Una curva que no es rectificable

Concluimos este tema con el ejemplo de curva no rectificable prometido anteriormente.
Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida por

£(x) = xcos (E> vxel0,1], f(0)=0

x
La continuidad de f en ]0, 1] no ofrece dificultad. Ademads, por ser |cos (m/x)| < 1 para todo

)
x €]0, 1], tenemos 11’rr(1) f(x) =0, luego f también es continua en 0.
X—

Vamos a comprobar que la curva y: [0,1] — R? dada por y(t) = (¢, f(¢)) para todot € [0, 1]
no es rectificable. La observacion clave es la siguiente: para m € N se tiene
cos(mm) cos((m+1)m)

o) )| ==
B ‘(_1)m (_1>m+1
m m+1

1
n_1m+1m
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Para cada n € N, consideremos ahora la particién P, del intervalo [0, 1] formada por los puntos:
1,1/2,...,1/n,0. Més concretamente:

1
P,={0=r<n<...<t,=1} donde tk:n——lﬁ—l para k=1,2,...,n

Para la suma A(Y, P,), usamos una estimacién conocida de la distancia euclidea:
n n
=Y d(v(te) Z f(tr=1)]
k=1 k=1

Como consecuencia, usando (6) tenemos:

k=2
1 ! 1 1
A Yrern i Wy

En el dltimo miembro de esta desigualdad nos ha aparecido la n-ésima suma parcial de la
serie armoénica. Puesto que la desigualdad es vélida para todo n € N y la serie armonica es
divergente, hemos probado que {A(Y,P,)} — oo, luego el conjunto {A(Y,P) : P € F[0,1]} no
estd mayorado, es decir, la curva Y no es rectificable.

4.11. Ejercicios

1. Sea y:[—1,2] — R? la curva definida por
Y1) = (t,/%) Vie[-1,2]
Probar que 7 es rectificable con v/2(2++/5) < A(y) <8.
2. Probar que sen x < x para todo x €]0,7/2]

3. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones:
cos (Vn2+1)lo
(a) < sen " (b) {cos (nﬂ;) } (©) ( ! ) gn
n?+1 2 n

) ; ) cos (nx
4. Dado x € R, estudiar la convergencia de la serie Z ()

n>1 n\/ﬁ

5. Sea f : R — R la funcién definida por

f(x) = senx sen (}1—6) VxeR*, f(0)=0

Estudiar la continuidad de f y su comportamiento en 4oy —oo,
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

SeacRy f: R(J{ — IR la funcién definida por

Flx) = x® cos G) VxeRY, £(0)=0

Estudiar la continuidad de f, segtin los valores de o.

. Para x € R, discutir la validez de cada una de las siguientes afirmaciones:

(a) arccos(cosx) = x
(b) arcsen(senx) = x
(c) arctg(tgx)=x

. Probar que la ecuacion tg x = x tiene infinitas soluciones reales.

. Sean a € R" y b € R™. Estudiar el comportamiento en 0 de las funciones f,g:R* — R

definidas por
a b .
f(x) = arctg <;> —arctg (;) , gx)=xf(x) VxeR
Sea f:]0,m/2]— R la funcién definida por

Flx) = (L) vx €]0,x/2

tgx
(Puede extenderse f para obtener una funcién continua en [0,7/2] ?
Sea f:]0,m/2[— R la funcién definida por
f(x) = (1+senx)®* Vx€]o,m/2]
Estudiar la continuidad de f y su comportamiento en 0y /2.
Calcular la imagen de la funcién f: R* — R definida por
f(x) = arctg(log |x|) VxeR*

Sea f:R\ {1} — R la funcién definida por

f(x) = arctg g Vxe R\ {1}
Estudiar la continuidad de f y su comportamiento en 1, 4o y —oo. Calcular su imagen.

Probar que la ecuaciéon x+e*+arctgx = 0 tiene una tnica solucién real. Calcular la
parte entera de dicha solucion.

Sean J = [—1/v/2,1/v2] y g:J — [-r/2,7/2] la funcién definida por

g(x) = arcsen (2xV1—x%) VxelJ

Probar que g es biyectiva, continua en J y estrictamente creciente. Dar una expresion
explicita para la funcién inversa de g.



